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SIR  L’IMÉr, RATION 


M. 

aiELQlJES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

IM)>T  LKS  IVDÈTEKMINEEii  mST  SÉPARÉES. 

MAIS  tN»Vr  ClUQt'E  MEURRE  EN  PARTICIUER  X’EVT  POIVT  INTEGRARLE. 


{tifhrr/frimfi  TfmriftftisM,  l.  IV, 


1.  La  sf'paralion  des  imlelerminées  est  rej{ai’dée  avee  raison  ronniie 
un  lies  meilleurs  moyens  que  les  (îéomèln’s  aient  imaginés  pour  intégrer 
les  équations  diflérentielles  du  premier  ordre,  l-’n  elîel,  il  est  clair  que 
quand  on  a séparé  les  indéterminées  dans  une  équation,  on  peut  alors 
regarder  rliacun  de  ses  membres  comme  une  dilTérentielle  particulière 
qui  ne  contient  qu'une  variable;  de  sorte  (|u'il  n’y  a plus  qu’à  prendre 
séparément  l’intégiaile  de  l'iin  et  de  l’autre  membre,  en  y ajoutant  une 
constante  arbitraire.  De  là  il  si-mble  qu’on  pourrait  conrlnre  que  lorsque 
les  deux  membres  de  l’équation  ainsi  séparée  ne  sont  point  intégrables, 
l’équation  elle-même  ne  doit  pas  l’être  non  plus;  c’est  ce  qui  est  vrai  en 
ell'et  dans  la  plupart  des  équations  diirérentielles;  mais  il  se  trouve 
néanmoins  des  cas  où  cette  conclusion  serait  l'aussc,  et  qui  vont  faire  la 
matière  de  ce  Mémoire. 

2.  Pour  commencer  par  les  cas  les  plus  simples  nous  pis'inlrons 
l’équation 

(M 
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SUR  L’INTÉGRATION 


«litiis  hi(|ueile  tout  PSt  sépnré,  coniiTU'  l’on  voit.  Il  csl  d’abord  évident  que 
les  deux  membres  de  cette  éi|uation  ne  sont  point  intégrables,  au  moins 
algébriquement;  cependant  on  sait  que  l’équation  en  elle-même  admet 

itx 

une  intégrale  algébrique.  En  eiret,  comme  - . _ est  la  diirérentielle  de 

V I - a:’ 

l’are  dont  le  sinus  est  a-,  de  même  que  - — est  la  didérentielle  de 

vi-r’ 

l’are  dont  le  .sinus  est  _v,  on  aura,  eu  prenant  les  arcs  au  lieu  de  leurs 
dilTérentielles,  et  ajoutant  une  constante  quelconque  C, 

are  siiia  — are  sin  »•  0: 

donc,  si  l’on  suppose  que  C soit  aussi  exprimé  par  un  are  dont  le  sinus 
soit  a,  on  aura 

are  sinx  = are  sin  r -4-  are  sin  a, 

c’est-à-dire  que  l’arc  qui  répond  au  sinus  x doit  être  égal  à la  somme 
des  arcs  qui  répondent  aux  sinus  _v  et  a;  de  sorte  qu’on  aura,  par  les 
théorèmes  connus. 

(B)  X = _r  V ' ~ O’ O V ' 

c’est  l’intégrale  de  l’équation  proposée,  dans  laquelle  a est  la  constante 
arbitraire. 

3.  J’avoue  qu’on  peut  trouver  cette  intégrale  sans  le  secours  des  tbéo- 
rèmes  sur  les  sinus,  en  intégrant  chaque  membre  de  l'équation  (.V)  pâl- 
ies logarithmes  imaginaires,  et  passant  ensuite  des  logarithmes  aux 
nombres.  De  cette  manière  on  aura 

Iok(x  I -e  y I — X')  = log(  )-y,  — I -t-  y I — _>•*  J -I-  log  f O y — I y I — ), 

d’où  l’oti  tire 

X y'—  1 -t-  yfl  — X’=  (_rV—  • -t-  y I — .X’)  («y  — I -t-  ^ I — a’) 

= (rv  ' — “ V'  — r')  V — ' — r'y  1 — a“  — oc: 

et  comparant  la  partie  imaginaire  du  premier  membre  à la  partie  imagi- 
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DE  QUELQUES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES, 
iiairt*  (lu  sRcoiid,  et  la  partie  réelle  avec  la  réelle,  on  aura  coimiie 
ri-dessus 

X = _r  v'>  — « V ' 

ou  liien  encore,  ce  (|ui  revient  au  même  dans  le  fond, 
y'i  — JT*  = V I V I — (i)'» 

ï.  Mais  si,  d’un  côté,  cette  méthode  est  un  peu  plus  directe  (jue  la  pré- 
cédente, de  l'autre  elle  a aussi  rincoiivénient  de  dépendre  des  (|uantités 
transcendantes;  en  effet,  puis(]uc  l'intéfîrale  de  ré(|uation  proposée  est 
ahsolument  algébrique,  n'est-il  pas  naturel  de  penser  qu'il  y ait  aussi 
une  voie  purement  algébrique  pour  y parvenir? 

Qu'on  multiplie  les  deux  membres  de  l’é'quation  (A)  en  croix,  on  aura 


lix  I I — I — X' , 


et  intégrant  par  parties 


, - - ; r xrrfr  — ; / rxdx 

■vv  > — — -4-  I -T=  =-(-L. 

ür  l'équation  (A)  étant  multipliée  par  ary,  et  ensuite  intégrée,  donne 

rxydx  (■*  xydr 

donc  l'équation  précédente  deviendra 


X y I — =:  r V I — x’  -+- 1;, 

é(|uation  algébrique  qui,  en  faisant  (i  = a,  revient  au  luéiiie  que  l’équa- 
tion (H)  du  11“  2. 


h.  On  pourrait  aussi  appliquer  la  inéule  méthode  à l'intégration  de 
'équation  générale 

(/x  Jy 

y 3t  ’-+-  ^X  /x'‘  y * -4-  3 V + /.V’ 


(C) 


car  multipliant  d’ahord  en  croix,  et  prenûnt  ensuite  l'integrale  de  chaque 
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par  partirs,  un  a 

1 -*-■/.)  - I — -f - 

I J »V» + 

i = r V - f 

Or  ri-(|uatiuu  (C)  élanl  multipliée  par  xy,  et  ensuite  intégrée,  (lunne 

rxydx  ^ _ i'  xrdr 

va  + ?J  + />  J ya ‘ 

De  plus  on  U par  la  même  équatiun 

r J^dx  _ Ç ydy 

,1  yâ'-Tjix^yi'  J 


= - y a + ÿ;r>  - A ..  , 

•/  * î' .N  « + •/.'•' 


et  de  même 


r_  = f - 

J y a -r-  J V*-+- 


I , P ^ jj- 

~ - y/a  -t-  Sx  ■+-  yx'  — ~ I 

^ J ^a  + ^x  + yx’ 

= - y a + 3jT  + yX’ — T— =-^Lr-^=7T;- 

y =*■/ J v * + 3.>  -*-y,»  ’ 

Dune,  faisant  ecs  substitutions  dans  l'équation  (D),  et  effaçant  ee  qui  se 
détruit,  on  aura  cette  équation  algébrique 


T y a -t-  ^.r  -t-  yy‘  - ^ y a + ga:  -i-  yx> 
2 y 


=rv'*-t- 1 


^ V * + ?.»•+ yr’  + 


ou  bien 


(•'■^  ^]  v'“  yr’=  V* -*-?/*■  + y»’ + 


qui  est  l’intégrale  de  l'équation  proposée. 
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DE  QÜELUUES  ÉOUATIONS  DIFFÉHENTIELLES.  !> 

6.  Voilà  ilonc,  coininf  l’on  voit,  uni;  niéllioile  hicn  siniplf  pour  inlo- 
grt'i' iTs  sortes  d'équations,  dont  uliaque  membre  en  parlieulier  dépend 
de  la  quadrature  du  cercle  ou  de  l’hyperbole;  mais  il  y a encore  d’autres 
équations  plus  générales  que  les  précédentes  qui  admettent  aussi  des 
intégrales  algébri(|ues,  quoique  chacun  de  leui’s  membres  ne  soit  en 
aucune  façon  intégrable. 

t>s  équations  sont  comprises  dans  la  formule  suivante  : 



y a 4-  4-  ôa-'  4-  e jr*  v “ '*■  ■*"  ’/y"  *.♦'* 

dont  l’intégrale  est  exprimée  en  général  par  l’éiiualion 

\ 4-  U ( X 4-  y)  4-  i;  ( x’  4-  >•’  ) 4-  l)xy  4-  E { x’ y 4-  y’x  ) 4-  F x'  y*  — ». 

Kn  elTet,  si  l’on  dillérentie  cette  équation,  on  a 

[Il  4-  aCx  4-  D e 4-  E{ix;'  4-  y’)  4-  jFx»-’]</x 
4-  [Il  4-  at;  )•  4-  Dx  4-  E(ayx4-  X’)  4-  aFyx']</r  = o. 

Mais,  en  tirant  de  la  même  équation  la  valeur  de  x en  y.  et  ensuite  celle 
de  y en  X,  on  trouvera 

;>x(C  4-  E,)'  4 Fy‘)  4-  H 4-  D r 4-  E > ' 

= vCTB  4-  Üÿ  -e  E.)  ’)’-  4(  A 4-  By  4-  Cy)(C  4-  Ey  4-  Fy‘), 

et  de  même 

ay(C  4-  Ex  4 Fx')4-  b ^ llx  4 F.x' 

= v(B  4 Dx  4 Ex''p  — 4 (A  4 Bx  4 Cx')(t;  4 Ex  4 Fx>), 

(le  sorte  qu’en  faisant 

té  - 4 AC. 

^ = 4’Bt)-4(AE-T  BC), 

■/  = ••  BE  ^ tn  - 4 ( AF  4 O 4 BE), 
ô = 2llE-  {(IIF4CE). 

«:r.  E--4(;F, 

II.  2 
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Stii  I.INTEÜKATION 


"Il  Hiini 

4_  ___  __ 

i/j'  ^ * 4-  P r •/  )■’  + ô.»"  -+.  ej-*  = rf>  v * 4-  + / j’4-  3j4  + tir*, 

ri  |i!ir  (’imsr<|iirnt 

</j'  dy 

^ a 4-  4-  ■/ JT‘  4-  ôx*  -fi  £X‘  y *"•■?.>'  + '/?  ’ ’ ^X' 

i]iii  rst  réqualioii  diirémitirlle  proposer.  Or,  romme  les  coeHieienls 
iloniiés  a,  y,  5,  £ ne  sont  qu’au  nombre  de  eini|,  et  que  les  eoenieienls 
iiidélerininés  A,  H,  C,  D,  E,  F sont  au  nombre  de  six,  il  est  flair  qu’il  eu 
re.stera  toujours  un  d’indclerminé  qui  tiendra  lieu  de  la  constante  arbi- 
traire ()ui  doit  se  trouver  dans  l’intégrale. 

tielte  intégration  est  d’autant  plus  rcmar(|uable  qu'elle  n'est  ilue  (ju’à 
une  espèce  de  hasard  heureux,  et  (|u’il  ne  serait  pas  même  possible  d’v 
arriver  par  les  méthodes  eonnucs  des  tîéomètres  jusqu’à  présent  (twc: 
dans  les  tomes  VI  et  ^’1I  des  Xom'eaua'  Commentaires  de  Pelersboiirf;  plu- 
sieurs excellents  Mémoires  de  M.  Euler  sur  ce  sujet).  J’ai  donc  cru  qui- 
ce  serait  un  travail  avantageux  aux  progrès  de  l’Analyse  i|ue  de  ebereber 
une  méthode  directe  pour  intégrer  les  équations  de  cette  espèce,  et  voici 
celle  que  j'ai  trouvée.  Elle  est  fondée  sur  le  principe  suivant. 

7.  Quand  on  a une  équation  diirérentielle  du  premier  degré  dont  on 
ne  peut  trouver  l’intégrale,  il  faut  la  dilférenticr  et  examiner  si,  en  com- 
binant cette  nouvelle  é(|uatiun  avec  la  proposée,  on  pourrait  trouver 
une  é(|uation  intégrale  du  premier  degré  autre  que  réi|uatioii  pro- 
po.see;  car  alors,  en  chassant  par  le  moyen  de  ces  deux  équations  les 
premières  diHérences,  on  aura  une  équation  algébri(|ue  <|ui  sera  l’inte- 
gra le  cherchée. 

Si  l’intégration  ne  réussit  pas  de  cette  manière,  il  faut  passer  à la  dif- 
férentielle du  troisième  degré,  et  chercher  si  l’on  pourrait  ainsi  parvenir 
à une  nouvelle  é(|uation  du  second  degré;  en  ce  cas  il  n'y  aurait  plus 
(|u’à  éliminer  les  diHérences  secondes  et  troisièmes  par  le  moyen  de 
l’équation  proposée  et  de  sa  ililférentielle.  Et  ainsi  de  suite. 
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i»E  guELyiiES  ÉyuvnoNs  i)iEEÉni;.NTiEi.i,i;s.  ii 

s.  Ola  posé,  je  vais  euiiiiiiencer  par  eherclier  l'inléKeale  il*'  l’éipia- 
lion  fCj  (lii  n"  5 ; pour  cela  je  fais 

(/x 


,li  — 


■ ^ a ^x -t- yx’ 

en  sorte  ()ue  l’on  ait  les  deux  équations  suivantes  : 


(It  = 


</)• 


y ie  -f-  y 

Je  multiplie  ces  deux  équations  en  croix,  et  je  les  cpiarre  |>our  les 
délivrer  ilu  sipiie  radical,  ce  qui  me  donne  ces  deux-ei  ; 

»/x’  , 

- a |3x  a-  yx'. 

(/)■' 

^7.  = “ + y.'  ■ 

Je  differeiitie  inaiiitenaiit  ees  équations  en  prenant  <lt  pour  constanle, 
et  divisant  la  preniiêre  par  da;,  et  la  seconde  par  dv;  j'aurai 

d-x  „ 

»777r=?  + »M- 
(/'  r . 

Or,  eu  ajoutant  ces  deux  équations  enseinhie,  et  faisant  ,r  -h y ■=  ft, 
on  aura  ré(|uation 

</'« 

la(pielle  étant  multipliée  \)ur  dp,  et  ensuite  intégrée,  donne 

% = /> P -X  tp\ 

k étant  la  constante  arlntraire;  d’où  l’on  tire 

'h  ~ k^^fF^Tp'- 
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SL  R L'INTÉGU  VnON 


Mills 


<!p  dx  dr 

di  ~ ï/i 


= V'a  •*-?x  + yx’  + y'«  -f-  'fijr  4-  y,|-’. 


iloiir  un  auni  fiitiii 


V a -4-  |3x  -I-  yx=  + y a -t-  4 y y'  = yl‘  4-  a|î{x  - 

!t.  Si,  au  lieu  d’ajouler  les  deux  équalions  dillérentio-diirérenlielles. 
nu  avait  l•elI■an(■llé  l’une  de  l'autre,  on  aurait  eu,  en  faisant  ,r  — y = ijr, 
eelle-ei  : 

d’q 


cjui,  étant  multi|diée  par  dq  et  intégrée  ensuite,  donne 


et  par  eonsé()uent 


Doue,  puisi|iu‘  q = X ~ y,  on  aura 


= ya  + ftx-ryx’—  y a + |3r-l-  y »•’; 


de  sorte  que  l’équation  intégrale  sera 

y,a+'px~^yx’  — y'a4-j3y4-y.)‘’=  y 11  4-  ^(x  — _y)'. 

Il  étant  la  eonstante  arbitraire. 

10.  I.es  intégrales  que  nous  venons  de  trouver  ne  dilfèrent  point, 
ijuant  au  fond,  de  relie  du  n“  5,  eoinine  il  est  faeile  de  s’en  assurer  par 
le  ealeiil  ; niais  on  peut  en  trouver  enrore  d'autres  plus  simples,  en  don- 
nant seulement  un  peu  plus  de  généralité  à notre  métiiode. 

Bn  effet,  si,  au  lieu  de  supposer  dt  = , on  suppose 

y a -I-  (5x  -I-  yx’ 

dt  _ dx 

T y'a -t- 3x yx’ 
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T t'Ianl  uni'  (ütU'lion  quelconque  île  a; et/,  on  iiiira  ces  deux  équalioiis-ei  : 


dt </jT 

dt  _ dr 

T v'a  + ^.r  + y,»-’’ 


d'où  l’on  tire,  en  mullipliunt  en  croix  el  quarranl. 


T’dx* 

dt’ 


= X + + yx'. 


T'dr' 

dn 


= a + + y/>. 


de  sorte  qu’en  dilTérenlianl,  et  rejjardant  dt  comme  constante,  on  aiini 

xT dTdx xT’ d'x  . 

-JT =p  + *yx, 

i'I' dTdy _ 

-jli -={3  + a/.r. 


équations  qui,  étant  ajoutées  ensemble,  en  supposant 


X-h)=ll. 

donnent  celle-i'i  : 

TrfTrfo-t-T'd’p  „ 

= ^ + 

Or,  soit 

x-y=q, 

et  supposons  T une  tbnetion  de p et  q,  en  sorte  que  l’un  ait 
i/T  = M(//i  + Ni/v, 

on  aura 

dl  dp yidp’  N dp  dq 

di’  ~~  'Iv  dt’  ' 

mais 

dpdq dx’  — dr'  a -t-  pa:  -4-  yx'  x + 3/  -t-  y y’  -f-  ypq 

dp  ~ dp  ~ P P ~ ‘ P ' 
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iliiiK',  .subslituuul  ci-.s  Vilifurs  dans  ré(|ualiijii  ci-dfssus,  (die  deviendra, 
apres  l'avoir  inullipru'e  par  T, 


Pi (/'!>)  ,,  , 


Or,  piiis(|ii(>  la  valeur  de  T est  iiidelerininêe,  ou  peut  la  supposer  telle  (pie 


T — ^ y = •>  ; 


c’est-à-dire. 


à cause  i)Ue  N = 


tfX 

dq' 


L '(î  = i 

T dq  ~ q 


ce  ()ui  donne,  en  ninitipliant  par  dq  et  inli-grant, 

Pelant  une  l'onction  quelconque  de  p sans  ÿ.  Ainsi  on  aura,  en  suppo- 
sant dV  — P'  dp. 

M = P'7,  N = P, 

et  ^('•quatiun  diirt-renlielle  deviendra 

ViV'qdp-  + Td‘p) 
dt> 


c’est-à-dire,  en  mettant  Vq  au  lieu  de  T,  dV  au  lieu  de  V dp,  et  divisant 
ensuite  |>ar  ^T’, 


d P dp  + Vd'p  1 P dp) 

de  sorte  qu’on  aura,  en  prenant  une  constante  arbitraire  i|uelconque  G 


d’où,  en  mettant  au  lieu  de 


l'dp 

nr 


= G; 


dp  dx  dy 

dl  ~ dt^ 
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DE  QÜEEQÜES  EQUATIONS  DIKFERENTIELI.ES.  15 


sa  val«iii- 


cl  l'aisanl  attention  <|uc  T = = P(x— on  aura  l'cquatioi)  linalc 

y'a  -4-  P Jr  -t-  yx’  -I-  V a + ^ V y.r|  _ 

X — X 

liVsl  là.  ce  me  senil)le,  la  rorme  la  plus  simple  à hniuelle  on  puisse 
réduirj'  l’inléfîrale  de  l'équation  proposée  (('). 

11.  Puisque  la  dillérenee  des  deux  (|uaiUités  qui  sont  sous  le  sijiiie 
est  P (x  —y)  + yfx’  — il  est  clair  qu’on  aura 

V * -e  |3x  -O  •/  X’  + ^'a  + P.r  + y r’ 

Doue,  mettant  au  lieu  tlu  dénominateur  du  second  memlire  sa  valeur 
0 (x  —y),  et  divisant  ensuite  le  haut  et  le  bas  de  la  fraelion  par  x — y. 


4 S -t-  |îxV  yx>  — V a + -4-  y^-  ^ ?-±J!lpbL>, 

équation  qui.  étant  combinée  avec  la  précédente,  donnera  celle-ci  : 


?-h(y-i-tJ’lx-4-(y  — G’)y 

^a-4-3x-4- yx’=  - . — 


la()uelle  étant  multipliée  par  aG,  et  ensuite  (juarrée,  devieniira 
;3’—  4*0’  -e  a?(y  — 0’)(x  -t-  y)  -4-  *(•/’  — 0‘)xy  -4-  (y  — IP)*(x’  4 — <>. 


12.  I.a  méthode  que  nous  venons  d’employer  dans  le  n“  10  peut  s’ap- 
prnpier  avec  le  même  succès  à intég«-r  l’équation  dont  nous  avons  parlé 
plus  haut  (ir  6). 

Soit  donc 

lit  (Ix 

1 y'a  -4-  3x  4-  yx’  -(-  5x*  £X* 
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lU 

i-M  sdi'lr  ijui'  l’un  ait  aussi 

dt  _ dy 

T v'a  ^ r H-  •/  .)■’  + oy’  -t-  £.*■' 

ut  rus  deux  ùqtialiuiis,  ùlaiit  tntilûcs  comini*  cullus  ilu  n”  10,  deviuinliunl 
<ral)uril 

2 T</  T</.r 7p(/’x  , n 2 / , 

— = P -f- a/x 3ox‘ -t- 4£x’, 

aT(/T(/i- V O 1-2/2 

^ = P -1-  2y,r  ^ 3o  V’  + 4£.>  ’. 

J’ajoute  enseml)ie  ces  deux  dernières  équations,  et  je  fais  eonime  ci- 
dessus 

X— f/T  = M rf/) -h  N <y#y, 

j'»iirai.  t*n  divisam  par  a, 

TM  rf»’ -f~  TN  - 3^,  t Êy  J X 

- ^ -•-  •//'+  J (;»■  + r) 

et  mettant  au  lieu  de  sa  valeur 
nr 


dx’’  — dy’  a -I-  px  -t-  yx’  - 

TÎF^  ~ 


a -t-  p.v -t-  y.r*  -I-  ô,l  * -t-  £ r‘ 
■ ^ 


Pi-*- y PI  -*■  ->-  PI  ) 

- _ ^ 

on  aura,  après  avoir  multiplié  par  T et  ordonné  les  termes 
Soit  fait,  comme  dans  le  n“  10, 

T — N ^ = O, 


«*l  par  consV^quent 


T = P9.  \ = I>,  M = 

^ f/p 
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oii  «lira 

-J}.- 

DU  liieii,  en  divisant  |iar  \'q‘, 

Vdydfi  4-  d * 

ilr  ’ “ â 

Ottc  éqiialioii  élanl  inullipliée  par  2rip  ilevieiit  iiitéfîrahle.  et  l’inlé(;rali’ 
sera 

= G-  -H  + tp-. 


(!  étant  la  ronstanle  arbitraire;  de  sorte  qu'on  aura,  en  tirant  la  raeine 
qnarrée, 

Prfo  

=vG'  + o/;  + (ye: 

■nais 


dp dx  -+-  dy y’a  -+-  yx'  tJjr*  -f-  ex*  y a ^r-4-y  r**4-  6 c 

.// m T * - -y—--  - 

doue,  substituant  eette  valeur  et  mettant  à la  place  de  p,  x-f- y,  et  à la 
place  de  T,  Py,  ou  bien  P(x— on  aura,  après  avoir  multiplié  par 

IV  a jj  j:  -é  / J’  4-  ôx*  4-  £X‘  4-  V a 4-  4-  y )••  4-  ô y’  4-  c_r* 

= (x  — r)  V 0 (-*•  4- r ) 4-  e(x  4-  )•)' 


pour  l’intégrale  cherchée  de  l'équation 
(E) 


f/a  _ dy 

V a 4-  ^x  4-  yx'4-  ÔX"4-£X*  v*4-  jî  )■  4-  O,)*  4-  £ y* 


13.  Si  l’équation  à intégrer  était 


(E) 


d.r 


dy 


ya  4-  jix  4-  -/x-  4.  ôa4  4-  ex*  \ » 4-  jj  y 4-  y y 4-  ô,y*  4-  £_»•* 


il  n’y  aurait  qu’a  ebanger  le  signe  du  st-cond  radical  de  l’éi|uation  (D  , 

II.  3 
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PI  l’on  !uii-«il 


^ a -t-  3x  + y j:’  + 5x’  4-  ex*  — v * '/)  ' ■*"  ’ ■*"  ' ’ * 

= (x  — >•)  y(l’  4-  i(x  4-  _)■)  -(-  C(X  4-  (-y. 

I i.  La  Hitférence  riet  lieiix  quuntilé.s  qui  sont  sous  lo  signe  étant 

?(X-  *•)  4- y (x’-.v’) 4Î  £{x* 


on  aura  par  réqiintioii  (D) 

yx  4-j3x4-yx’4-ôx’4-ex‘  — + 4-  y_r*  4-  ô_v*  4-  e 

_ 3(x  — ,v)  4-y(x»— r*)4-il(x*  — ,»-»)4-e(x*  — .r*) 

(X  — ^)  y ti’  4-i(x  4-  _r  ) 4-  e(x  + _>•) 

3 4-  y(x  4-  >■)  4-  ^(X’4-  XV  4-  >•’)  4-  e(x*4-  X',)'  4-  XE  ’ .V*) . 

yii'  4-  5(x  4-_V)  4-  e(x  4-  V)’ 


(lono,  rombinant  retti*  équation  avec  celle  que  nous  venons  de  citer,  ou 
aura  , 


y at  4-  3x  4-  yx’  4-  ix‘  4-  EX* 


(x  — ,v)y(j’  4-  6(x  4-  )•)  4-  e(x  4-  V)- 


3 4-  y(x  4-  r)  4-  3’{x‘  4-XV4-  .V’)  4-  e(x>  4-  x\r  4-  X>  * 4-  >4| 

* yO*  + a (x“+J-)  +7(X  -é  T*]* 

3 4-  y(x  4-.V)  4-  (j  (x  — v)  4-  a(2X’  4-  X>')  4-  ïe(x’  4-  x'^) 

1 ytj'4-  Ô(x  4-_V)  4-  £(X  4-.)’)' 


H’oii,  en  multipliant  en  croix  et  quarrant  les  deux  nicmhrcs  de  cette 
équation,  il  viendra 

3’—  4“<‘  -I- (’?7  -I* 4»^  — ■■*3^H'*' ■!■.>■)  I/’—  4*0(x  4-  v)' 

4-  (t’(x  — .v)’  — *3^X1  — ly  tl(x’  4-  X') 

4-  (ayô  — 43' — ''a(i)(x  4-.V)-»;V  4-  (à*  — 4‘0  ) x'/’ .-x.  n. 

nu  bien 


3=  — 4“ti  4-(a37  4-4x’  — •>') 

4-  (y*  — 4aî  — ’/(•  4-  ü’)(x'4-_r’)  4-  a (y’  — 4*'  —3^  — 

4-  a(yà  — a.3s  — àli)(x  4- j')x^-  4-  (6’—  4tl»)x’,»'’  ^ o; 
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i‘l  c«‘Ui*  <-qu:ilion  sera  épaleinent  l’inlêgralp  de  l'équatioii  ilîy  el  de 
rê(|uati(in  (F)  (n‘“  12  el  13^;  ee  (|ui  s’aeforde  avec  ee  (|u’oii  a déimmiiv 
dans  le  n"  6. 

15.  ilon.sidêroiis  inainleiiant  en  général  ré(|uatiüii 
dx  dy 

Tx  ~ s V’ 

X etanl  une  funetion  (jueleom|ue  de  x,  el  Y une  luneliiin  (|in‘leuiH|ue 
de  y.  On  aura  d’abord  les  deux  éqnalions 


d’où  l'on  lire 


dt 

dx 

dt 

T “ 

II 

f-, 

Tdx' 

Tdy' 

~~do 

= \, 

do 

el  dillérentlant,  en  taisant  d\  = X'rfx,  d\  = V'rfv, 
aTrfT  dx  + aT’rf’x 


- 

iTt/Td)-  + ïT'rf’y 

dv 


• = V, 


= Y'. 


Soil 


x + y = p,  x — y=q,  dH  ^Wdp  \ dq, 
on  aura,  en  ajoulant  les  deux  équations  préeédentes  ensemble. 


Or 


2 T ( M dp'  -y-  N dp  dq  ) -t-  aT'  d'p  _ 

dt* 

dp  dq  — dx'~  dr'  = ^ ^ ^ ; 


donc,  substituant  relie  valeur,  un  aura 

2T( M <//>■+ ^ aMX  — V) 
do  -X-*-» 

Maintenant,  puisque  x -yy  = p,  x — y=?.  on  aura 
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suit  L’INTECUATION 


(le  sorti'  qii'i'M  ne  (-onsidiTaiil  que  hi  variiiliiDU'  de  (j  oii  aiini 


</X  f/X 
dx  ~ dq  ' 


de  |>lus  oii  a 


Y'=: 


</V  __  d\ 
~3x  ~ * dq  ' 


X = 


</T 

Hq' 


dune,  taisant  ces  siilistitutions  dans  l’équatiuii  |)i'eeedeiite,  elle  se  réduira 
à relie  l'orme 


Or,  |iuur  qu’on  puisse  tirer  de  ecite  é(|uation  la  valeur  de  il  Caul 
l'aire  en  sorte  qu’elle  ne  eunlieniie  que  les  seules  variables  />  et  i/x  e’esi 
ee  qu’on  ne  saurait  obtenir,  ce  me  semble,  qu’en  faisant  : 

i"  T = PQ,  P étant  une  fonetion  quelconque  de  p et  Q une  l'onction 
quelconque  de  q,  pour  avoir,  en  divisant  par  Q*. 


a'*  Il  faudra  que  l’on  ail 


g dq 


fond.  /). 


Supposons  donc  i|ue  ^{p]  repré.seiile  une  fonction  quelconque  de//, 
on  aura 


(*)  t>  sont  tes  dérivées  partielles  des  fonctions  el  — par  raptwrt  à //  el  >/ 

ivs]M‘Ctivement.  qui  figurent  dans  cette  étpiation  ; il  fatil  stiptsisi'r  que  ^ soit  exprimée  en 
ronclion  iti'  la  seule  variabti'//.  (;Vn/e  //e  r^iiilrur.) 
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f 

donc,  multipliant  par  et  intcgraiU*  en  regardant  p comme  constant, 
on  aura 

yQrfï  + + (/>). 

!}i  ip}  df'iiiitaiil  une  autre  function  (|uelcuii(|ue  de  p:  doue  on  aura 
X - Y = Q 0 -t-  >{/(/»)  j- 

Si  eette  eunditinn  a lieu,  alors  on  aura 


done,  en  multipliant  par  dp  et  intégrant, 

(^1^)  + ® r 9ip)dp< 

<■  étant  une  constante  quelconque;  d’où  l’on  tire 

^ = ftp)dp-, 

mais 

dp dx  -t-  dr v'X  + V V v‘X  "*•  V 

dt  ~ ~dt  ''  ~ 1'  ■ “ HQ  ~ ’ 

donc,  substituant  celte  valeur,  un  aura 


yX  -t-  V V = Q y/G"+  * 

c’est  l’intégrale  de  l'équation  proposée  ^ ~ 

16.  Voyons  à présent  quelle  doit  être  la  nature  des  ipianlités  .X  et  V 
pour  que  l'équation  de  condition 

X — Y=  Q |iy(p)  ^Q</fl +•  + (;,)  I 
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ail  lieu,  Pt  siippoîsons  d'alionl  <|ue  ces  quantités  soient  de  la  forme  sui- 
vante ; 

X = a - Jia  -e  yx’  -4-  âx*  ex*  Jx*  -t-  nx*  , 

V -a  a -I-  3_r  ■+■  y.»  ’ -H  i.)"*-»-  ï S'*-!-  Si  r*  -t-. . 

eu  sorte  (]iie  l’on  ait 

\ — V = 3{x  — _r)-L  — .»■’)  a-  i(x  — j (x‘  - 

-t- î ( X > — .y  ) -t- >s  ( X»  - >- ) -I- . . . ; 

en  faisant  x -i  y — p,  .v—y=q,  c’est-à-dire 

P -i-q  P~  g 

x = f-  V,  v = !— - 


\ — V = 37  -H  ypq  y{3p‘-t-<p)q  + s(4/»’ 4/"?’) '/ 

•|  ^ 

Si  T 

-^^I5p'  -t-  lo/rq'  q‘}q  -+■  (•’/'*  + top' g'  ('pg')g 

l't  eoinme  cette  quantité  doit  être  égale,  ou  plutôt  identique  avec  la 
quantité  Q |^?  4- <f  ('/»)|>  dans  laquelle  Q est  une  fonction 

lie  q seulement,  il  est  visible  qu’il  faut  : 
i“  Que  l’on  ait  Q = q,  ee  qui  donne 

f ^>ig-‘-g‘< 

a"  Que  l’on  ait 

3ip'  4*/'’  5;p‘  ùr.p'  , , , 


c’est-à-dire 


Pt  par  conséquent 


ç = O,  « = O,  . . 


. , , - 3ip’  ^tp'  i 

<(;(p)  = ^-4-y/)-4-  2-^,  <f{p)—  - + ip- 
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Donc 


■5  l''i{l>)(il>  = Sp  4-  tp‘ 


lie  sorft'  qm*  l'inlégrale  do  roqualion  sora  dans  oo  oas 
V X 4-  V V = ^ V**’  + ^P‘- 


lyost  lo  cas  que  nous  avons  dojà  oxainiiio  (n“  12). 

An  rcslo  on  voit  par  là  qiio  les  qnunlités  X et  V no  sauraient  ounlonir 
d’aulres  piii.ssanoos  do  x et  do  y que  celles  ijui  ne  passent  point  le  (|ua- 
Irionio  dejçro. 


17.  Snppo.sdiis  inainlenant  en  {général 

\ - *l>  ( s 4-  ),  ^ = 'F  ( ■>.)•  ), 

i-n  sorte  que  l'on  ait 

\ = + </).  \=>r(p  — </), 

et  l’oquatioii  de  condition  sera 

■l>(p  + 7)  — — ())  = Q [ ç(/<)|  Q</'/  *-  |/(//)  j: 

soient  dillerontiês  les  doux  momitros  de  cette  équation  deux  Ibis  do  suita- 
on  t'aisanl  varier  />  senleiuonl,  on  aura 

'!’■  (/<  + 7)  - ‘l  - ÿ) - O I •/(/»)  +"(/')  |; 


soient  eiisuiti'  diirorontiés  les  deux  meinlnvs  doux  fois,  on  taisant 
varier  q .seulement,  nous  aurons 


donc 


<t>  (p^  7) 


'l'tp 


'/)  = ?(/') 


titf* 


-*-■}' (y<) 


</‘Q 
tltp  ' 


ÜYP  + ü X ?"(/-)=  + (/') 4-  — ^Ap). 

tà'tto  équation  devant  être  identique,  je  supposerai  il'abord 


</jQ 

ilq' 


= — m'Q, 
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m 1‘lMiil  iifi  coHlirient  l'iinstant  (|U6i(:oiiqui'.  il'où  l'un  h,  i'Ii  iiil(’'^raiit, 

Q = Asin(ni7  -i-  a), 


A fl  a ftaiil  aussi  des  cunstanifs  (|Uf IfoiHjiics,  ft  par  fonsf(|Ufiit,  fii 
inifpraiil  df  iiuuvfaii. 


fl 


Jy./v  = 
Q f ürfv  = 


— — eus  [mq  a ) 

— — sitia(»K/  -fa); 

■jtm 


df  scirlf  (|iif  rfiiiialiiiii  prcffdfntf  ilfvifiidra 
\ sin(/ii7  -f  a)[;|(''(/))  -f  ^ — niut(mq  f-  a) )-f  4 


laquflle  dfvant  ètrf  vraie,  indfpendammfiil  d'aufmif  équation  fiilrf  q 
et  p.  il  faudra  que  l'on  ait 

-f  m’4,(p)  = o,  9"(/<)  c,(/>)  = o; 

ff  qui  donne,  en  prenant  des  eonslantes  queleon(|ues  B,  Çi  et  <i,  ■/, 

4<(/>)  = Ilsin(mp  f ;î).' 
çi(p)=:Csin(m/) -f  •/;. 

Sulisliluant  doiii’  toutes  ces  valeurs  dans  l'équation  de  eoudiliou  trouvée 
fi-dessus,  on  aura 

+ </)—  ‘F(p-  V) 

\B  s\n{mp  sinfmt/  -♦  a)—  sin:^ ( m//  -4-  */ )siii7  \m(f  x) 

^ jcos(m(p  9)  + 3 a]  — eos[ m(/i  — f/)-f  — a]J 

^ îfos*  ['”(/’  -e  V)-*-  ? — fosa  [m(/»  — 7) -f  •/  — a]{. 

Donc,  faisant  pour  plus  de  simplicité  — ^ = h,  —c,  et  prenant 
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iiiH'  coiislantK  (|uelconqui'  a,  on  aura 

~ a 1)  cos[m(/J  + 7)  -I-  (3  + a]  + ccosa  [m(/<  + y ) -t-  >'  -t-  3t]i 

— ÿ)  — n i AfOs[m(/<  — g) -t- 13— a] -t- ccosa[m(;;  — 9)  4- y — a]: 

iloiic,  en  nu-tlanl  ax  à la  place  de  p + <],  a_v  à la  place  de  p — g.  e(  n à 
la  plai'cde  on  aura 

\ : - U 4 ticosinx  -4-  ^ 4-  a)  -+  ccosa (»a  4-  y 4-  a), 

V 4 II  -4  /)  ros(n>-  4-  P — a)  4-  c cosa  ( nr  4-  y — a). 

lie  smil.  ce  me  semble,  les  valeui's  les  plus  générales  que  l'on  puisse 

doniiei'  aus  quantités  X et  \ pour  (lue  l'équation  ^ soit  inle- 

\A  V» 

gcalde  par  notre  méthode;  et  l'intégrale  sera 

yX  4-  y/\  =.  Asin(mg  4-  a)y^G’  — ^ cosa(m/>  4- y), 

OU  bien,  en  mettant  ~ au  lieu  de  — t et  faisant  G’  = v.i 
A’  m A* 


\ X 4-  y V ==  sin  ^ 4-  * I yB’—  accos|o(x  4-  r)  4-  ay). 

18.  Soit  fait 

cosna  4-  sin/u;  g— 1 = ti, 
cosny  sin /ir  i = 


el  (if 


I -h  1/^  . I / — 

ros«x  zz siiinx  = J—  I » 

Titt  2 M 

I -t-  «*  . I — «*  ’ — 

rus2n-r  = —y  sinartx  = v * 

2 U-  2 ’ 


I i'’  I — r*  , 

ros«r= y sin/i)*= ♦ 

2V  • 2V  ^ 


I »•* 
?<** 
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on  »ura  do  plus 


ros«(x 


I «4*  O* 


Kniiii  on  Hiira 


sin/ilx  r)= V 

«(x  — r)  i'-f-tt 

^ 2y0/i 

. nfx  — r)  — 

sm  — I . 

^ 2 y 


, , //t' 

</X  = ■'  M>*  “ 


/!«  y — I 


m*  y' — 1 


Supposons  outre  rehi 

rosO  4- *)  = A,  cosï(y  + a)=B, 
rosO — *)=zE,  cosî.(y  — 3t)=  F. 


on  aura 


ilniir 


rosaa  = AE  + y i — A'^i  — E’, 
ros  4 a = BF  + y i — B’  y’  i — F*: 


(ü)  14  BF  4 v/7^  B’y^I-  F>=af  \E  4-  yl  — À’y  l - E’j. 

Knsuitp,  en  faisant,  pour  abréger. 


AE4-y(i-  A’)(1-  E’)  = M. 


on  aura 


cos  a/ 


BF-  y(i-  B>)(i-  F’)  = N. 

+ M /7-M 

, sina  = \/ , 

a \ 7. 

. /T+N  . /i^ 

= V--’  Moay^y/---; 


osa  = 


doiic,  en  faisant  toutes  ces  sulistitutions  dans  les  foriiiiiles  iln  nninéro 
précédent,  on  aura  d'abord 


X— 04-A 


V(l  4-U‘)  — yA’— l(l  — U')  ^ B(l  4-  11')  — I (l  — a‘) 

7 U ai/’ 


^ , 4_  fc  ' + e’  ) ~ V ~ I ! 1 — ^ ^ F ( 1 4-  le  ) — y F'  — I ( 1 — ic  ) 

ae  ae’ 
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ou  hioil, 

\ = : cl  V =:  — f 

cil  sii|i|msaiil  pour  plus  de  siinplicitc 

Il  = f(B  - vB’^)  -t-  />  (a  - v'V^'T)  « 

-t-  »««’  4-  f A -f-  y A’  — 1 ) «'  -I-  r ( B + V B-  — I ) 14', 

V = r f F — y’ F’  — I ) -I-  M E — y'E-’  — I j c 

-I-  »ac'  A E 4-  y E'  — I ) C*  4-  C ( F -C  y F’  — I ) C*  ; 


lie  sorte  ijiic  ré(|iialioii 
ilcviciiilra 

ilont  rinlcgrale  sera 


dx </)■ 

y"\  “ y\ 


di4  </c 


— (*’  ~1~  "U  ' ~ M 4-  ( c — O ) y — I — ^ 

2 y CM 

^ ( I 4-  M'  C’  ) y I 4-  N J — ( I — II’  C’  ) ylN  — I 

lie  y 2 

Il  est  clair  que  l'équation  ^ est  un  peu  plus  fjénérale  que 

l'équation  (E)  que  nous  avons  appris  k intégrer  dans  le  n"  12:  car  dans 
cette  dernière  équation  il  n'y  a que  cinq  coellicients  indéterminés,  au 
lieu  que  dans  celle  dont  il  s'agit  il  y en  a six;  je  dis  six,  quoique  les 
quantités  a,  h,  c.  A,  B,  E,  F soient  au  nonihre  de  sept;  car  nous  avons 
vu  ci-dessus  qu'il  doit  y avoir  entre  les  quatre  dernières  de  ces  ijuantités 
un  rapport  exprimé  par  l'équation  (tî). 

19.  Pour  généraliser,  s'il  est  possilde,  la  niéthmle  que  je  viens  d'expli- 
(|uer,  je  reprends  les  é<|uatiuns 

fit dx  fil  dy 

T-y7^’ 

4- 


Digitized  by  Google 


</3  *•  1 

1 '' 

I </T\ 

\dx‘ 

1 r/T 

fl  X 1 

Ux 

T dx  ) 

T dy 

1 </Ti 

dy' 

1 </T 

d'y  = 1 

1*Ÿ 

T dy) 

f di  ' 

i8  SUU  f.'INTÉGHATlON 

<‘t  jVii  pri'iids  les  (lin'érentielles  logaritliiniqueg,  en  ri‘g:inl:uil  toujours  dt 
comme  constante;  j'ai 

d' r Y'  , 1 dj  J 1 (/T  , 

(/>•  a V • I rfx  I dy  ■ 

donc 


(/x  (/»• 

» a 1 I «r/  ' I ax 

X V 

ou  liien,  en  mettant  au  lieu  de  d.r^ , et  au  lieu  de  r/y’. 

dIofîT  , , 

rt*j:î=r-  — , — a/-  — ■ — axtiy\ 

3 £jx  a>* 

■'  Ti  dy  dx  ■’ 

Soit  inaintenaut  Z une  fonction  quelcom|iie  de  x et  de_y,  et  supposons 
d7,  — \'  dx  ■+■  y dy, 

on  aura,  en  difTérenliant  de  nouveau, 

d'Z  = P(/'x  0(/’>-  -e  —f/x'  -e  a ^ dxdy  ■+■  dy’: 

dx  dy  ' dy  ' 

donc,  substituant  au  lieu  de  d-x,  d'  y,  dx'  et  dy'  lelirs  valeurs,  on  aura 


1,,  r<  V </y  I 

= Là  ^ Tï  dîj  ^ Là  ^ 15^  ■"  T-  ,7/ J 

+ W_QdlogT 

1 dy  dy 


dt‘ 


Donc,  si  l'on  suppose 


(H) 


dV 

'dy 


I '{i?Ç2 

dy 


— \ilxdy. 


, d losT 
dx 
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DE  QUELQUES  ÉQU  ATIONS  DI  EKElt  ENTI ELLE:^ 

" "'lv 

<0 


ÀU 


V dT jf- ^ V :i7  ■ • 


r/»Z 


lii<|U)>lle,  i-Unl  multipliée  par  2fiZ  et  ensuite  iutépree.  iloiinera 

{ÿy^c.’^2j\rw 


et  par  eonséijueut 


:g  = y'(;=  + ,j9(Z),/Z; 


luais 


iloiie  eu  faisant 


J/.  _ l'i/x-hQi/y  _ l'v  X -vgv  V 
j/T"  <//  T ' 


J\  17.)  <17. 

I’inté«rale  de  réijuation  sera 

vV  v'’ 

P V X + Q V Y = T y/ tv  + î |’<I>Z, 
tl’  étant  la  ruustante  arltitraiiv. 


20.  Toute  la  dillirulté  si‘  réduit  doue  à déterminer  les  i|uaulilés  T 
et  Z,  en  sorte  que  les  équations  (H)  et  (I)  aient  lieu. 

Si  l'on  fait  lo^T  = «,  l’équation  (H^  deviendra 


d'oii  l'on  tire 


de  sorte  qu'on  aura 


du  dp 

^ dy' 


du ">  </P  y <tu 

5T~  P P 3î’ 


, du  , du  J 2 dV  , I . 

du=^dx  -y.  ^.dy=j<  ^.dr-^  [d-- 


y«/v\  '/« 

V~) 
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Siiil  R If  fiii'tfur  par  lequel  il  faudrait  iiiulliplier  la  diirereiilie Ile 
P//.I-  — yrfv  pour  la  rendre  intégrable,  en  sorte  (|ue  l'on  ail 


et  r.) 


H ( P rfjr  — Q fifv)  = i/j, 
tlu 


, a </P  , 


RP  dx 


dz  ; 


dinie,  regardant  u euinine  une  funetion  de  jet  et  sapposaiit  z eonslanl. 

on  aura 


et  par  eonséquent 


, a. /P, 


en  prenant  l'intégrale  -^</v  dans  la  supposition  de  r eonslanie; 
<li>nr,  puisijut*  U =:  logT,  si  l’on  lait  aussi 


+ (z)=lügH  (cj, 

on  aura 

fl  ï/»' 

3 I — -t*-  th 

T = H (î)e  J \ 

M (z)  dénotant  une  funetion  queleunque  de  z. 

Ayant  ainsi  déterminé  la  quantité  T,  il  ne  restera  plus  qu’à  satisfaire 
à ré(|iiatiun  (I)  qui  peut  se  réduire  à eette  forme  plus  simple  : 


(Kj 


= î O ( Z 1. 


21.  Supposons  que  P suit  une  fonetiun  de  x seul,  el  Q une  foiirtion 
de  V seul,  en  sorte  <|ue  l'on  ail 

y.—  l’vdx-r-  I Qdr  el  * — /”  l'dx—  Ç 

el  l'on  aura  d'abord,  à eause  de  ^ = <>. 

dr 

T = 4 ^ f P</x-  I yrfv)  ; 
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ÜE  QUELQUES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES.  ;ll 
iMisuite  IVquation  (K)  t'iant  multipliée  par  PtLr.  et  ensuite  iiilé}{rée  en 
regarilanl  y eoinine  eon.stante,  ilonnera,  à cause  tie  P^ir  = f/Z. 

- lit, 


^;v  _ Q^  ,n 

dy  T'  dr  * T*  dy  ' 


(lune  on  aura 


•p  V . I </Q*V  rio/^r  </T  , I 

^ Q = g dr  j -Tr-^^\lv  dj-  = Q 


«le  sorte  «]ue  rétpiation  pri'-eédente  «leviemira 


dr 


^ =a>I>(Z)  + ||(v). 


lai|uelle  étant  multipliée  par  Qrfv,  et  intégrée  tlereelief  en  ri'ganlanl  x 
eoinme  constante,  donnera,  à cause  de  rfZ  = Qf/v. 

I"\ JH^  +g’Y  ^’-|^  = 2j<F(Z)f/Z  + r(a:)  + A|r). 

F (j-J  et  A iy)  étant  des  ronetions  quelconques  de  x et  «le  y. 

Or,  puisqn«‘  T='f(  j" Pfir— J Qf/y^  , si  l’on  supp«isi'  «-Il  général 

on  Himi 
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3-2  SUR  L INTÉGRATION 

iloiic  on  »iiia  eiitin  pour  l’équalion  du  condilion 

(I.)  (1*  \-0  V)2(  1" Vdx- l'Qdy^=^^J r(j-)-i-â(r). 

Qiioi(|iiu  « ullc  équation  ne  suit  qu’un  ras  particulier  de  l’équation  (K), 
elle  est  eependaiit  en  quelque  sorte  plus  générale  que  celle  que  nous 
avons  trouvée  pur  la  méthode  du  u°  15. 

■22.  Si  l’on  lait,  eumme  dans  le  n“  16. 

\ - X -y  X-  yx-  -t-  hx’  X-  tx‘  ■+■  ï.r'  -t-  Jix"  -e  6x-  -t-  )..r* 

V :r  X jî.r ■+■  y,r'  — i.»-* -e «_>•* ■+■  Ç v‘ + 6,)'’  -i- 

on  trouvera  que  l’oii  peut  satisfaire  à réqualion(L)  dans  les  ras  suivanl.s  ; 
i"  Eu  faisant 


P i.  0=^1,  2(a--.r)= 


^•I>(Z)</7.  = ^ -t- yZ -t- ^ a eause  de  Z a^-e.r. 


et 


. àx’  xcx'  , ôr’  aei'* 

I (x)-  — - -t- -t- 

2 J 2 «3 


1=0,  r<  O. 


e’est  le  ras  que  nous  avons  résolu  dans  le  même  numéro. 
a°  En  faisant 


et 


P-x,  Q=r,  2(-- 

•’")=  ' . 

\ a 

a / X'  — _»•’ 

7.  j' 4*  (Z)</Z  = flt  H- ayZ 2£Z* -4- à caust' 

r(x)=-  T ^-3-' 

A(r)- t-  -7-^ 

3 = 0,  2 = 0. 

( 0,  6 0,  >.  = f 

.r’  + r’ 
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DE  QUELQUES  EQUATIONS  DIFFERENTIELLES. 
Kii  l'Hi.sant 

n=,..  .(--Ç) 

51  ^<I*(Z)</Z  — ByZ +9XZ’,  i cause  «If  Z = ^ ^ 

a = O,  3 O,  i O,  t — O,  n O,  $ — o. 


3a 


el  aiiusi  des  autres. 

,\u  reste,  tous  res  dillereuts  ras  |ieuveul  se  déduire  du  (ireinier  |iar 
des  siilistilutioiis  ronveuahles;  e’est  de  quoi  l’oii  se  eonvainera  aist-iueul 

eu  mettant,  dans  réquation  =r  x’,  x^ à la  place  de  x,  et  v’, 

V X V ' 

y' à la  place  de  y,  de  sorte  que,  à pr(q)remeiit  parler,  les  supposi- 

tions de  P = el  Q —y"  ne  donnent  point  d'autres  ras  (|ue  ceux  de 
P = I et  Q = I.  .Mais  comme  r.es  suppositions  sont  très-partieuliéres,  et 
que  l'équation  (L)  n’est  elle-même  qu’un  ras  très-particulier  de  l’équa- 
tion (K)  du  n°  20,  il  n’est  pas  impossilde  qu’on  ne  puisse  décoiivrii- 
encore  par  le  moyen  de  celle  équation  d'autres  cas  d’inlé(;ral)ililé  de 

dx  dy  ■ ... 

I e(|uation  ce  (pu  ouvre,  comme  ou  voit,  un  vaste  cliamp  aux 

vX 

recherches  des  analy  stes. 


II. 


5 
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SUR  I.A 


MÉTHODE  DES  YAIUATIONS. 


[Miscettafifa  Tattrinemm,  l.  IV,  1706-1769.) 


I. 

J’ai  (loniit*,  dan»  le  second  volume  des  MiscelUiiwa  Taurinensiu  (' ) une 
nouvelle  méthode  pour  la  solution  des  Proldèmes  où  il  s’ajjil  de  trouver 
les  courbes  i|ui  jouissent  de  quelque  propriété  du  maxiinuiu  ou  du  mini- 
mum. tàîtte  méthode,  qu'on  peut  très-bien  ap|)cler,  d'après  M.  Euler, 
méthode  des  variations,  avait  déjà  été  eommiini(|uée  dès  1755  à ce  ^ranil 
Géomètre,  qui  l’avait  jugée  digne  de  son  attention  et  de  son  suHrage, 
comme  il  parait  par  les  diirérentes  lettres  qu’il  m’a  écrites  sur  ce  sujet, 
et  que  je  conserve  encore.  Dans  une  de  ces  lettres,  datée  du  2 oe- 
t(d)re  1759,  il  s'exprime  en  ees  termes  : 

« .Vnalitiea  tua  sulutio  Problematis  isoperimetriei  eontinet,  ut  video, 

• quidquid  in  bac  materia  desiderari  potest,  et  ego  maxime  gaudeo,  hoc 

• argumentum,  quod  ferc  solus,  post  primos  eonatus,  traetaverani,  a te 

• poti.ssimum  ad  summum  perfeelionis  fastigium  esse  ereetum.  Rei 

• dignitas  me  excitavit,  ut  tuis  luniinibus  adjutus  ipse  soiutionern  ana- 

• litieam  eoiiserip»‘rim,  quam  autem  eelare  statui,  donee  ipse  tuas 

• meditationes  publiei  juris  feceris,  ne  ullam  partein  gloriæ  tibi  débita* 
» prteripiam.  » En  effet,  M.  Euler  a donné  depuis,  dans  le  tome  X des 
\oin  ratU'  Commentaires  de  Pétersbourg,  imprime  en  1 7G6,  deux  Méntoires 
as-sez  étendus  sur  cette  matière,  dans  lesquels,  après  m’avoir  fait  hon- 
neur de  la  méthode  dont  il  s’agit,  il  en  explique  les  principes  et  les 

(•)  OEuvres  de  Lagra/ii^Ct  l.  I,  p.  335. 
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iisiijjcs  iivt-r  iii>au('oii|)  (le  ilê(atl  cl  de  |trt‘fisi(ill  (' /.  Aprèsi  (les  téinoi- 
j<n:(gfS  aussi  fonnels  de  la  part  d'im  G(‘(imi“tre  tel  (|ue  M.  Euler,  j’ai  dû 
(■trc  surpris  du  peu  de  justice  ((ue  m’ont  rendue  d'autres  Géomètres,  (|ui 
se  sont  depuis  peu  occupés  du  niéine  sujet.  M.  Fontaine  vient  de  donner, 
dans  le  v(dninc  de  l’.Vcadéinie  des  Seienees  de  Paris  pour  l’année  1767, 
((Il  Mémoire  intitulé  : Addition  à la  rm-lhodc  /imir  la  solation  dis  f'mldernes 
de  rna.rimis  et  rninimis.  L’.Vuteur  débute  par  avancer  sans  aucun  l'ondc- 
iiient  i|ue  « je  me  suis  égaré  dans  la  route  nouvelle  ipie  j’ai  prise,  pour 

n'en  avoir  pas  connu  la  vraie  tlieorie.  * Ensuite,  pour  suppléer  au 
ilel'aut  prétendu  de  ma  inetliude,  il  en  donne  deux  autri's  qu’il  regarde 
eonime  nouvelles  et  fort  supérieures  à toutes  li»s  métiiodes  connues  |ionr 
le  niénie  objet.  Je  ne  crois  pouvoir  rien  faire  de  mieux  pour  ma  justifi- 
eatioli  (pie  d’inviter  les  eonnaisseui's  à lire  l'Ouvrage  même  de  .M.  Fon- 
taine et  il  le  eoniparer  avec  le  mien  et  avec  celui  de  M.  Euler.  On  verra. 
SI  je  ne  me  trompe,  que  des  deux  méthodes  de  M.  Fontaine,  l’une  n’est 
antre  chose  que  celle  que  M.  Euler  avait  donmV  dans  son  excellent 
Ouvrage  intitulé  Methodus  im-emeitdi  lineas  minas,  etc.,  et  ipi’il  a ensuite 
abandonnée  [tour  adopter  la  mienne,  et  que  l’autre  est  la  même,  (juaiit 
au  fond,  ipie  ma  méthode,  dont  elle  dilTi're  seulement  par  la  manière 
vague  et  imparfaite  dont  elle  est  présentée. 

Les  autres  Géomètres  dont  j’aurais  aussi  en  i|uelipie  façon  sujet  de  me 
plaindiv,  quoiipie  par  une  raison  bien  dill'érente  de  la  précédente,  sont 
les  Pères  minimes  Le  Seur  et  Jacquier,  qui  vieiment  de  publier  à Parme 
lin  très-bon  Traité  de  Calcul intef;ral. 

Les  savants,  ayant  eu  pour  objet  de  rassembler  les  principales  mé- 
thodes relatives  au  Calcul  intégral,  n’ont  pas  oublié  la  nouvelle  méthode 
des  variations,  à laipielle  ils  ont  ménie  de.stiné  un  Chapitn-  entier  du 
second  volume  de  leur  Ouvrage.  Il  aurait  été  naturel  et  même  équitable 
ipi’ils  eussent  fait  ipielqiie  mention  de  mon  Mémoire  de  17G3.  surtout 
après  en  avoir  transcrit,  comme  ils  ont  fait,  plusieurs  pages  entières  ("j; 

1*1  t mrz  les  pufi-s  (a  cl  5)7  dn  lomc  cilc. 

**|  / oyez  Ifs  Sui  1*1  siii\.  tlu  voluiiif*  cité,  cl  W>  174  suiv.  du  Iohh'  Il 

des  M/tfetifweti  Ttwrinenutt  {OKtwm  He  iMgrange,,  I.  I.  p 136  et  ÿuiv.'. 
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répondant  je  serais  bien  éloigné  de  leur  reproi  lier  cette  oinissiun,  s’ils 
s’étaient  contentés  d’exposer  la  méthode  dont  il  s’agit,  sans  citer  per- 
sonne, comme  ils  en  ont  usé  dans  d’autres  endroits  dit  même  volume  f ’ . ; 
mais  comme,  par  la  citation  des  Mémoires  de  M.  Euler  dont  nous  avons 
parlé  plus  haut,  ils  paraissent  vouloir  lui  attribuer  cette  méthode,  je 
crois  pouvoir  l'ain*  remar(]uer  (jne  j’en  suis  le  premier  auteur,  et  <|uc 
je  n’en  partage  la  possession  .avec  personne. 

Je  dois  encore  observer  que  MM.  Le  Seur  et  Jacquier  ne  s’expriment 
pas  exactement  quand  ils  disent  (page  53i  du  tome  II)  que  .M.  Euler  a 
tlémontré  que  dans  les  trajectoires  décrites  par  un  nombre  de  corps  (|uel- 
cunque,  l’intégrale  de  la  vitesse  multipliée  par  l’élément  de  la  courbe  est 
toujours  un  maximum  ou  un  minimum.  M.  Euler  n’a  donné  sur  ce  sujet 
(]ue  ce  que  l’on  trouve  dans  un  Appendice  ajouté  à son  excellent  Tniiié 
sur  les  isoperimètres,  où  il  fait  voir  que  la  trajectoire  (|u’un  corps  <loit 
décrire  par  des  forces  centrales  iiuelconques  est  la  même  que  la  courbe 
qu’on  trouverait  eu  supposant  que  l’intégrale  de  la  vitesse  multipliée 
par  l’élément  de  la  courbe  lut  un  maximum  ou  un  minimum. 

L’application  de  ce  beau  théorème  à un  système  quelconque  de  corps, 
et  surtout  la  manière  de  s’en  servir  pour  résoudre  avec  la  plus  grande 
simplicité  et  généralité  tous  les  problèmes  de  Uynamique,  m’est  entière- 
ment due,  et  ce  qui  doit  le  prouver  invinciblement,  c’est  que  cette  théo- 
rie dépend  des  mêmes  princi|«*s  (|ue  celle  des  earialions,  et  que  rniU‘  et 
l’autre  ont  paru  dans  le  même  volume  des  Misvellanea  Taurinensia  pour 
les  années  1760  et  1761.  Je  pourrais  ajouter  que  j’avais  aussi  communi- 
qué cette  découverte  à M.  Euler  dès  i75(5,  et  comme  ce  grand  Géomètre 
a bien  voulu  l’Iionorer  alors  de  son  approbation,  je  ne  doute  pas  qu’il  ne 
fût  très-porté,  si  l’occasion  s’en  présentait,  à me  rendre  sur  ce  sujet  la 
même  justice  qu’il  a bien  voulu  me  rendre  à l’égard  de  la  méthode  de 
nuui  iniis  et  mi/iimis. 

^*)  Forez  le*  («gi's  44*  suiv.  de  ce  vuluuH',  cl  tes  (wge*  179  et  laiiv.  du  tome  tll 
des  Miuelliwea  Taurinemia  {0£«vre>  ite  tiigrimge,  l.  t.  p.  4?i  et  suiv.'i. 
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Qii(>ii|ii<‘  la  ui(‘llio<lc  (loniM‘0  ilan.s  le  tome  II  des  Miscellanta  Tuurinen- 
sUi  siiIFlsi'  pour  Iroiiver  la  variation  de  toute  lunetiuM  composée  d’iiii 
noiiihiv  *|uelcuii(|ue  de  varialdes,  et  contenant  autant  de  sigm-s  d'inté- 
gration qu'on  voudra,  voici  comment  elle  peut  encore  être  généralisée 
et  simpliliée  à (|uel(|ues  égards. 

Soit  O la  l'onction  dont  on  propose  de  trouver  la  variation  op.  ei  sup- 
posons que  cette  fonction  9:  soit  donnée  par  une  équation  dillérentielle 

d'un  degré  i|uelconque  entre  9 et  x,y,  s et  les  dill'érentielles  de  ces 

varialdes.  Dénotons  celte  équation  par  <]>  = o,  et  dill'érentiant  par  5.  on 

aura  o‘P  = o;  or,  comme  ‘l>  est  une  fonction  donnée  de  a-,  v,  i 

dx,  dv,  dz,...,  on  différentiera  cette  fonction  en  regardant  cliaciitie 

des  quantités  5,  x,  y d-p,  dx,  dy comme  une  variaMe  parlieu- 

liére,  et  mar<|uant  les  différences  par  5,  on  aura 

= /tôtf  p'  ôd^f  -h  p’  àd'tf  -i  p’  àd'tf  + ... 
y ôa:  -4  idx  -e  q’  &d’x  q'  &d‘x  -1- . . . 

-!  r ô >■  r'  i dy  •*-  r"  i d’y  r"àd‘y-{-... 

-I  s 0 Z -t-  s'  idz  ... 

— O. 

où  />,  p',p' q,  g',  <f seront  des  fonctions  données  de  g,  x,  

dp,  dx,  dy, 

.Maintenant  il  est  assez  facile  de  voir  que  5 dp  sera  la  même  chose  que 
d^p,  Sd^p  la  même  chose  que  d‘‘Sp,  et  ainsi  des  autres  expressions 
.semhlahics;  d'où  il  s'ensuit  i|Ue  l'équation  précédente  pourra  toujours 
.se  mettre  sous  cette  forme  : 

//9Ç14  p'  d ip  -t-  p"  d'Ô!^  -h  p'd’èp  -e... 

-I  q ix  -y  q'  d dx  -i-  q"  d'ôx  A-  q'  d’èx  -y  . . . 
r à y -t-  r'  d dy  4-  r"  d’d  y 4-  r’d'dr 
1 â 2 -4  2'  </i  2 y- s'  d'd  Z -y  s’'  d’d  Z . 

— O, 
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(?t  Uuile  la  (lilTiiuiltê  s»Ta  maintenant  réduite  à tirer  la  valeur  de  5ç  de 
eelte  même  équation. 

Pour  y parvenir  d'une  manière  générale,  je  la  multiplie  par  une  imlé- 
lerminée  Ç,  et  je  prends  ensuite  l’intégrale  de  ehaque  terme,  ee  qui  me 
donne 


j'plig-^j 

fp'iddg  -i-j 

f p'id’dg-^J 

fp-id’ôg-^ 

f 

f g'  idôjr  -4- 

1 g"id‘àjr  -f-J 

f g'id'ix  + 

f ri  J 

f r'idSr-t-  ^ 

f r"id’  d.r  + 1 

1 r/*  ^ r 

fs-idiz 

1' s‘id’62  -f-J 

f -h 

, = eonst. 

Or,  en  intégrant  par  parties,  on  aura 

J — d{p"î,)itf+  j’  d'{p"l)iqi, 

et  ainsi  du  reste;  done,  faisant  ces  substitulion.s  dans  l’équation  préeé 
dente,  et  supposant,  pour  abréger, 

P i-dlp'l)  + d’{p‘’l)-d‘lpri^)-i.  ... 

P'  =p'  l-d(p"l)-^d'{pri)-..., 
f’^p"l-d(p’l)-.... 


(T=9'  + 

Q'-=ç"i-d(g"i)  + .... 
0*=7-5-..., 


11. 


6 
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R — r J— rf(r' 5)-(- (/'(/•"?)— (/>(r'î) -f-. . 

\V=^r"l-d[r-l)~..., 


» =^l-d{^l)  + d‘{ri)-.... 

s*  + 

S'  = r{  — ..., 

on  iiura 

I (l’oÿ-eQôj'-f  R5)-(-SÔ2 
-+-  !■'  69  + I*'  4- 1>*  (/M9  4-.. 

4-  y'  4-  <j"  </ô.r  4-  y*  f/’d  J'  4- . . . 

4-  R’  5 >■  4-  R”  rf d V — R'  d' d »■  4- . . . 

4-  S'  d 2 4 S”  do  Z 4-  S“  //’  d Z .4- . . . 
— consl. 

Su|iposons  fiU’orc,  pour  ahrùf'rr  iluvantagc, 

M'  = l'd94-ydx4-Rd,r  — Sdz4-... 

cl 

Il  =zl>'  09  4-  P"(/d9  4-  r rf'd9  4-... 

4-  y dx  4-  y rfdx  4-  y'f/'  dx  4- . . . 

4-  R'  d7  4-R'rfd.v4-R*</>dr4-... 

4- S'  dZ4-S'</dz  4-S"(/’dz  4-..., 


en  sorte  que  l'équation  précédenlc  devienne 
Il  +J  4’  roiisl.; 

et  il  est  clair  que  celte  constante  ne  sera  autre  ehost;  ([ue  la  valeur  de  II 
lorsi|ue  l’intégrale  j 4’  est  nulle:  or,  si  l'on  donne  à celte  intégrale  une 

a' 

certaine  étendue  déterminée,  il  est  visilile  ijue  la  quantité  fl  recevra 
aussi  une  valeur  déterminée  ; ainsi,  nommant  P la  valeur  de  II  <|iii  répond 
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iiu  l'uiiitnenociiictU  df  l’iiiD^grali:  j 'T.  et  A la  valeur  de  II  qui  répond  à 
la  lin  de  la  même  intéjîrnie,  on  aura  ré<|U3tion 

A = r-r*t. 

Mainleiiaiit,  eumme  la  (|nantilé  | est  encore  à volonté,  je  la  suppose 

telle  (|ue  l’on  ail  P = o dans  toute  réleudiie  de  l'intéfîrale  j M':  ce  ipii 
donne  réqualion  dill'érentielle 

Or,  la  valeur  de  ? renfermera  aillant  de  constantes  arbitraires  ipi'il  y a de 
termes  dans  cette  équation  moins  un;  et  par  conséquent  autant  qu’il  y a, 
dans  l’expression  de  II,  de  termes  i[ui  contiennent  et  ses  ditlérences. 
Donc  le  nombre  des  constantes  arbitraires  de  ^ sera  plus  gr^nd  d'une 
unité  que  celui  des  ipiantités  P",  P donc  on  pourra  toujours  prendre 
ces  constantes  telles  que  l’on  ait,  dans  la  ijuantité  A,  P"=  o,  P =o,..., 
en  sorte  (|ue  les  ditrérences  de  üf  disparaissent  entièrement. 

Donc,  en  général,  si  pour  plus  de  simplicité  on  enferme  entre  des  ero- 
eliets  carrés  les  i|uantités  qui  se  rapportent  au  coinmeiieement  de  l'inté- 
grale 1" 'T,  et  entre  des  crocbels  ronds  celles  (]ui  se  rapportent  à la  lin 
de  celte  même  intégrale,  on  aura 

— [P'ÔV  -+  I’"  s . 

-t  Q'  ox  -r  Q"  tl  ex  -h  Q"'  d’ ôjr  -i- .. . 

IV  6 y ■+  K"  diy  ■+  K'rf’d  )•  •+•... 

-e  S'  èz  -I-  S"  </  6 î S“  (/’  3 î 

1 

— {(j'  àx  -h  Q'  d ôx  -h  Q“ d‘ ox  -i- . . . 

- ir  3 >•  --  K*  dèy  -t-  R”  </’  3.r  -e , . . 

‘ S'  3 a S"  </3ï  -e  S"  d'iz  . 

) 

— Ç{Qèx  -h  R ty  -I-  S3a  -t  . . .), 

6 
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fl  il  t’amlni  quf  la  variable  | soit  (lèterminéf  en  sorte  que  l'on  ail  P = o, 
ou  bien 

/-ï -»/(/»' EH- ï)  - O. 

el  que  de  plus 

(l>")  = «,'  (P-j^^ü 

III. 

Vuyun.s  inaintenani  l'usage  (|u'on  doit  faire  de  ees  formules  dans  les 
(|Uestions  de  nmximis  el  minimis,  el  supposons  qu’il  s’ajiisse  de  trouver 
la  relalion  (jui  doit  être  entre  les  variables  .r,  v,  ï [tour  que  la  fonc- 

tion 9 devienne  la  plus  grande  ou  la  plus  pelite.  Nous  observerons 
d’abord  (jue  comme  cette  fonction  est  supposée  donnée  par  une  é(|uation 
dillérenlielle  <1>  = o,  elle  renfermera  nécessaireinenl  un  certain  nombre 
de  constantes  arbitraires,  lequel  sera  égal  il  l’exposant  de  la  plus  haute 
dillérentielle  de  ^ ilans  ré(|uation  <l>  = o.  De  plus  il  faudra,  par  la  nature 
du  problème,  que  la  fonction  9 renferme  des  ex|tressions  intégrales  indé- 
linies,  et  les  circonstances  de  la  question  détermineront  l’endroil  où  ces 
intégrales  devront  êln;  supposées  commencer.  Supposons  que  ce  soit 
lorsque  x = a,  v = h,  z = c il  est  clair  que  les  valeurs  correspon- 

dantes de  9 el  de  ses  diflcrentielles  seront  des  fonctions  données  de  a.  l>, 
c (la,  db,  de,...,  et  des  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  l’ex- 

pression de  y;  de  .sorte  que  si  le  nombre  de  ces  constantes  est  jx,  c’est-à- 
dire,  si  la  plus  haute  diirérenticlle  de  f dans  la  valeur  de  <J*  est  d’‘(f,  alors 
les  valeurs  des  (juanlités  ç,  d(f,  jusijii’à  ç,  lorsque  x = a, 

y=b,z  = c,...,  seront  arbitraires,  et  pourront  être  supposées  données. 

('.ela  posé,  supposons  que  la  valeur  de  f qui  doit  être  la  plus  grainle 
on  la  plus  petite  soit  celle  qui  répond  à l’endroit  où  x = /,  y = m. 
Z — «,...,  il  faudra  donc  que  la  variation  de  celle  valeur  de  .soit  nulle, 
en  .sorte  (ju’en  la  désignant  par  la  caractéristique  $ un  ait  dans  le  même 
endroit  ôf  = o.  .Ainsi  il  n’_v  aura  qu’à  supposer  dans  la  formule  i C)  que 

• l’intégrale  j (Q<)x -i- \{  5y -i-...)  .soit  prise  de  manière  qu’elle  corn- 


X 


Digilized  by  Google 


DES  VAUIATIONS. 


i5 

iiM'ilct!  lorsque  jc  = a,  y = b,  z = c....,  el  qu'elle  Unisse  lorsque  x = /. 
y=m,  z = n,.,.,  (le  sorte  que  les  qu:intil(;s  <]ui  dans  cette  fornuile  se 
trouvent  enfennées  entre  deseroeliels  carres  soient  rapportées  à rendroil 

où  X — a,  y=  h,  i = c et  que  celles  qui  sont  nifermées  entiv  des 

crochets  ronds  soient  rapporttu^s  à l’endroit  où  x = l,  y = m,  z =: 
et  comme  la  question  demande  que  dans  ce  second  endroit  la  variation 
soit  nulle,  on  fera  le  terme  (P'  = o,  ce  (|iii  donnera  l’équation 

cherchée  pour  le  maximum  ou  minimum.  Or  cette  équation  étant  com- 
posée de  deux  parties,  dont  l’une  contient  tous  les  termes  qui  sont  sous 
le  sijçne  intégral,  et  dont  l’autre  n’est  composée  (]uc  de  ceux  r|ui  sont 
hors  du  signe,  il  faudra  faire  deux  é(|uations  S('‘par(Vs  de  ces  (huix  par- 
ties, ce  qui  donnera 

(D)  o=:J'(Q3x-t-Riy-hS3z-h...l, 

' O = [ P'  ô y -f  P'  f/  O O -r-  P'  (/’  <îo  . 

-e  ü'  -t-  Q'rfix  + (y  d’3x  + . . . 

+-K'  a»  + R"«/a.r-(- 

-l-S’  6 Z + <l3z  -f-S*  d’ 3 Z 

(K)  -t- ) 

— (O'^x  -I  Q*(/'  . 

■+-  R'  3y  -4-  R"  d3r  -i-  R”  </’  a.r 
-e  S'  a J -*-S"  d3z  +S'  d’ 3 Z 
+ )• 


l,’e(|ualion  (D;  donnera  en  général,  pour  toutes  les  valeurs  de  x,y, 
depuis  x = a,_y=/4,  z=c jusqu’il  x = l.  y = m.  z = n,...,  celle-ci: 

(K)  y ôx -e  R a.»' -+- Saz -e . . . = o. 

Or,  celte  (‘([uation  doit  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  dilléreiiccs  mar- 
quées par  3;  donc  : i“.si,  par  la  nature  du  prohlème,  il  n’y  a aucune  re- 
lation donnée  entre  les  variables  x,  v,  z les  dillérentiidles  ùx,  oV, 

iz seront  indépendantes  l’une  de  l'autre,  et  il  faudra  faire  les  é(|ua- 

tions  particulières  0 = 0,  R = o.  S = o Mais  si.  par  exemple,  h-s 
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varialiles  a-,  r,  z «It-vaiciil  êlif  IcIli'S  que  l’on  <*ùt  loiijmii-s 

\ dx  A (/)•  J-  Z »/i  - O, 


alors,  en  rliatlÿ^caiil  dm  5,  ou  aurait  aussi 


d'oii 


\ ôa  t \ ôi -t- Z ôi . O. 


n-  qui,  l■lalll  suiistilui’  <laiis  rôquation  i¥j,  lionniTail  relli'-ri  ; 

(H\  -<JA  )ô.)  -*  (SX  - (JZ)ôZ  O, 

(Ir  sorti’  qu’il  lautlrail  fairt-  fusuitf  las  équations  |iartii'iilii'rfs 
itx  — gv  = o,  SX  — gz  = o 

l’in  j;enfral,  il  faillira  réiliiira  1rs  iliirémilialles  nx.  5y,  oz au  plus 

pâtit  nomlira  pussililc,  at  éjialar  aiisuita  à zéro  la  aoalliaiant  (la  aliaaiina 
(la  (‘allas  ipii  restant,  et  cas  é(|uations  jointes  aux  é(|iiatious  (loniii'as, 
s’il  y an  a,  par  la  nature  du  pnddàina,  serviront  à trouver  la  relation 
naaassaira  entra  las  varialilas  -r.jt',  pour  que  la  lunation  f d(■vianna 
la  plus  grande  ou  la  plus  petite. 

Or,  il  est  facile  de  voir(|ue  cette  relation  sera  toujours  donnée  par  une 
ou  plusieurs  équations  dillérentiellas,  de  sorte  que  l’intégration  y intro- 
duira lU'cassaireinent  des  constantes  arliitraires;  ainsi  il  restera  encore  ii 
trouver  la  relation  nécessaire  autre  ces  constantes  pour  (pie  la  fonction  ^ 
devienne  un  niaxiiniiiu  ou  un  miniinuin.  Cest  à ipioi  un  parviendra  à 
l’aide  de  l’éqiiatioii  (EJ:  en  elfet,  comme  cette  éijuatiun  se  rapporte  à 
des  valeurs  déterminées  de  x,  y,  il  est  clair  ipi’on  y pourra  .satis- 

faire par  le  moyen  des  constantes  dont  nous  parlons.  Pour  cela,  on  ol>- 

servera  que  les  diHérentielles  </<îs,  (■/“(?; d!ix,  d'‘nx,...,  sont  les 

mêmes  (pi(>  celles-ci:  5dx,  comme  nous 

l’avons  VII  plus  Iraiit;  de  sorte  ipie  .si  l’on  (li'signe  par  /Va  valeur  de  9 
ipii  répond  ii  l’endroit  où  x = ii,  y=:  b,...,  et  (pie  l’on  désigne  de  même 
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par  F.  F".  F A'.  A".  A' K'.  H".  B C,  C,  C* les  valciii’s 

de  P'.  F',  P" Q',  Q",  Q" R',  H',  R",...,  S',  S",  S",...,  au  meme 

endroit,  et  par  L'.  L".  L' M',  M".  M" N'.  N".  N* les  valeurs 

de  Q',  Q",  Q" R',  R",  R' S',  S",  S' dans  l'endroit  oii  ,r  = /. 

y m,  Z = n ou  aura  cette  é(|uatiun  déterminée  : 

; F' 3/+ F'3rf/-t-F'’ô</'/ +.  .. 

i-e  A'  3a  4 A'  3 </a  + A“3  </'a  -t- . . . 

+ B'  3A  4- B"  ÔM  4- B'  3(/>é  4-... 

4-C3c  4- 17  3 de  4-L"3(/’e  4-... 

(<i)  ' 

I - i;  3/  - L'3d/  - L'3d'/ 

I — M'3m  — M"3  dm  — M"3  d‘m  — . . . 

' - N'  3n  - N'3d«  - N”3d»ii 


Pour  faire  usage  de  cette  ét|uation,  on  verra  d’abord  .s’il  y a par  la 

nature  du  problème  des  relations  données  entre  les  ((uantilés /,  a,  b,  c 

A m,  n,...,  et  leurs  dillérentielles,  et  substituant  la  valeur  d'une  ou  de 
plusieurs  des  diirérences  de  ces  (|uantités  alTeetées  du  signe  5,  tirée  des 
relations  données,  on  égalera  à zéro  le  eoelfieient  de  cbacune  de  relies 
((ui  restent,  et  l'on  aura  autant  de  conditions  (|u’il  faudra  pour  la  .stdii- 
tion  roiu[dète  du  problème. 


IV. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  les  valeurs  de  ■p,  d^,...,  lorsi|ue  x = a, 
y=  b,...,  c’est-à-dire  les  valeursde  /,  d/,...,  doivent  être  supposées  don- 
nées; or,  si  on  les  regarde  comme  données  d’une  manière  indépendante 

di-s  (|uautites  a,  dors  il  est  clair  qu’on  aura  5y=o,  5 d/—o,...x 

mais  on  peut  .supposer  que  ces  quantités  doivent  être  des  fonctions  don- 
nées de  a,  b.  c,...,  et  de  leurs  difTérentielles  : en  ce  ras,  on  aura 

3y  = i:3n-t-p364-a3c-e....  t ilf  ^ t:'  ôa  + p'  c h 4- . . . , 
et  il  faudra  substituer  ces  valeurs  dans  l'é((uation  l'Gj. 


sut  LA  METHODE 


iS 

De  plus,  il  peul  arriver  (|ue  la  funriioii  9,  (jui  duil  être  la  plus  ftramie 

ou  la  plus  petite,  renferme  les  i|uantités  a,  h,  c,..,,  l,m,  n avec  leurs 

(liiréivntielles;  alors  ees  quantités  entrant  dans  l’expression  de  <l>,  leurs 
variations  donneront  dans  la  valeur  de  ^ 4>  les  termes 

xôa  -f- a’ à<ltt 
— y oc  -^-y'odc 


61  +/.'  6(11  6dU 
U 6 m ti'  6 dm  -t-  u."  6 d’ m 
•+-  V a n —•»'  6 dn  -h  v"  6 d'n 


de  sorte  qu’il  faudra  ajouter  ees  termes  au  premier  membre  de  l’équa- 
tion ( A).  De  là  il  est  faeile  de  voir  (|u’il  fautlra  ajouter  au  premier  mem- 
bre de  l’équation  (U)  les  termes 


6a  J 

" a\^6da 

a'  ^ 6 a J* 

^66  J 

6 db 

+6d'b  J 

^6cj 

y\-^6dc 

/'5-^-ô^/>c  Jï'l-*-- 

^6>J 

'\i-(-6dl  J 

xi-i-6d'i  l’ri-h. 

^6mJ 

ni  ■+■  6dm 

a'l-(-6d'm  j" 

O/I  1 

vl-h6dn  J 

•/  5 4-  d rf*  /ï  J*  1*"  Ç 4- . 

Par  eonséquent,  il  faudra  ajouter  tous  ees  termes  à l’équation  déter- 
minée (E)  ou  (Gj  avei‘  «les  signes  contraires,  en  ayant  soin  de  prendre 

toutes  les  intégrales  j" j' de  telle  manière  qu’elles  soient 
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iiulles,  lorsque  x = a,y=  b,...,  ol  i|u'ellt‘S  soit-iil  t'oinplèles  lors<|uc 
X = l,  y = m Ainsi  IVqiiatiun  (G)  deviendra  dans  ce  cas 


= F .î/-eF"ôrf/-(-E- 

id\ 

f 

-1-  ^A'  — Ç a^ia 

~ j" d l^Sda  -> 

(- 

— j* 4-... 

+ (b'-  f Pljib-i- 

(«■ 

(“■ 

- f |3'ç)arf’A-... 

- f 

^0" 

- f H't'jidc  -f- 

-frijèd’c-,-.. 

f lijii  - 

-e  fi:  l^idl  - 

(>■- 

+ Ç X'Ç)3i/>/  - 

f P-  5^  ~ 

■ (w 

'4-  — ... 

(n" 

J' y’  l^èdn  — 

(n' 

4“ J* v"  — ... 

Gomme  les  équations  dilTérentielles  ne  renferment  pas  proprement  les 
diirérentielles  elles-mêmes,  mais  seulement  leurs  rapports,  il  est  clair 
que  la  fonction  <I>  cpii  forme  le  premier  membre  de  l'équation  proposée 
il>  = n pourra  être  regardée  comme  une  lonction  de  f,  a-,  y,  z....  de 


,>h 

il.,  tir  dz  ilx  dx  dx  „ i i 

Tx' te' Tx'  -'  ~dF'  -dx'  SF bupposons  pour  plus  de  généra- 
lité qu’on  ait  <I>  = Idx",  i étant  une  fonction  de  ip,  x.y,  z 


dz 

dy 


'S 

dx  ' 


df 

dx 

itx 


et  diHérentiant  par  S,  un  aura 


idx  dx^t^  ; 


mais  l’équation  <I>  = o donne  ^ = o;  donc 


II. 


i't'  = 
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Or,  soit 


1 


1 


Donc,  multipliant  par  %djf,  et  intégrant  par  parties  en  sorte  <|u’il  ne 
leste  sous  le  signe  inti'gral  que  les  diflerenlielles  Jj-,  ây,  Sz 


l'Article  il;  en  sorte  que  les  quantités  hors  ilu  signe  seront  identiques  à 
la  quantité  II,  et  les  ijuantités  sous  le  signe  identiques  à la  quantité  *)'. 
Considérons  seuleinent  les  quantités  qui  seront  hors  du  signe,  et  je  dis 
que,  si  dans  ces  quantités  on  ehange  & en  d,  elles  deviendront  milles 
d'elles-mêines.  En  ell'et  : 

i“  la*  ternie  n’etant  siiseeplihle  d’aucune  intégration  par  parties, 
restera  tout  entier  sous  le  signe. 

a"  Le  lerme  deviendra  d'ahord 


de  sorte  qu'en  multipliant  par  %dx",  et  changeant  dr/j.,  dd.r  en  diy, 
ddx,  on  aura  l'inlégrale 


d'où,  en  intégrant  par  parties,  un  aura  les  ternies  hors  du  signe 


dx 


ilia  ilaidx 
itx  dx’ 
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chaiigi-oiiH  inaintenaiil  o en  i/,  et  ces  termes  (levieiidront 

•‘È 

3"  Le  terme  ^ ^ donnera,  en  faisant  |iour  plus  de  simplieilé 


flQ 

dx  ^ ' 


it-l 


\ dx  dx'  ] ’ 

d’où  l'on  tirera  d'aliord,  eoinme  ri-devant,  les  ternies  hors  du  sif'iie, 

,■  » , do'ix\ 

' dx  dx‘  I 

lesquels,  en  rhan^eant  <î  eu  </,  deviennent 
cl  ainsi  de  suite. 

On  fera  le  même  raisonnement  sur  les  autres  termes  de  la  valeur 
de  Si,  et  l'on  en  eonelura  (|ue  si  l’on  change  la  caractéristique  d en  la 
caractéristique  ordinaire  d,  dans  l’expression  de  II,  on  aura  toujours 
Il  = O.  Or,  on  a en  général  (Art.  Il) 

II  4-  I 'I  = coiist.; 

donc,  lorsque  II  = u,  on  aura 

^4  = consi., 

et  de  là  4'  = o;  mais 

4 = \'Ô!f  -e  (Jox  4-  Kô)'  4-  Sôj  4 . . 

donc,  changeant  5 eu  d,  un  aura  toujours 

4-  0</x  Il  dr  -e  Sd:  4- . . . = o, 

équation  identique  d’elle-méme.  Üe  là  il  est  facile  de  conclure  que  les 
équations  du  maximum  ou  du  minimum  résultantes  de  l’équation  geiié- 
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raie  (K)  de  l’Article  III  pourront  toujours  se  réduire  à une  de  inoiii.s; 
parce  que  si  toutes  ces  équations,  hors  une,  sont  supposées  avoir  lieu, 
celle-ci  .s’ensuivra  toujours  nécessairement;  en  ellet,  comme  les 'équa- 
tions dont  il  s’agit  doivent  être  indé|u>ndautes  des  diirérences  marquées 
par  O,  il  est  clair  qu’elles  devront  également  avoir  lieu  en  supposant  (|ue 
ces  dillérences  deviennent  les  mêmes  que  celles  marquées  par  d\  mais 
dans  ce  cas  l’équation  (FJ,  qui  renferme  toutes  les  équations  particulières 
pour  le  maximum  ou  pour  le  minimum,  devient  identique,  comme  nous 
venons  de  le  démontrer:  donc,  etc. 

J’nvais  déjà  prouvé  celle  propo.siiion  en  peu  de  mots,  dans  l’.Article  Vlll 
de  mon  Mémoire  imprimé  dans  le  tome  11  îles  MisceUanea  Taurinensiti 
mais  la  démonslration  que  je  viens  d’en  donner  a l’avantage  d’élre  heau- 
coup  plus  simple  cl  plus  générale.  .Vu  reste,  on  voit  par  cette  démons- 
tration que  le  théorème  cessi-rail  d’étre  vrai  si  la  fonction  n’était  pas 
réductible  à la  forme  iJ.r'",  i étant  une  fonction  quelconque  de  ^ , j-, 
■ i/a  ,i/r 

il  <3  tir  tlz  ' dx  ' ilx  II-.. 

y,  3 dx'""  ~3x  ' 'ïÂr"""'  " ****'' 

jours  être  par  la  nature  même  des  équations  dilférentielles;  mais  s’il 
s'agissait  des  dilférences  linies,  en  sorte  que  les  dilférentielles  df,  dr. 
dy qui  entrent  dans  l’équation  donnée  '!•  — o,  dussent  être  des  dillé- 

rences tinies  de  a:, y,...,  alors  la  condition  dont  nous  parlons  ne  serait 
plus  nécessaire  et  pouiTait  très-bien  ne  pas  avoir  lieu  dans  la  fonction  <1>. 
On  peut  voir,  dans  le  second  Appendice  du  .Mémoire  cité,  un  exemple  du 
calcul  qu’on  peut  faire  dans  le  cas  des  dilléivnces  finies;  nous  n’en 
ilirons  rien  ici  pour  ne  pas  trop  nous  écarter  de  notre  objet,  mais  peut- 
être  pourrons-nous  y revenir  une  autre  fois. 


Supposons  que  l’on  ail 


Z étant  une  fonction  de  .r,  v,  3,...  et  de  leurs  dilférentielles;  ou  aura 

(*  ) OAV/i'/r»  r/r  /Mgran^ry  t,  I.  p, 
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(loin-,  PII  iliUerpiiliaiit  ( pour  faire  (lisparailre  le  sifïiie  | l’équalioii 

Z — </^  =:  O, 


laquelle,  élant  eomparée  à réqualioii  «P  = o,  donnera 


et  de  là 
Soit 


>!>=:/  — </ç. 


i<I>  = âZ  — id^. 

t'i  = q ix  -h  q'  idjc  + q"  èd’x 

ri  r r'  Sdr  ■+■  r“  id'y-*-. . . 
-t-  s -h  s'  Sdt  ■+■  s‘  id\s  -P. . . 


et  l’on  aura  pour  d<I*  la  tnèine  expression  que  dans  l'Arliele  II,  en  lài.sant 

y)  1=  O,  p'  — — < , p"  = o,  pT  =o 

Donc,  on  aura  d'abord 


V--d\,  V — t,,  l*'-.-  O,  P”  — O, 


dune,  puisqu’il  faut  que  la 
P = O,  on  aura 

el  de  là 


variable  | soit  déterminée  par  l’équation 

</;  = o, 

Ç = eonsi.. 


eunstante  qu’on  [lourra  prendre  égalé  à l’unité  pour  plus  de  siniplirité; 
à l’égard  des  équations  (P"j  = o,  (P")  = o,...,  il  est  elair  qu’elles  auront 
lieu  d’elles-niémes,  à eause  de  F'  = o,....  On  mettra  doue  partout  i à la 
place  de  |,  el  l’on  aura  pour  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  fone- 
tion  9 : i"  l’équation  variable  (F):  a“  l’équation  ronslante  (G)  f.Vrl.  Illj. 
Il  faut  remarquer,  à l'égard  de  celle  dernière  équation,  que,  comme  un 
a P'  = f = I , P"  = O,...,  on  aura  F'  = i , F'=  o,  F"  = o,...  ; de  plus, 

eomine  la  valeur  de  p est  nulle  lorsque  l’intégrale  j Z commence,  on 

aura  / = o,  et  par  conséquent  $/—  o,  de  sorte  qu’il  faudra  elfaeer  entiè- 
irment  dans  l’équatiot)  (G)  tous  les  termes  alfectés  de  d/,  3d/, * 


.SUK  LA  MKTIIODK 


5i 

Si  l'on  cuniparc  cctlf  solution  avec  celle  que  nous  av«>ns  donnée  ilans 
l’Arliele  I dn  .Mémoire  eilé , on  verra  (|n’elles  s'aeeordenl  parfailenienl 
entre  elles;  l’équiition  variable  fF)  répond  à l'équation  i|ue  nous  avons 
désignée  dans  eet  endroit-la  par(Bj,  et  l’équation  eonstante  que  nous 
nommons  ici  (G)  répond  ii  ré4|nation  ((])  du  même  endroit  en  faisant 
attention  à la  remar(|ue  que  nous  y avons  faite  toueliant  la  nianii're  de 
i-ompléter  eetle  même  équation  (Cj,  et  de  laquelle  nous  avons  eonelii 
<)in4  l’expression  eompléte  de  rette  équation  était 

M'  - 'M  = O. 

où  M'  représente  les  ternîtes  que  nous  avons  désignes  dans  l'equation  (G ) 
par  'M  les  termes  désignés  par  A' -e- A” 


VII. 

Soit  ensuite 

Z étant  une  fonetion  de  x,  y,  z,...  et  de  leurs  ililferentielles,  et  en  menu; 
Iem|)s  d<-  la  quantité 

(9)= 

(Zj  étant  de  même  une  fonetion  de  x.  _v,  z,...  et  de  leurs  dillerentielles. 
On  aura  doue,  en  diflérentiaiit. 

Z — = O, 


et  dilférentiant  ensuite  par  d. 


or,  soit 


oZ  = qôx  + q'  àdx  -t-  q"  àil’x  -t- . . . 
-e  r ôv  -e  r'  iJy  -e  r'  ôil'y  -e. . . 
s-  1 ii  -t-  j'  iilz  -e  i'ôrf’  î -t- . . . 


-t- 

et  désignons,  pour  abréger,  eette  valeur  de  <ÏZ  par 
• dV-+-Tri(9), 
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PII  sorlp  que  5V  exprime  tous  ies  leniies  aHeetés  île  üae,  â'tlx;,.,.,  o v. 
âdy on  aura  ilone 

6V -I- s5(ç)  — = o; 

or,  eoinme  (ç)  — j (Z),  on  aura, en  dilVérentiant,  d{^]  = IZ),  et  iliiréren- 
lianl  ensuite  par  lî, 

on  substituera  done  eette  valeur  dans  l’équation  préeédente,  et  pour  eela 
on  la  diderentiera  après  l’avoir  divisée  par  n,  ee  qui  donnera 

, ,iV  4,1^ 

(/o(v)-+rf  _ = 

de  sorte  ipi’on  aura 

( I ) i3  ( Z ) -+  rf  — (/  — O, 

où  O tZ)  sera  de  eette  Ibrine  : 

ô(Z)  = ((/)  ôj  + [q')idx  -I-  (q’  )4d^x 

-+-  ( r )ir  -e  ( r'  )idy  -i-  (r')3</’r  -i-. . . 

+ ( J )(5z  -1-  ( t'  )6dz  4-  (i")  id'z  4- . . . 


On  traitera  maintenant  l’équatiou  (I)  euniiue  nous  avons  traite  l’équa- 
tion oiè  = O de  l’Article  II;  pour  eela,  on  la  multipliera  par  *,  et  ensuite 
on  l’intégrera  par  parties,  ee  qui  donnera  d’aliurd 


ô\ 


' T. 


- , 

0(19  = eonst.  ; 


or,  si  l’on  substitue  pour  5V  et  c?(Z)  leurs  valeurs,  la  quantité  sous  le 
signe  sera  suseeptible  des  mêmes  réductions  que  nous  avons  laites  dans 
l’Article  cité,  et  le  calcul  s’aebi'vera  de  la  même  manière.  .Nous  nous 
contenterons  de  remarquer  ici  que  l’on  trouvera  dans  le  cas  présent 
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(II-  sorU‘  que  pour  la  détermination  de  la  varialile  £ un  aura  réquation 


la(|uelle  donne 


t: 

^ = et  i-h+g  Çr., 


h et  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Or,  il  faut  que  (P"j  = o,  c’esl-b^lire  (jiie  la  valeur  de  P",  qui  répond 
au  point  où  x = l,y  = m soit  nulle  (Art.  II,:  donc,  puisque 

P"=  il  faudra  (|ue  la  valeur  de  | soit  nulle  dans  ce  cas;  soit  donc  II 
la  valeur  de  j n qui  répond  au  même  endroit,  et  l'on  aura 


d'où 

donc 


A -t-  gll  = O. 
h = -ga; 

ï = s(/.-n|. 


ou  bien,  en  fai.sant  pour  plus  de  simplicité  g = — i. 


et  de  là 


5=11 


P'  = -i. 


r = - 


ayant  ainsi  trouvé  la  valeur  de  | il  n'y  aura  qu’à  la  substituer,  et  l'on 
trouvera  pour  le  maximum  ou  le  minimum  des  formules  analoj^ues  à 
celles  de  l’Article  IX  du  .Mémoire  de  i~C>3  déjà  cité.  On  observera  seule- 
ment que  l’on  aura  ici,  comme  dans  le  cas  du  Problème  précéd<‘iit, 
/=o,  et  par  conséquent  o/—o\  ensuite  on  aura 

ôilf  = A</s  = dZ, 


en  rapportant  la  valeur  de  S7.  au  point  où  x =:  a,  y = b,  z = c,...;  mais 
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dans  OK  point  on  a aussi 
donc 


iî(9)  = o; 


de  süiTc  (|uc  la  valeur  de  ôrZ/'sera  égale  à ce  (jne  devient  la  quantité 

qix  -+■  q'idx  -i-  q'id’x  . . 

-f-  ri  J-  -f-  r'  idr  4-  r"  id’  y + . . . 

-t-iâî  4-  ^ èdz  -t-j'  id’  i 4-. . . 


lorsque  x = a,  y — />,  z = c 

Quant  aux  valeurs  de  Sd^/,  5d*/,...,  il  ne  sera  pas  néee.ssaire  de  les 
eliercher,  parce  qu’elles  n’entreront  point  dans  l’équation  déterminée  (G). 

On  voit  par  ces  deux  exemples  comment  il  faudra  s’y  prendre  dans 
des  cas  plus  compliqués,  ainsi  nous  n’en  dirons  pas  davantage  ici.  Nous 
nous  contenterons  iumiement  d’oli.serveren  général  que  la  variable  indé- 
terminée I pourra  toujours  se  déterminer  par  l’intégration  de  l'équation 
P = o,  lorsque  la  fonetion  ç sera  donnée  par  une  expre.ssion  formée 

romme  on  voudra  des  variables  x,  y,  z et  <le  leurs  différentielles,  i-t 

qui  renferme  de  plus  autant  de  signes  d’intégration  qu’on  voudra;  mais 
lorsque  la  fonction  ç ne  sera  donnée  que  par  une  équation  dilférentielle 
d'un  degré  quelconque,  alors  l'indéterminée  | dépendra  d'une  équation 
dilférentielle  du  même  degré,  laquelle  pourra  n’étre  pas  intégrable;  mais 
cela  n’apportera  aucun  obstacle  à la  solution  du  Problème;  car  dès  qu’on 
aura  trouvé  les  équations  du  maximum  ou  du  minimum  il  n’y  aura  qu’à 
éliminer  la  quantité  | par  le  moyen  de  l'équation  différentielle  P = o; 
mais  il  faudra  ensuite  avoir  égard,  dans  l’introduction  des  constantes 
arbitraires,  aux  conditions  (P")  = o,  f P")  = o 

VIII. 

Les  principaux  avantages  de  ma  méthode  des  variations  pour  la  solu- 
tion des  problèmes  de  maximis  et  minimis  consistent  : 

I"  Dans  la  simplicité  et  la  généralité  du  calcul,  comme  ou  peut 

11.  K 
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s’un  i-üiivaiiu‘re  aisément  en  comparant  celle  mélliode  -avec,  celle  que 
M.  Knler  a donnée  dans  son  excellent  ouvrage  intitulé  : Methodus  inve- 
niendi  linms'cun>as,  etc.,  et  même  avec  celle  (|ue  ,M.  Fontaine  vient  de 
donner  dans  son  Mémoire  inliliilé  : .Addition  à la  méthode,  etc.,  déjà  cité 
plus  haut. 

2“  En  ce  i|ue  ma  méthode  fournit  des  équations  déterminées  qui 
servent  à résoudre  les  Problèmes  d'une  manière  plus  générale  et  plus 
complète  qu’on  ne  l'avait  fait  avant  moi.  Quoique  ces  équations  .soient 
une  suite  nécessaire  et  naturelle  de  mon  analyse  des  variations,  et  que 
leur  usage  ne  soit  qu’une  application  trèg-sini|)le  des  principes  de  la  mé- 
tlutde  générale  de  mii.rimù  et  minirnis,  cependant  un  illustre  Géomètre 
de  l’.\cadémie  des  Sciences  de  Paris  vient  de  donner,  dans  le  volume  iléjà 
cité  pour  l’année  1 767  un  savant  Mémoire,  dans  lc(|uel  il  parait  révoquer 
en  doute  rexactitiide  de  ces  mêmes  écpialions  déterminées,  et  surtout 
l’application  (|Ue  j’en  ai  faite  dans  la  solution  du  Prohlème  <le  la  plus 
vite  descente  donnée  dans  mon  Mémoire  déjà  cité  du  second  volume  de 
la  Société  royale.  Pour  éclaircir  les  dilFicultés  de  ce  savant  .Mathémati- 
cien, et  faire  mieux  sentir  en  même  temps  l’usage  de  nos  formules,  nous 
allons  résoudre  ici  le  même  Prohlème  d’une  manière  encore  pins  géné- 
rale, en  y ajoutant  de  nouvelles  considérations,  (|ui  ne  laisseront,  si  je 
ne  mi>  trompe,  plus  rien  à désirer  sur  ce  sujet. 

PaoBi.KMK.  — Jitnnt  données  d'espèce  et  de  position  detijc  courbes  t/uel- 
ronipies  placées  dans  un  même  plan,  on  demande  de  trouecr  une  troisième 
courbe,  sur  lai/uelle  un  corps  pesant  puisse  descendre  de  l'une  à l'autre  des 
deu.r  courbes  données,  dans  le  /dus  petit  temps  /lossible. 

Prenons  une  droite  horizontale  qui  .soit  l’axe  des  abscisses  des  deux 
courbes  données  et  de  la  courbe  chcrchce,  et  une  droite  verticale  qui 
soit  l’axe  commun  des  ordonnées  des  mêmes  courbes;  soient  a,  h l’al>- 
scisse  et  l’ordotuiée  de  la  premii-re  courbe  donnée,  c’est-à-dire  de  celle 
d’où  le  corps  doit  partir,  et  /,  m l’absci.s.s«>  et  l’ordonnée  de  l’autre 
courbe,  à laquelle  le  corps  doit  arriver;  enfin  soient  x,  y l’abscis.se  et 
l’ordonnée  de  la  .courbe  cherebée,  sur  laquelle  le  corps  doit  se  mouvoir; 
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nonun:int  u la  vil<>s.s«!  du  corp.s,  et  preiiant  l'unité  (mur  la  foret'  aeeéléra- 
Iriee  de  la  {iravilé,  on  aura,  eouinie  ou  sait. 


udn  — dy,  et  de  là  « = v*(.T  ~ 

k étant  une  constante  arbitraire.  Pour  la  déterminer,  su|i|iosons  t|ue  ilaiis 
l’endroit  où  le  eorps  commence  à se  mouvoir  on  ail  v = /t  {/<  étant  une 
des  ordonnées  de  la  première  courbe  donnée),  et  que  la  vitesse  initiale 
ilu  eorps  soit  celle  qu’il  aurait  acquise  en  lombani  libremenl  de  la  bail- 
leur A;  il  faudra  donc  qu’en  faisant  r = A on  ait  u = v'aA,  ce  qui  donnera 


2/i=:a(6  — k)  et  de  là  k=b  — h. 


Ola  posé,  on  sait  que  le  temps  est  exprimé  en  général  par  j * étant 

l’are  de  la  courbe;  de  sorte  qu’en  comparant  cette  formule  à celle  de 
r.Artiele  VI,  on  aura 


et  de  là,  à eau.se  de  ds  = \'dx*  ■+■  rfv’,  et  u — ( V — kj. 


lUiy  dxidx  dy-idy 

0 / . -f- 7*^  À 

it*  U as  uds 


donc 


V = o, 


dx 


ds  , dy 

-ï  r = 

u*  uds 


q —O, 


r =o,. 


<li*  Ik,  k cause  de  ^ i . on  aura  (Art.  II) 


()z=~d^, 

^ uds 

u‘  u ds 


O'  - 

dr 


R'  = 


iids 


ce  qui  donnera  : 

1°  L’équation  variable 


y âx  -e  Ri/=  O, 


Q"  = o,..., 
R'  = O, . . . , 


8. 


Digitized  by  Google 


<;o 


SUR  LA  MÉTHODE 


ri  |):ir  i'fi|l.s(‘i|iii'tlt 


y = O et  R = O ; 


l’iinr  iiii  r;iiiiif  (le  ces  deux  équations  servira  à déterminer  la  courbe  de 
hi  |(liis  \iic  ilcM  cnte,  et  il  serait  inutile  de  les  employer  toutes  deux  à la 
lois,  |i;ii  re  que  l’une  suit  nécessairement  de  l’autre  à cause  qu’en  clian- 
;;eiini  >'  en  </  nii  a l’équation  identique  -i-  R rfy-  = o (Art.  V).  Prenant 
'loue  l’eqiialioii  Q = o qui  est  la  plus  simple,  on  aura 


, dx 

— O — r = “î 
uat 


il’oii  l’on  lire,  eoi  intégrant, 
dx 

el  de  là 


ds 


=/“  =/  v'a(.V  — . 


pour  réi|inuion  de  1a  courbe  brachistocbrmie,  où  / est  une  constante 
iirliilraire. 

a"  Ou  aura  l'équation  constante 

Vao  + B'aé-L'a/-M'im  = o, 

oii  A , H'  soiil  les  valeurs  de  Q',  R',  c’est-à-dire  de  dans  le  pre- 

uiiei'  poiiii  de  la  courbe,  dans  lequel  x = a,  y = h,  et  L',  M'  sont  les  va- 
li-urs  des  luéiiies  quantités  pour  le  dernier  point  de  la  courbe,  dans  lequel 
.»■  = I,  y - - m. 

Mais  pour  donner  à cette  équation  constante  toute  l’étendue  dont  la 
question  peut  eirc  susceptible,  il  faudra  avoir  égard  à la  Remarque  que 
MOUS  avons  l'aiii-  dans  l'Article  IV,  et  faire  varier  aussi  la  constante  k qui 
eiilre  dans  la  valeur  de  u;  or,  comme  (Art.  VI) 


<t>  = Z — dq  = — 


dt 


— rf®. 
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(il 


il  fmidra  ajouter  à la  valeur  de  3>1>  le  terme 


ds&k 


doue,  à cause  de  § = i,  on  aura  la  quaiiüD'!  ~ 9iJ  — a ajouter  au  pre- 
mier memime  de  rêquation  précédente,  laquelle  deviendra  par  eonsé- 
tiuent 

• È 

\'Sa  + B'56  — Vol  — M' i3m  — H J — o, 

l’inle^rale j ^ étant  supposée  prise  de  manière  (pCelle  commence  au 
premier  point  de  la  courbe,  et  qu'elle  fini.s.s<‘  au  dernier  point.  Or,  je  re- 
marque d'abord  qu'ayant  déjà  trouvé  f>  on  anra  Q'=  /,  et  par  con- 
séquent 

■ V = L'=/i 

j’observe  ensuite  qu'en  prenant  l'équation  R = o,  on  a 

— rf  — ^ =:  O, 

k’  udt 

d'où  l’on  tire,  en  intégrant, 

rdt  dr  , . t'dt 

I — ; -4-  —S-  = ronsi.  ou  bien  i — -f-  R'  = eonsi.; 

J H'  uds  J u‘ 

or,  en  taisant  commencer  l’intégralej' ^ au  premier  point  de  la  courbe, 
on  aura  dans  ce  point  y*  =o,  et  R'  = B';  et  comme  au  dernier  point 

de  la  courbe  on  a R'=  .M',  il  est  clair  que  la  valeur  complète  de  j p sera 

égale  à B'  — M'.  De  plus,  comme  i = />  — A,  si  l’on  suppose  en  général 
que  A soit  une  fonction  quelconque  donnée  de  a et  A telle,  que  l’on  ait 
rfA  = GiAih-  HM,  on  aura 


àk=db-èh  = ib-  G3a-  1134, 
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iri  .SUK  LA  MÉTHODE 

ilr  Mil  le  i|iif  par  Imites  res  sulisliluliuns  réqualioii  préeédeiile  deviendra 

/ (M'-  B')G]5fl-t-[M'-(M'-B')H]ô6-/3/-M'6m  = o, 

li(i|iielle  a eause  que  la  première  emirlie  dont  les  ordonnées  sont  a et  h 
est  siipposée  indépendanle  de  la  dernière  dont  les  ordonnées  sont  / et  m) 
peut  d'alinrd  se  partager  entre  ees  deiix-ei  : 

/—  ( M'  — B'  ) G]  ô«  -+-  [M’  — ( M'  — B'  )H]  ôA  = O,  = 

Maiiilriiaiit.  ruiiinie  les  eoordonnées  a et  b appartiennent  à une  eourlie 
ilmiiiee,  <111  aura,  par  la  nature  de  ees  eourlies. 

i/a  — etfb  (•!  <ll=ir,ilm, 

l'I  eliaiigeaiil  la  earaetéristiqne  d en  d,  on  aura  aussi 
èa  = iib  <■!  àl  = r>dm; 

<lmi<'.  siilistituant  ees  valeurs  dans  les  équations  préeédenles,  on  aura 
/-(M'-B')Glt B')ll  = o.  /«  -i-M  =»: 

ou  liieii,  <-ii  remettant  pour  s et  >;  leurs  valeurs  on  aura 

[/-  ( M'  - B'  ) G]  </a  -t-  [ M'  - ( M'  - B')  H ] dh  = o,  fdl  -i-  M' dm  = «. 

.Mainli'iiaiil,  si  l'on  suppose  que  la  hauteur  h qui  répond  à la  vili'ssi*  ini- 
liah-  soit  ( gale  à h,  en  sorte  que  le  eorps  eommenre  à se  mouvoir  sur  la 
liraehisloelirone  avee  la  même  vitesse  <|u'il  aurait  acquise  en  deseendani 
depuis  l'axe  des  alisrisses,  on  aura  G = o et  H = i , et  les  deux  équations 
prereilellles  deviendront 

fda  -h  K dh  = o,  fdl  -i-  M' dm  — o ; 

mais  / B' = ■*'*  premier  point  de  la  courbe,  et  M' = au 

dernier  point  de  la  eourbe*  donc  on  aura  pour  le  premier  point  de  la 
courbe 

dx  da  -t-  drdb  = o,  nubien  -r-  xz , 

</»■  aa 
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et  jtmir  le  ilcrnier  point  de  la  eoiirhe 


Jxd!  dydm  — tt  ou  liien 


dx d! 

dr  dm 


•fl 


ce  qui  l'ail  voir  que  la  courbe  de  la  plus  vili-  descente  doit  couper  à 
aiigli^s  droiLs  b‘s  deux  courbes  données,  et  rida  s’accorde  avec  ce  (|ue 
nous  avons  trouvé  dans  rArticle  IV  du  Mt-moire  d<■■jà  cité  du  second  \a>- 
lume. 

•Mais  si  l’on  veut  que  la  vitesse  initiale  soit  nulle,  alors  on  aura  h — o, 
et  par  conséquent  G = o,  et  H = o ce  (|ui  donnera  les  jleux  équations 

f da -i- db  =.  O,  fdl+\Vdm  — o. 


La  si'conde  de  ces  équations  étant  la  même  que  dans  le  cas  |»recédenl,  il 
en  l'ésulte  (|ue  la  bracbistocbrone  doit  aussi  couper  la  seconde  courbe  à 
angles  droits;  mais  quant  à la  première  courbe,  réi|iiation 

fda+  M 

donnera 

da  _ _ AI'  _ dt_ 
dit  f dm  ’ 

de  sorte  i|u’on  aura 

d<l  <11 
ith  dm  ’ 

ce  qui  fait  voir  que  la  tangente  mencc  à la  première  courbe  par  le  point 
où  commence  la  bracliislocbrone  doit  être  parallèle  .à  la  tangente  menée 
il  la  seconde  courbe  par  le  point  où  la  bracbistocbrone  se  termine;  et 
c’est  ce  qui  s’accorde  parfaitement  avec  le  résultat  de  1a  solution  ilonnee 
par  M.  b‘  chevalier  de  Korda  dans  son  Mémoire  imprimé  dans  le  volume 
de  l’Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  l’année  1767. 
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RECHERCHES 


»VR 

LE  MOI  YEMENT  D’IN  CORPS 

Ql  I RST  4TTiHÉ  \EhS  flRt  \ CE2ÜTIlR^  KIXF^S. 


^Miscrllanra  TaurineNsia,  l.  IV.  1766-1769.1 


PREMIER  MÉMOIRE. 

01"  LON  SUPPOSE  yUE  LATTRACTION  EST  EN  RAISON  INVERSE 
DES  CARRÉS  DES  DISTANCES 


l,r  Pi-Dlili-mt'  que  je  me  propose  de  résoudre  dans  ee  Mémoire  l’a  déjà 
été  par  M.  Euler,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Herliri  pour  l'année 
1760,  et  dans  le  tome  X des  Souveaux  Commentaires  de  Pétersbourg  (|iii 
vient  de  paraitre,  mais  pour  le  eas  seulement  où  le  eorps  se  meut  ilans 
un  plan  passant  par  les  deux  rentres  des  forces.  La  solution  que  j’en  vais 
donner  ici  est  générale,  quelle  que  soit  la  courbe  déerile  par  le  corps,  el 
la  méthode  sur  laquelle  elle  est  fondée  a l’avantage  de  ronduire  directe- 
ment à des  équations  où  les  indéterminées  seront  séparées  d'elles-mémes, 
sans  qu’on  ail  besoin  pour  cela  des  transformations  el  îles  subslitulions 
épineuses  que  M.  Euler  a employées. 

Comme  le  Problème  dont  il  s’agit  a un  rapport  immédiat  avec  celui 
des  trois  corps,  il  ne  serait  pas  impossible  que  la  méthode  de  ce  Mémoire 
ne  fût  de  quelque  utilité  pour  la  solution  de  ce  fameux  Problème  qui  fait 
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KECllEKCllKS  SUK  LE  MOUVEMENT  O’UN  COKES 


ilcpui.s  si  lon^tiMiips  l’ohjnt  <lt>s  Iravaux  ties  plus  grands Gi'onii-tres.  (icUc 
roiisidératinn  est  nii-me  le  principal  motif  (|ui  me  déicrminc  à |tnldicr 
CCS  rcclicrclics;  je  soiiliaitc  qu'elles  puissent  mériter  au  moins  par  là 
quelque  attention  de  la  part  des  Savants. 


I. 

■tyant  pris  trois  axes  fixes  quelcompies  et  perpendiculaires  entre  eux, 
soient  x,  y,  z les  coordonnées  rmTangles  de  la  courlie  décrite  par  le 
corps  et  rapportée  à ces  axes;  et  soient  de  même  «,  b.  c les  coordonnées 
(|ui  déterminent  la  position  de  l'un  des  centres  des  forces  par  rapport 
aux  mêmes  axes,  et  a,  jS,  y les  coordonnées  pour  l’autre  centre  : il  est 
clair  que  si  j'appelle  u et  v les  distances  du  corps  à ces  deux  centres,  on 
aura 

U - 6)'  (a  — <-•)', 

e = vta:  — a)’  -e  |îj’  4-  ( a — ÿ')’; 

de  sorte  qu'en  exprimant  par  A et  B leurs  forces  attractives  à une  dis- 

\ B 

tance  égale  à l'unité,  on  aura  ^ et  — pour  les  forces  qui  agi.s.seni  sur  le 
corps  suivant  les  rayons  vecteurs  « et  c. 

(Àis  forces  étant  décomposées  chacune  en  trois  autres  suivant  les 
directions  des  coordonnées  x, y',  i,  on  trouvera  que  la  force  totale  sui- 
vant X est  égale  à 

M-c-o)  B(a--g) 
que  la  force  suivant  y-  est  égale  à 

v(.r-M  . B(r-?) 

— — ’ 

Pt  que  la  force  suivant  z est  égale  à 

t(a  — c)  B(^  ~ y ) 

«•  e’ 

Donc,  nomimant  t le  temps  écoulé  depuis  le  commencement  du  mouve- 
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QUI  EST  ATTIRÉ  VERS  PEUX  CENTRES  FIXES, 
ment,  et  prenant  dt  pour  constant,  on  aura  ces  trois  équations  : 


d'x  A(4T  — «)  B(j;  — a) 


(V) 


dt' 

— i 

' V» 

(i\r 

A(r- 

6)^ 

B(r- 

P) 

do 

«■ 

V' 

s 

K{z- 

B(3- 

■y) 

do 

lO 

les(|uelles  renl'erment  la  solution  ilu  Problème. 


II. 


Si  l’on  ijiultiplie  la  première  de  ces  équations  par  ar/j-,  la  seconde 
par  ■xdy,  la  troisième  par  a</i,  et  qu’après  les  avoir  ajoutées  ensemble 
on  en  prenne  l’intéprale,  on  aura,  en  ajoutant  la  constante  ^|C, 

„ (/x>  a- rfv’ + i/î’  a A 

(B)  -, 


équation  qui  renrernie,  comme  on  le  voit,  le  princi|)e  d*>  la  con.servalion 
des  forces  vives. 

Si  l'on  multiplie  de  plus  les  mêmes  équations  par  x — a.  y—  h.  z—c. 
et  qu'on  les  ajoute  ensemble,  on  aura 

(x  — a)d’x  + (_>-—  b)d’y-h{z  — c)d‘  s 

i.  4-  **[(■»•  — *)(.>•- /l]  _ O 
H V* 

Or, 

î(x  — a)(x  — *)  = {x  — a)’-l-(x  — «)’  — (rt— a)*, 
et,  de  même. 


a(î-c)(i  — y)=(i-c)>-t-(3  — /P  — (c-y)>; 


donc,  si  l’on  dénote  par/ la  distance  entre  les  deux  centres,  en  sorte  (pie 
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KECIIERCllES  SLR  LE  MOUVEMENT  D’UN  CÜHI'S 


l'on  h'iI 


/—  v'Ia  — a)’  -f-  (6  --  (c  — y)’, 


( r - -»- ( r — A)</’r  4- (î  — c)f/’î  A B ( H’ - 

^ ^ - O. 

Donc,  ajouLint  retU'  équation  à l’équation  (Bj.  on  aura,  à cause  de 
«“=  X — a)* ( V— (î  — cy*. 


(Cl 


1 '/'(  / 3 ^ r—  «’  ( 

a rf/’  « a 


et  l’on  trouvera  de  la  inèine  nianiéit- 

a a/-  V a \ U “ / 

deux  eijuations  par  lesquelles  on  eonnaitra  les  valeurs  de  u et  c en  t. 


III. 

Je  remarque  niaiuteiiant  i|ue  si  l'un  multiplie  l’équation  (Cy  par  ^(e‘), 
et  l'équation  (D)  par  d[u‘‘),  et  qu'ensuite  on  les  ajoute  cnseinhie,  on  a 
une  éi|uation  intégralile,  laquelle  est 

a dl‘ 

_ B I 3 rfe  * j = 4C[,/(«-y  + -/(.ey): 

de  sorte  qu'on  aura,  en  intéytrant  et  eu  ajoutant  une  constante  arlii- 
traire  aD, 


[ Il  «’ 


,r.  ■ d(u‘}d{vi) 
(t)5 J,. A 


3m  • 


— j — B ^ 3 e -•  j 4 C ( «’  4-  i ' ) -t-  a I). 


...  = 


De  plus,  si  l’on  multiplie  les  mêmes  équations  (Cy  et  (Dy  parcV(M=; 
et  tt'V(e’),  savoir,  la  première  par  v-d{it^)  et  la  seconde  par  i/'f/(e’),  et 
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gui  EST  ATTIRE  VERS  DEUX  CENTRES  KIXES. 
i|u’on  les  ajoute  ensemble,  un  aura 

' — — A av’rfu  + - «rf  e')  4 ' — 

2 al’  L 2 ÏM 

I 2 2«'  J 

= 4Cd(u’v’). 

Otie  équation  étant  multipliée  par  a et  ensuite  ajoutée  à l’équa 
lion  (E)  multipliée  par  </(«’,  4-rf(e“),  on  aura 

1 I _ A[.i«>rf«  +(irf(„e’,-  2/-,/«l 

— B [(>e’</e  4-  ürf  (eu')  — a/’rfe] 

= aC  [(/(o'  4-  e')'  4-  4 ‘/(“'e')]  4-, 2l)</ ( u‘  4-  e'), 

dont  l’intégrale  est  évidemment 
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(I) 


. e'W^+u'L^  -3ue'-/'„)-aH(e-  ,-3e«'-/'e) 


. — 2C(«*  - -f-  5 D (/<*  -4'  l'*}  -»  J K, 

K étant  une  constante  indéterminée. 

Or,  si  à cette  équation  on  ajoute  l’équation  (Ej  multipliée  par  aue,  ou 
qu’un  l’en  retranche,  on  aura  ces  deux-ci  ; 

i ^ B)[,u  . e, 4-e)) 

=:i2C(tt-r*v)*-T-  aD(/4  »£, 

I ! rt/(u^) — «(/(i'*)]* 


— a(  A — B)[(u  — e)*— />(H  — e)] 


= 2C{u— e)*4-aD(u  — v)‘-^aE, 
d’où,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité 


on  tire 


(U) 


o 4-  e — U — e 

A - B=:M,  A-B  = .N, 


I ^ 4-N9'  4-1, 
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<‘l.  par  conséquciil, 

^ ^ ^ C/»‘ + M/P+ Itp’— -4- E yCy‘ -f- Nç’ l)ç’ — N/'ç -t- Ë’ 

l■llsuitl‘  ou  aura,  à rausr  de  uv  = ^~î-, 

4 


4 V ^‘P*  M /j’  -f-  l)/i'  — M y*/;  -4-  E 


rVsl-à-dir<’,  nirttiml  pour 


g <ip 


i*n  q 


9‘d<i 


y Cp*  Mp*+  Dp-  — ilf’p  -t-  E 


sa  valeur 


yC^'  -t-  -+-  jN f’q  + E 


,i,=  - - . 

4yC/J‘^Mp  -e  Dp’  — M/’p  + Ê ^^l.q‘-*-'Sq'-i-Uq’—'Sf‘q  + ¥. 

Ainsi  ou  a deux  équalioiis  dans  lesquelles  les  indéterminées  sont  sé- 
parées, et  qui  serviront  à déterminer  p en  q,  et  t en  p et  q,  c’est-à-dire  u 
en  e,  et  t en  u cl  e. 

IV. 


La-s  équations  (HJ  et  (I)  que  nous  venons  de  trouver  ont  également 
lieu,  soit  que  le  corps  se  meuve  dans  un  plan  lixe  passant  par  les  lieux 
centres  des  forces,  comme  M.  Euler  le  suppose  dans  sa  solution,  soit 
qu’il  décrive  une  courlie  quelconque  à douille  courimre;  mais  dans  ce 
dernier  cas,  il  ne  sullit  pas  de  connaiire  à eliaifue  instant  les  distances 
du  eorps  aux  deux  centres;  il  faut  de  plus  connaître  l'angle  que  le  corps 
décrit  autour  de  la  ligne  qui  joint  ces  mêmes  centres. 

Or,  si  l’on  imagine  que  A et  U {Jig.  i , page  ^3)  soient  les  deux  centres 
des  forces,  et  que  C soit  le  lieu  du  corps,  en  sorte  que  l’on  ail 

AB \C  — H,  et  BC  = e, 

et  qu'ayant  mené  la  perpendiculaire  CD,  on  nomme  CD,  r,  AD,  s,  et 
l’angle  que  le  corps  C parcourt  autour  de  .AB,  9,  il  est  clair  qu’on  aura 
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QUI  EST  ATTIRÉ  VERS  DEUX  CENTRES  FIXES.  73 
pour  le  petit  arc  que  le  corps  décrit  dans  le  temps  dt 

ydr'  ■+-  <U'  -t-  r'Jo'i 

de  sorti'  qu’on  aura 

dr-  + i/j’  4-  r’d<^’  = dx’  4-  dy‘  4-  rfi'; 

et,  par  conséquent, 

r'df'=  dx’  4-  dy’  4-  di‘  — dr'  — dx. 


Fig.  I. 

H 

N 


/ 

/ 

A 


Oi-,  en  considérant  le  triangle  .ABC.  il  est  facile  de  trouver  que 

«>_(.>  4-/» 

s=  2.  J-  , 

*/ 


d’où 


v4/’«’-("’-e’4-/')> 

a/ 


(h  = 


U du  — vdv 


7 — 


Doue 


2 f'udu  — (u’  — v'  -i-f')[udu  — vdv) 

~ /v4/*tt‘—  («’—  V'  4-/>)> 


, , (ui/u  — vdvY  [if'udu  — («’ — v’ 4-y’)(  «i/«  — ei/e)]* 

+ rf---  -J-'  ■ ’ 

ou,  en  réduisant  au  même  dénominateur  et  effaçant  ce  ([ui  se  détruit. 

J.,  , j„._e*[i/(H’)]>4-«’[(/(e’)]>  — («>4-v’— /*)</(K’)(/(v’) 
i/j  4-  rtr 

II.  lo 
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Donc,  substituant  res  valeurs  Hans  l’équation  précédente,  et  multi- 
pliant par  4/’"’  — ' — e’  -+- on  aura 

I !/■«’ - (H- -V’ -hpyydŸ  _ P ] , 

— c’ [(/(«’)';■—  c' —/•)</,( H>)f/(c’). 

yu’on  mette  au  lieu  de  rf.r’  +■  dy’  ■ </;*,  de  d{id),  de  d(v*  t.  et  de 
e’  Vfe*jj*  id  f(/(e’)j",  leiire  valeui-s  tirées  des  équations  Hl),  (E)  et 
(Fj,  et  l’on  aura,  en  divisant  par  dt*  et  réduisant  et  étant  ce  qui  se 
détruit. 


[4/*«’ — («■  — c’ -!-/■)’]  r/i' 

r=  [4y*«*  — ( «*  — f'V]  (4*'  *+■  ~ ^ v(  H*  -4-  3«f*  ~~f'u) 

— 4 B (c* -t-  3c«‘  —f‘v  \ — 4^‘ ( "’  **■  -4-  SuV)  — 4 D( 4 E 

+ c' —_/’>) pv ^3 «-*-  ■ * R^Vc-l-  j -1-  4t-("'  -*■  e')  -t-  »D  j 

-,_4((;/.4.D/>-eE). 

Donc,  si  l’on  l'ait,  pour  abréger, 

K‘=-  C/‘-  D/>-  E. 

on  aura,  en  extrayant  la  racine  cairée  et  multipliant  par 

^ 

4/’«’  — («•—  c’-i-/’)’ 


(K) 


_ _î/'' 

Ht  47^‘«’— («>  — c'-(-/’)’ 


Supposons  maintenant,  comme  nous  avons  l'ait  ci-dessus, 

M -4-  t>  = « — l»  = Ç, 


(•*est-à-(lirp 


n-Hfl  » — a 

U = ^ ? T V t i « 
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et  nous  aurons 

"il  — _ 4/*^  _ 

dt  -p(,,+q)r-[p^+pY 

__  

~ (p'-fnir-fn 

4/K  / ■ ■ V 

p‘—f'  p'-f‘  1’ 

.Mais  on  a par  l'.Vrliclc  III 

4 dt  dp 

P'  — f ~ ^p‘+  M p’  + y P’—  M f‘P  ^ K 

_ _ ; 

+ N</'  + I>7‘—  N/î’  + K 

ilonr  on  aura  onlin 

- /Krff  . 

I ( />'  -/’  ) V '/'■  + M /'*  — M/V'  ^ *■ 

_ _ 

' ( —/’)  V *-V'  / N ÿ'  *-  K 

ce  qui  donnera  f en  p el  q,  e’est-à-dire  en  u el  e. 

.Vin.si,  la  solution  du  Problème  est  réduite  maintenant  à l'intégration 
de  trois  équations  ditîérentielles  dans  lesquelles  les  indéterminées  sont 
toutes  st-parées. 

Au  reste,  ré(|uation  (K)  donne 

37  = JP’  «ülnen  d,^-^-^~, 

ee  qui  montre  que  le  corps  déerit  autour  de  la  lij?ne  B.\.  c’est-à-dire  dans 
un  plan  perpendiculaire  à cette  ligne,  des  aires  proportionnelles  au  teiu|>.s. 

V. 

A l’égard  des  constantes  ('.  D,  E,  elles  sont  entièrement  arbitraires  el 
ne  dépendent  que  de  l’état  initial  du  corps.  Pour  les  ilelerminer,  .sup|>o- 
sons  que  quand  / = o on  ail 

, du  di' 

« = e,  v = li.  -J- = ni.  -r  — II, 

" dl  dl 

lO. 


^ c/x’  -H  dr^  dl’ 

ITt 
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t>l  les  l'Tiiintions  (B),  (E)  el  (F]  doniuTont 


a A 


a.R 

T 


7(fhmn  — V ^3^  -I-  — B ^3/i  -f-  ^ j — iUfg’  ^ A’)  -+- 

g’Ii'int'  + n')  — V (g*  + 3gh'  —f'g)  — B(/i’  -t-  3 lig-  — f’  h ) 
— U{g*  + A'  Rg'’A’)  -I-  D(g^'  A’)  + Eî 


il'oii  l'un  tii'f 


_ >’  A B 

■ ~ 4 7.g 

~ ghmn  - A>-/>)- 


E = g’  A’(hi’  n’)  — g^{g’’  A’)  «in  + 


lg'-h')'i‘ 

4 


/Mg--A>)/A  R s 


cl  coininc  K“  = — ('/'  — I)/*  — E,  on  aitnt 


J [4/’S''“  (A’’~  A>+/')‘]  — g-'A’IW  4 n=)  + gh{g’-t-  /i’—f^)iiin. 

Si,  an  lieu  de  la  vitesse  i,  on  veut  introduire  la  vitesse  (|ue  le  corps  a 
pour  tourner  autour  de  la  ligne  d(!s  rentres,  ou  noinniera  eette  vitesse  /, 
et  ré(|uation  (K)  donnera 

4/K 

d'oii  l’on  aura 

K,--  !4/-g'-(g'-/<-+/')-l/' 

i6/’ 

donc 

1.4/'ff’-(g’’— /<'+/’)’]/’  . ig’fi’{m-  + n’)~.\gliig‘  + li=-f‘)mit 

4/-  ■ ' Jfh'-ie'-h'+T)’ 


ainsi,  il  n’y  aura  (|u’ii  substituer  eette  valeur  dans  relies  des  (|uantités  U, 
D,  E,  que  nous  avons  trouvées  plus  haut. 
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V[. 

Lu  soliilion  (lu  l’rohliune  est  (loue  n'iluite  ii  riiilégratioii  des  li‘ui.s 
(‘((nations  (H),  I)  et  (L).  Or,  comme  les  indtderminées  sont  sé[)i(rées 
dans  ees  ('‘((uations.  il  est  clair  ((u’il  n’ç  aura  (|n’i«  inU-grer  ehu(|iie 
ineinlire  comme  une  différentielle  (lartieulière  (|ui  ne  eontient  (|u'une 
variable;  mais,  en  examinant  ees  différentielles,  on  reronnaitra  bieiittd 
(ju’elb's  dépendent  en  général  de  la  reetilieation  des  sections  coni(|ues, 
et  peuHdre  aussi  de  la  ((uadratuiv  de  (|nel<|ue  courbe  du  troisième 
ordre;  de  sorte  (jti'il  i‘st  imjio.ssible  d'arriver  |(ar  ce  moyen  à des  (‘((na- 
tions intégrales  et  lini(‘S.  (^‘pendaut.  si  l'on  suppose  K=:()  ou  =o,  ce 
(|ui  rend  N = -l-  .M,  il  est  certain  ([ue  le  Problème  ne  (le|)endra  ((ue  de  la 
((uadratnre  du  cercle  ou  de  rby[)crbole,  car  alors  on  aura  le  cas  d'un 
corps  ((ui  SC  meut  en  vertu  (rutl(‘  S(‘ule  force  tendant  vers  un  e(‘Utr(‘. 

l',omme  le  développement  de  ce  cas  renferme  d(‘.s  discussions  délici(tes 
dont  l’analyse  pourra  tirer  ((uel((ue  fruit,  je  crois  devoir  r(‘xamiii(‘r  un 
(len  en  détail. 

VII. 


Sup(((i.sons  d’abord  li  = o.  et  les  (‘((nations  du  Problèni(‘  (l(‘vi(‘ndront, 
en  m(‘ttanl  à la  pla(‘e  de  M et  d(‘  N. 


(.M) 





i(iL- 


.\p*-(-  ïip’  — P P Ê y Uÿ*  -I-  — V/'</  -t-  E 


(//  = 


(N) 


(<») 


{ V<-p‘  ^P'  II/»’  — V P P E 

, 

4 y Uy*  4-  \q'  D(/'  — V/’(/  4-  E 


— ■ 


f^'h’ 


(p'—p)  \ \p‘  ^ D/)‘  — ypp  -(  E 

I n<dq  

' ( 7’  — /•  ) y Cÿ'  4-  \ 4- 1»7'  — \f‘ 7 -4  É 
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KEUJEKCIIES  SUR  LE  MOUVEMENT  l)'ÜN  CORPS 


Or,  si  l’on  lepi'eml  l'cqucition  (Cjdc  l’Arliclt!  Il,  et  qu’on  y Mippusi- 
|{  = n,  on  aimi 


(t*) 


I (/■(«')  _ ^ 
■>  )il’  M 


:4C, 


hupii-llf,  Ptiinl  inultiplitT  puvd{u'‘)  ri  i-nsuiU*  inlépréf,  donne,  en  iijon- 
tani  la  eonstanle  H, 


(0) 

il’oii  l'on  tire 

(K) 

Or 


■ _,A«=4C«>-(-  h. 


I //(UM  II  - . r,. 

7 at 


I f/f  tt*  ) U du  U ( dp  dq  I 

7 dt  dt  ^ 7dl 


iom*.  mettant  au  lieu  de  et  ^ leurs  valeurs  tirées  des  e(|ualions  (G), 


un  aura,  à cause  de  u — 2 et  de  M = N = A. 

3 2 


fSl  j -+■  I' 

! = V*Cp‘  l)p‘  — A f'p  -+-  È + V Cy'  Aç‘  ■*■  lit/’  — Af'q  ■+■  Ê. 

C’est  l’intégi'ale  de  l'équation  IMj,  ilans  laquidle  H est  nue  nou\elle 
ronslante. 

De  plus,  l'équation  (R)  donnera 

,-n  1. 

(F)  «//=-*  - — , 

^ H + 1 Au  -t-  4<i“’ 

de  sorte  (|u’on  aura  l en  u par  les  lo^aritlinies  ou  par  les  ares  circulaires, 
et  cette  valeur  de  l donnera  (en  mettant  à la  place  de  u)  l’intégrale 
du  second  meinhre  de  l’équation  (N). 
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VIII. 

Pour  trouver  iiuiinlcnanl  rinlégrale  de  réquulioii  (Oj,  je  rejireiids 
l'équalion  K),  et  fuisant  (.\rl.  IV), 

«’  — i’’  -t-  f‘ 

-y  * = r, 

V 


J ai 


(/a.  k 1.  • J k</t 


Or,  eu  retraneliaiit  l’équalion  (D)  de  réquatioii  C)  el  iiieUaiil 
au  lieu  de  «’  — e’  -I-/’.  on  a,  à cause  de  B = o. 


d's  \t 

JF  li' 


Soit  f = HZ,  el  l’on  aura 


id’u  + •uizdii  + ud'z  \î 


Mais  l’équation  IP)  donne 
el  l’équation  Q)  donne 
de  sorte  qu’on  aura 


ud'u-t-du‘  A 


u‘du‘  „ , ,,,  , 

= H -t-  a A II  +•  4 <■  « ; 


f/l  fl  A H _ 

i/7>  ~ II’  II’’ 

doue,  substituant  rette  valeur  dans  l’equatiun  précédente,  elle  deviendra 
celle-ci. 

tdzdii -i- iid'z  Hz 

■ di‘  IF 

laquelle,  étant  luullipliée  par  3u’dz  et  ensuite  intégrée,  donne 

M*  f/s* 

(U)  Hz’ = 1-, 
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IlECUEKtlIES  SEH  LE  MOUVEMENT  It  UN  EOKFS 


il’mi  l’on  liiv 


•Il 


mais  à caiisr  de  .<  — uz,  on  a 


He>  — 


(loiir  on  aura 


d<^-. 


f/î 

^ L -f*  H ff’ 

k<//  • 

'fu'ii-z')- 

Mdi 


/(I  — 

Pour  niHtro  n’ilc  équation  sous  unp  forme  plus  simple,  je  fais 
* r 


^ I r’ 


re  qui  me  donne 

,h  — , I 

et,  par  eonséquent, 

('  ) 


-,  _ ' î — .“iiT,  v f"  -t-  ( Ê — H ) r‘ 

— ï'  = — ; :)  I L H Z’  = i 

I 4-  r=  ^/T:,.  r. 


f/o  — - 

” 1*  /I 


K dr 


/v'L4-(L4-  H)r’ 


(l’ctii  il  est  aisé  de  tnmver  la  valeur  de  9 en  r;  après  quoi  il  n’_v  aura  plus 
i|u’à  sulistituer  pour  rsa  valeur  tirée  de  ré((uation 


u'  — v'-k-f'  _ ur 

y 1 -e  r' 

laquelle  est 

u’  — v’+f' 

v'4/’h’  — ( u*  — V’  +/>)’ 

et  faisant  ensuite 

/(  — P—-1 , v—P~1 

3!  7. 

re  qui  donnera 

on  aura  l’intégrale  rlierchée  de  l’équation  fO;. 
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IX. 


Nous  avons  vu  qut*  la  ronsianlf  H est  onliiTcmeiil  urliiti'aire;  mais  il 
u'i'ii  i‘st  pas  <1«  mémo  de  la  constante  L : en  edet,  si  l'on  reprend  l’équa- 
tion 'L‘ ) et  que  l’on  y substitue  pour  u et  pour  z leurs  valeurs  en  p et  y, 
les(|uelles  sont 


U 


= t±l. 


ii±£L. 

hp-^1) 


on  aura,  en  multipliant  par  |6/’, 


|(P'  —f')dq-^{q'  —/’)<//>]’ 
dt' 


c’est-à-dire 


\6{pq  +f')  H 

{p  + q)' 


it>/‘i„ 


\.P'-f')'dq'-^{q<-f  ■ ?dp^-i-Mp‘-f’){q'-f')dpdq 
tll’ 


Mais 


_ lÈ}y^&±flï  - ,tir. 

(p-^-q)'  “ 


3tlpdq  = {ilp  + i/qy  — (ip‘  — Jq’  = ^ilu‘  — ilp‘  — dq’; 


donc  on  aura 


Ig'-/*)  df^ 
do 

. 4(/>*  -f’Hq'  -f’)dii’  _ 'dHIpq -»■/■)» 

dl‘  ip-t-q)’  ~ 

Substituons  maintenant,  au  lieu  de  leurs  valeui-s  résultant 

do  do  do 

des  éi|uations  fQ)  et  (G,,  c’est-à-dire 

du‘  Il -(- » A« -4- 4C«' 

^ ~ î?  ’ 
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HECIIKKCHES  SUR  LE  MOUVEMENT  ll  UN  COHRS 


à causf  ili»  U — 


2,\ 


4C 


i/r  \ i/i  + qi’  P ■ 

dp’  i6(<;/»*+  \p‘+  I)/»’—  \f’p+  E) 

IIP  ~ lp"  — q'Y 

dq’  i6  ( + A 7*  + Dfl’  — A/'j  E ) 

HP  {p’-'i'y  ’ 

fl  iiiMis  aiiruiis  réquiition 

— + '/)'  -I- 1)/)’-  Kf'p  ■+  E)] 

-H  ,.i(^ -rnr-M  + 4«:  1 - ,c,/n., 

r J M7  J I (/)  + ?)•  p-’^q  ^ I {p^qY  ■’ 

lai|iifllf  sf  i-fduit,  fil  flTaçant  Cf  i|iii  se  (ictruil,  à felle-fi  : 
i:/'  -f  l)/>  + E -/’  H -/■  !.. 

()i-,  nous  avons  supposé  plus  haut  (AiT.  IV)  K’=  — P./'  — I)/’  — K: 
ilone  on  aura  — K’.— /*H  = /’L,  fl,  par  ennséquent. 

L_  - 

Otie  valeur  de  L étaiil  suhsiituée  dans  réqiialion  (V),  on  aura 


</a- 


K dr 


^ — k*— /'Il  — kV 
ou  hien.  en  divisant  le  haut  et  le  lias  de  la  Irai  tion  par  k, 

dr 


dtf- 


mats 


V'-  - 

__  P9-*-f^ 
\Tf’- p’){q’-f’]' 
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fimif,  si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité. 


h:< 


’ V ^ ^ K-  j 


en  sorte  <|ue  l’on  ail 


tto 


et,  par  eonsei|ueiil. 


V I - p- 

9 = arc  sinp  -e  G, 
G étant  une  constante  arbitraire. 


X. 

On  aurait  pu  aussi  tiri'r  l’intégrale  de'  l’équation  f.M ) de  l’équation  (l!): 
car,  en  extrayant  la  racine  carrée,  on  aura 


i 

a 

dl  ~ 

mais 

lioiK* 

= V L -H  Ui*; 


et 


„ — PstJl 


ilonc,  substituant  cette  valeur  et  mettant  ensuite  à la  place  des  quantités 
^ leurs  valeurs  tirées  des  équations  (G),  on  aura 


(/»’— /’)vCV  \q‘+  Df—  \f‘q  -t-  E 
(7‘— /’lv'-p'-^  A/>’-eU/»'—  kf'p  E 


y. 


où  l’on  se  souviendra  (|uey“  I,  = il/'  Uy*  H-  li  — y*  H. 

Si  l’on  compare  celle  é<|uation  à l’équation  (S)  trouvée  ci-dessus,  on 
verra  qu’elles  s’accordent  paiTaiteiucnt,  ce  qui  peut  servir  à confirmer  la 
bonté  de  nos  calculs. 


RKCHERCHES  SUR  LE  MOUVEMENT  D'UN  CORPS 


Kl 


XI. 

Supposant  toujours  B = o,  en  sorte  que  l’orl)ite  tlu  corps  soit  feoiiime 
ou  sait)  une  section  conique  dont  l'un  des  foyers  tombe  dans  le  centre  A, 
on  pourra  placer  l’autre  centre  B partout  où  l’on  voudra.  Prenons  ce 
centre  dans  le  point  d'où  l'on  suppo.se  que  le  corps  est  parti,  et  l’on  aura, 
dans  les  formules  de  l'.Article  V, 


et  par  conséquent, 


B = O,  h — O,  g— fi 
__  /■  A 


E=  h — ; 

4 ^ 


â \ 

ou  bien,  à cause  de  i’  = .'4C  -H  -jri 


D=-aC/'-  A/. 
E = C/‘  + .A/>. 


Donc  on  aura,  en  substituant. 


i',p‘  + A/)’  -t-  D/>’—  A f‘/i  -e  E 
= Cp<  + Ay>‘  - 1 Cf ‘P’  - \fp-  - \.f’p  -r  Cf'  + A/ 
= C (/>’-/>  P -I-  A (;>■-/■)(/.  -/) 

= A (/;  +/)], 

et,  de  même. 


l9‘+Dî>- A/'v  + E=(7-/)>[C(v  +/)’+  Mv  +./')l- 
De  sorte  que  les  équations  .M  ) et  'N_  de  l'.\rticle  VII  devieudrotit 
dp  _ dq 

ïp-fü^p  +/)’  + A {p  +/)  ~ (ï-Zhuiv  ^fy^Cfq  +7V 

p'^p ■ 

Up—f)\^(p  ■+-f]' -^[p  +f)  4(</-/)yti(9  -e.A)’  + '(y  -e/l 
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Miilliplioiis  l;i  première  par  et  ajouloiis-la  à la  seeomie,  ou  aura 


,li-. 


[p>-p)dp 


ig’  — .Pdq 


4(/^-/)v';/^/)’+  V(/>  -t-/)  .{(,/ -f)^‘Clq  -/)■+  A(ï  +7) 


e’est-ii-ilire 

il>-^f)dp ^ (?  ^)Jq 

4 ><;(/'  +/)■  + A (/»  +/)  4v«.(</  +7)’+  \ (y  X/)' 

(loue,  si  l'on  l'ail  pour  plus  de  siinplieilé 

a a 

,=  SL±/=":l!1±/, 

a a 

on  Hurü 


ür,  lors(|ue  t = o.  on  a.  par  lij'pntlièse,  e=  n,  donc  /•  = i;  ainsi  il  ne 
faudra  point  de  eonslante  dans  rinlépralion , pourvu  <|tie  les  inlé^'iales 
des  deux  formules 

nlr  ^ sdi 

*Âr  y'4*-<' As  . 


soient  prises  de  la  même  manière. 

Cette  expression  du  temps  t est  remarquable  en  ee  qu’elle  ne  eonlieni 
qu'une  seule  eunstanle  C dépendante  de  la  nature  de  la  seetion  conique, 
au  lieu  (|ue  les  expres.sions  ordinaires  en  eontienneiil  néeessairetnenl 
deux.  Pour  voiree  que  c'est  que  celle  eonslante  C,  il  n’y  a qu'à  eon.si- 
dérer  ré(|uation  fTj  de  l'.Vrliele  VII  dans  laquelle,  u étant  le  rayon  vee- 
leur,  il  est  clair  t|ue  les  absides  <le  l’orbite  seront  aux  points  où  ^ = o, 
e’esl-à-dire  où  H a Au  4C«’  = o;  d’oii  il  s'ensuit  que  si  l’on  nomme 
«'  et  u"  les  valeurs  de  u tirées  de  cette  équation , on  aura  u'  -t-  u“  pour  le 
jîraud  axe,  et  u"  pour  l’exeentrieilé;  mais,  sans  résoudre  l’équation, 
on  sait  que 


m KECIIKHCHE*;  SUR  EE  MOUVEMENT  I)  UN  COURS 
(idiif,  si  l'üii  iiümiiK'  a le  jjrami  axe  de  l’orbile,  mi  aura 


el  par  ronséquent  C 


de  sdi'le  ()iie  l’dii  aura 


(//  V a A 


rdr 


sds 


Dune,  si  BC  a,  esl  une  |mrtioii  (|uelcoiii]ue  de  la  seeliou  euuique 
deerite  (lar  le  eor|»s  autour  du  loyer  A,  le  temps  employé  à pareoiirir 

rig  J. 


l'an-  Ht;  sera  donné  par  la  somme  des  deux  rayous  vecteurs  AB  el  At:. 
par  la  corde  BU  el  par  le  ^raud  axe  de  la  seetion;  ear  faisant  AB  = /. 
Ai;  — U,  on  aura  BU  — e:  donc 


AU  T AC+  BC 


AB  + AC  - Bi: 
a ’ 


el  le  temps  elierrlié  sera  exprime  par 


X 


V 2 À 


Au  reste,  ce  ihéori-me  a déjà  élé  démontré  syiilliéliquement  par 
M.  Lambert  dans  son  Traité  sur  les  Orbites  des  comètes. 
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XII. 

(j)iniiii'  la  ilillicullt*  de  rinl<*gra(ioii  des  eqtialiuns  (II),  (I;  el  (Lj, 
qui  renreriiient  la  .suliilioii  du  Prolilèitie  ^èiuTal,  ne  vient  que  des  radi- 
caux v (i/t'-t- D/)’— M/7» -+- E et  vE?'  + N<7’-(- Dÿ’— E. 
supposons  que  les  constantes  C,  D et  E,  dépendaiileg  de  riinpidsion  pri- 
inilive  du  corps,  soient  telles,  que  les  (juantités 


V.fi' + Mp‘ l)p‘— St  f’p  + V.  et  Cy' -t- N^'  e Itÿ’ — X/'</ -e  E 

contiennent  chacune  un  facteur  carré:  el  il  est  clair  que  les  radicaux 
ilont  il  s'agit  se  réduiront  aux  formes 


et 


(/»-*)  v</’ •*' y 

(</  — ))yCv’  + PI  + V, 


de  sorU-  que  les  équations  du  Prohlione  ne  dépeiidroiil  plus  que  de  la 
quadrature  du  cercle  ou  de  l’hyperbole. 

Pour  cela  je  fais  p — » = x,  et  je  substitue  x + a au  lieu  de  /»  dans  la 
quantité  t\p'  p-  S\p’  -1-  D/>“—  K;  j’ai,  en  ordonnant  les  ternies 

par  rapport  i»  x. 


t;.r‘  -e  (4tia  -e  Al  ) a’  s-  (tlt^a'  3Ma  It)  x* 

-i-{4Ca'-l-3M*’-l-7na  — M/’)  .r  a-  (^a*  -t-  M a’  a lia'  — \l/-  a -I-  E. 

Or,  alin  que  celte  quantité  conlii'iine  le  facteur  .r^,  il  faut  néces.sai- 
reinetil  que  les  deux  derniei-s  termes  évanouissent;  ainsi  l’on  aura  les 
deux  é(|ualions 

i tia*  * M a*  -I-  lia*  — MF'x  E — o, 

(X)  ' 

I 4Éa*-(- 3Ma* -1  ilia  — Al/’ = ii. 


par  le  moyen  de.sqiielles  on  déterminera  taiit  la  quantité  a que  la  rela' 
tion  (]ui  doit  avoir  lieu  entre  les  constantes  C,  1).  E. 
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l)(>  rpllc  manÜTp,  la  qiiaiililé  <loiil  il  s'agit  deviendra 
-l-(4Ca  -t-  M )x  + 6U*’  -+-  3Ma  -e  D'j, 
mi  liien,  en  remellant p — a pour  x, 

(/>  — *)’[(;/>'  -I-  (ïCa  + M )/i  3C«’  -t-  îM*  -r- 1)]; 

de  sorte  (|ue  l’on  aura 

|3  — îUa-t-M  et  y = 3Ca' 4- îM* -+- II. 

Du  trouvera  de  la  inènie  iiianièi’e  les  deux  équations  en  À 

j C).‘ -i- NÂ’ + 1)/.’ — NyD.-*-E=:o, 

I 4).«+3N).=  + 2Ü),- N/’  = o, 

et  ensuite 

a = 2CX-T-N  et  y = 3C?'-4- a NX -e  II. 


XIII. 

Ko  taisuiil  P — Cl  = x,  et  supposant  que  les  deux  équations  f X)  aient 
lieu  en  même  temps,  on  aura 

üp  dx 

\ Cp'  -4-  tlp‘4~l\p'  — •Mjf'/'  K X yûx’  -•-(  4Ca  M j.x  -I-  ëU»’  4-  3.M  a I) 

.supposons  X infiniment  petit,  et  le  s(>eond  meuilire  de  rette  équation 
deviendra 

</x 

X y tic  -H  3 M * 4-  Il 

dont  l’intégrale  e.si 

I I X 

vtlCst’-l-  3Ma-+- Il  X 

X étant  une  constante  indéterminée. 

Or,  si  l’on  lait  (ce  qui  est  permis)  X =o,  et  que  l’on  suppose  aussi  x =x«i, 

la  quantité  ^ deviendra  c’est-à-dire  indéterminée:  d'où  il  s’ensuit 
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qiiVn  fïiisant  p ~ a,  la  valeur  île 

Ç '{p  

J ^ C/>‘  M />’  -I-  Up'  — M pp  4-  E 

restera  iiidéteriiiiiiée,  et  i|u’ain.si  réqiiatiiin  (II)  aura  toujours  lieu  i|uelle 
que  soit  il'ailleui's  la  valeur  de  t/. 

Doue,  lorsque  les  eoustaiites  E.  D,  K .sont  telles,  que  les  deux  équa- 
tions X)  aient  lieu  en  niénie  teiiqis,  on  pourra  supposer  ^ = a,  et  les 
lieux  antres  équations  du  l’ridilèine  .seront 

,/f  = — , 

4 \ X'v"  -1-  Uij'  - N f -q  ■+■  E 

,/o= 

(/’-*')(7’-/’)vUï‘  + N'/’ 4 t)v-  N/‘v  - E 

Or,  puisque/l  = « 4-  e,  il  est  visible  que  la  eourlie  décrite  par  le  corps 
sera  une  ellipsi*  mobile  autour  de  sou  jfraud  axe,  et  dont  les  foyers  tom- 
beront dans  les  deux  centres  des  forces. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  si  les  équations  (Y)  ont  lieu  et 
(|u’on  fasse  y = ).,  l'équation  1 II)  aura  lien  (|uelle  que  soit  la  valeur  dc/i, 
et  que  les  deux  autix’s  équations  du  Pridilème  deviendront 

4 \ i.p‘  4-  M/l'  -,  tlp'  — M f‘p  4-  E 

. ; 

(f'  — i.^'Ap‘—f’)qCp‘~  M//'4-  Dp'-  M/  p ^ e' 

et  comme  q = u — c,  on  voit  ipie  la  courbe  ne  sera  autre  cliosi'  qu’une 
hyperbole  mobile  autour  de  son  axe,  et  ayant  .ses  deux  foyers  dans  les 
centres  mêmes  des  Ibrces. 

XIV. 

Si  l'un  des  centres  des  forces  s'éloignait  à l'intini,  alors  la  force  ten- 
dant à ce  centre  inüniment  distant  deviendrait  uniforme  et  agirait  sui- 
vant des  lignes  parallèles:  ainsi  l’on  aurait  le  cas  d’un  corps  attiré  vers 
un  centre  lixe  par  une  force  réciproquement  proportionnelle  aux  carrés 
Il  11 
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‘Kl 

lies  (lisluiiccs,  «*t  pouss»^  «mi  Icnips  p;ir  une  fom"  de  valeur  el  de 

direelinii  ( (instantes. 

Pour  a|ipli()uer  nos  t'orniules  il  ce  cas,  il  est  visilile  (ju’il  n’_v  a (|u’à 
faire/=  x , et  ensuite  v — x.si  c’est  le  ceiiire  H qui  s’i'ldigin*  à l'intini. 
ou  liien  M = X si  c'(‘tait  le  centre  A (|tii  lïit  intiniment  distant. 

Suient  donc/=  x et  e = x . et  soit  z la  dillërence  de  c(‘s  deux  ipiaii- 
lites,  en  sorte  (|ue 

>’=/—  Z, 

il  est  clair  ([u’en  supposant  (]ue  'fig.  3;  .soit  le  centre  des  lorces  A, 
Alt  la  ligne  suivant  laijuelle  agissent  les  Ibna's  constant(“s  el  paralli-li's. 

Fie-  3. 


/ 


(i  le  lieu  du  corps  dans  un  instant  i|uelc(iii(|ue,  el  CD  une  perpendiculaire 
aliaissiV  du  point  C sur  la  ligne  ,\B,  on  aura  .\C  — u et  .\D  = s;  de  .sorte  * 
que  les  équations  en  « et  c d(>vront  se  clianger  en  d’autres  cquations 
(>n  U i‘t 

Soit  A = aag’’  et  B = ajSA’,  en  sorte  que  aa  el  ajS  .soient  les  forces 
<|ui  agissent  sur  le  corps  au  eonunenceinent  de  son  mouvement,  la  pre- 
mière (le  ces  forces  étant  dirig(H‘  vers  le  centre  A,  et  la  seeomle  parallè- 
lement à la  ligne  .AB;  l(“s  constantes  C,  D et  K détermiiKU’s  dans  l’.Ar- 
licle  V deviendront 


h = g/imn-  *'  - aglg*- A'-/*)  - 

E — ÿ=A’(m>-(-  n’)  — gli{g'  -t  h’)mn  -f-  — jJA  i. 
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Or,  piii.s(|U(‘  h est  la  valeur  île  v lui  premier  instant,  si  l’on  suppo.se 
(|Ue  Z soit  alors  la  valeur  île  z.  on  aiiin  h—/ — Z,  et  les  expressions 
préeédentes  {leviendroiil,  en  ordonnant  les  lermes  par  rapport  à /. 

<•  = )’+  /’/• 

i»  = a + 6'/+ô'/’- 

F.  = e -H  £'/  4-  t P 4-  I*/*  4-  £•’/■  ^ t'/‘, 

OÙ  l'on  aura 

t + ?Z. 

•i'  j>mn — imsg)  + 

?Z), 

i — Z‘)’4- ÿ»mZ(^’ 4-  Z')4-g-M«i'  + 

i'  = — Z*}  — -4- 3Z=)  — n^)'/.. 

t*  — 3^'whZ  — ^ — 3Z')  -t-  ( ) (g"*  — ZM, 

r*'  — gmn  — Z ( /*  — î ag  ) — ^ ( g’  — 3Z^  ), 

■ ‘ - T ~ 

De  plus,  si  l'on  fait 

M = fl  4-  ,tt'/ 4- 

N = V 4-  v'/ 4 y* 

on  aura 

.U  = ?3tg’4-7?Z',  fl'  ^-4?/,.  = 

y aa^'— î^Z',  y'=4?Z,  v'r-  — 

Maintenant,  puisi^ue p = ii  + v et  q = u — e.  on  aura 

el  //=-—/■ 4- H 4- î: 
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soiiMil  (ioiic  1/  2 = Q ('t  U — 2 = P,  en  sorte  que 

P =/-e  P el  ij  = -/h-  y : 
on  iiiira,  iiprès  toutes  les  substitutions, 

Cp'  H-  Mp'  s-  !*/»■  — M /’/(  E 

= /*(•/'  t-  «')+/*[■/  i" (4/  1 P] 

s-y^[iî'  et"-t-(4)'-*-  au'  -4-  26")  P +((>/'  -t-  3fi")  P'] 

-e  /•  [ O 4-  £"  + 2 ( (il  -H  â'  ) P + ( Üy  3fi'  0*  ) P-  + ( 4 y'  + a“  ) 1»  i 
-t-yit'  4-  aôP  4-  ( 3|U  -I-  3'  ) P’  4-  (4y  4-  u'  ) I”  4 y' P'] 
s-  e 4-  ij  P'  4-  (i  P’  4-  y P‘. 

Or. 

y'  4-  £'  =;  O, 
y 4-  ô'  4-  £"  = O, 

4 y'  4-  ï u"  =r  O. 

3'  4-  £*  = O. 

4y  ^ ifi'  -¥■  9Ô"  — O, 

t>y'  4-  3u*  = O, 

3 4-  £*  = g-' ( 4-  «')  4 tgnm'/.  — i‘ ( g‘  — Z' ). 

_u  4-  3'  =r  goin  4"  *’  Z 4-  7.  a g (g"  — Z ) 4-  ^ ( g-'  — Z'  ), 

(>y  4-  3jx'  4-3'=  — 4(ag  4-  ^Z). 

4y'4-(i'=-73, 


Donc,  puis(|ne  les  coellicients  des  termes  alleetes  de  de  /*  et 
de /’  sont  nuis,  et  que  ceux  des  tenues  alFeetés  de ne  le  sont  pas. 
il  s'ensuit,  à cause  de y=  oo  , que  ces  tleux  derniers  termes  sont  les 
seuls  qui  doivent  être  conservés;  de  sorte  qu’on  aura 

V.p‘  -e  M p'  4-  Dp’  — M f-p  4-  E 

=/’[(  4/  4- «'’)!■>  4- (6y  4.  3/4-3")P’  4 7 ( u 4- 3')  P 4-  0 4-  f']. 

De  même,  en  changeant p en  q el  M en  N,  et,  par  conséquent,  P en  Q, 
/en  — /et  U.  en  v,  p!  en  v'.  p"  en  v",  on  aura 

Liy*  4-  N<;‘4-  D^’—  N/’ÿ  4-  e 

—/'[('(/ 4- v'')(l>4-(t;y  4- 3v'  4-3')Q’4-2(v  4-3')0  4 3'4-f"]. 
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Donc,  .si  l’on  fait,  pour  abréger, 

?z). 

Tn  = gmn  ■+■  l’Z  + 7.xg{g—‘/.]  -H  — Z‘). 

6 = g-'tm’  + n’)  — ag/H«Z  — <'(g'  — Z’), 
p = />— 4(ag-— 5|3Z), 

• rr  = gmn  + i'7.  + fagig  — Z)  + 3{g'—  57,’], 

on  aura 


<i;t 


\ Cp'  -t-  Mp’  + Dp’  — .Vi f’p  + E,  — f y' — -t-  ÏP’  -t-  2YÎ  P -t-  6, 

yC^'  -t-  N^’  + 1)^’  — + E = — t’i^Q'  pO'  -e  ’tQ  6. 

et  l'équation  (H)  de  l'Article  III  deviendra 

rfP  _ _ „ . 

2^1”  4-  ÏP'  4-  2 r,  P 4-  0 y — (ijîQ’  4-  pQ’  4-  2ffQ  4-  5 


Ensuite,  on  aura 


<//  = — 


(P  4 Q)ilp 


a y*—  2 jjP'  4 rp:  5,,  P 4-  9 


ou  bien 


<//=  — 


P</P 


Qr/Q 


l y—  2^P’  4-  ÏP*  4-  2K  P 4-  6 ® y — <>?Q'  4-  pQ’  4-  2sQ  4-  6 


Enlin,  pour  avoir  la  transformée  de  l’équation  (L),  on  remarquera  que 
— K’  est  égal  à ce  ([ue  devient  la  quantité  Cp'-¥  Mp’  ■■  \)p*—  M/’p^  E 
lorsque  p=/,  de  sorte  qu'à  cau.se  de/>=/  *- p ||  n’y  aura  ((u’à  faire 
P = o dans  la  (|uautité  — a^P’4-  ^P’4-  ayjP  4-  S)/’  pour  avoir  la  valeur 
de  — K’,  laquelle  sera  par  conséquent  égale  à 5/’;  mettant  donc/y  — 5 
au  lieu  de  K el  faisanl  les  autres  substitutions,  on  aur.i 


(/P  y - 9 

2 P y/‘—  a^P*  T^pî 4-  in  P + 9 


rfQv-9 

»Q  y—  •'iîü^  4-  pQ‘  4 2ffQ  4 5 
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XV. 

(>  Mt'ilioire  ü eii*  i'iiiii|iosi-  eu  avant  la  |iul)lk‘alioii  du  torru-  XI 

des  S'otKcatur  Co/nmentdires  rie  ^‘l•'lenilmllrg.  J’ai  troiivù  d»‘|mi.s  dans  ve 
tiinn*  de  nouvelles  reelierehes  de  .M.  Euler  sur  le  Problème  que  nous  ve- 
nons de  traiter,  dans  lesquelles  ee  savant  résout  aussi  le  cas  oii  l’iirbite 
du  eor|)s  serait  à double  eourbure.  ee  qu’il  n’avait  point  l:nt  dans  ses 
(Jremières  reelierehes  sur  eette  matière.  .\ii  reste,  le  leeteur  peut  eom- 
parer  notre  solution  avee  eelle  <|u’on  trouve  dans  le  tome  eité,  et  jujter 
laquelle  des  ileux  est  la  plus  diieeti'  et  la  plus  simple. 


SECOND  MÉMOIHK, 

Ot  I.  ON  AféUOVK  l-A  IIÈTIIODK  PIt  fcCfinKXTE  A l»l  KKfiH  EXTKs 
HVPOTIIESKS  I)  ATTRACTION 


Nous  avons  suppose  dans  le  Mémoire  preeedent  ipu"  le  eorps  était 
attire  par  des  tbrees  léciproqiieinenl  proportionnelles  aux  earrés  des 
distanees.  et  nous  avons  trouvé  que  dans  eette  bvpotliè.se  les  équations 
du  mouvement  du  eorps  étaient  intégrables.  Nous  allons  maintenant 
examiner  en  général  s’il  n'y  aurait  point  d’autres  hypothèses  d’attraetion 
où  l’intégration  réussirait  aussi:  e’est  une  reeherehe  qui  peut,  je  erois. 
n’étre  pas  sans  utilité,  soit  dans  le  ('.aïeul  intégral,  soit  dans  la  Méca- 
nique. 

I. 

Soient  J.  y.  Z les  coordonnées  rectangles  de  l’orbite  dn  eorps,  p sa 
distance  à l’un  des  centres  i>t  P la  force  d’attraction  de  ee  centre,  y la 
distance  du  eorps  à l’autre  rentre  et  Q la  force  d’attraetion  de  ee  second 
centre:  enlin.  soient  «,  h,  c les  coordonnées  qui  déterminent  la  position 
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(1(1  ('(‘ntrc  dos  lorres  P,  cl  a,  |S,  y les  coocdoniK-cs  <|tii  rc|)<iiid«-ni  »(( 
centre  de.s  forces  Q;  on  aura,  en  prenant  relt'inenl  du  temps  di  pour 
(■((nsiani,  les  trois  équations  suivantes  : 


d’r  (x  — o)P  (x  — a|(.) 

<//  < P 'I  ' 

...  (.-Il::  ..  „ 

dt'  P 'I 

d'z  {z  — c)\'  (î  — y)0 

1— L — O, 

tll‘  P <J 

dans  lesquelles 

P — y/(x  — «)>+•  (_r  — c )', 

<1  — six— X y 4-T>~-  ? Y + ( : — y)'- 


II. 


Supposons  (|ue  P soit  une  fonction  de p,  et  0 une  fonction  de  >/.  et  les 
eiiuiitions  |>récedentes  d((nnerunl  d'aliord  celte  intégrale 


( M 


rfx’ -4- </v* -e  (/*•  . r,.  , 

7/’ * I 1 ~ "• 


Ensuite,  nouimani  / la  distance  entre  les  deux  centres,  en  sorte  que 
/=  (c  - ÿ)’, 

on  Irouveca,  par  un  raisonnement  semlilahie  à celui  de  l'.Vrlicle  II  du 
.Mcmoice  précèdent,  ces  deux  équations  en  p,  <f  et  /, 

1 ..  * l£^rv>  * * ,f^.„ 

Du  liien.  si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité. 

p'-fx,  <i'=f‘,y,  ÿ-'  l'I. 


r)  li  ne  faut  |tas  eonfotHln*  les  quanlttés  j-  et  r que  iio«is  einpU>\ons  ici  aver  n»lles  que 
m>u.t  avon.4  déjà  tmipteyées  dans  IWrlicIo  préeétlent. 


«i  UEClIERtlIES  SDK  LE  MOUVEMENT  D'UN  COKPS 
on  iiuni  CKS  (lfux-<-i  : 


(B' 


, I rf’x  i)Y  Cv  I Tv  J 

- j ^ f ^ ‘^y  ~ '*• 


{ J -t-  »■  — i)X 


iliiiis  li‘s<|ueilcs  X csi  uni-  ronctiun  île  .r,  et  Y une  i'unrtion  de  v. 

Ainüi.  lu  sululioii  iln  l’roliirmf  (lf'‘pcn<i  muiiitcnunt  ili*  rinléÿ^rution  de 
cfs  di'ux  «■(|iialioiis. 

III. 


Pour  irtidrc  nos  riM-IifrcIifs  pins  jJtfncrales,  proposons-nous  les  •'•(Ulu- 
lions 

I tl-x 


(//' 


-I-  M - fl. 


I d'y 

- —tr  -O  N ^ O, 
•»  at- 


M et  N i.‘tanl  dos  l'ourlions  dr  .r,  v,  cl  vovons  (|iicllcs  sont  les  conditions 
de  rinti-j'rahiliU'  de  ces  e(]iiations. 

Nous  .supposerons  (pie  ces  deux  é(|ualions  i-lani  inulliplii^es  l’une  cl 
rantre  par  des  (|uaiilili''s  eonvenahles,  et  ensuite  ajoutées  ensenilde, 
rornienl  une  ('■i|ualion  inlej'ralde.  Otle  supposition  est  petil-t'lre  la  seule 
ipii  eonvieiine  ii  la  nature  des  ('(pialions  propos('*es.  et  elle  est  d'ailleurs 
la  plus  naturelle,  et  en  in(’me  temps  la  plus  générale  ipi'on  puisse  l'aire. 
Or,  roinine  les  deux  inenihres  M et  N sont  des  ipianlités  linies,  il  est 
visiitle  que  les  iiiiiltiplirateiirs  ne  sauraient  être  (pie  des  quantités  diire- 
rentielles  du  premier  ordre.  Prenons  doue  mdx  -h  ndv  et 
pour  les  nuiltipliratenrs  dont  il  s'agit,  m,  n,  ij.  et  v étant  des  l'onelions 
de  .r  et  y,  et  nous  aurons  l’é(|ualion 


mdxil^x  -y  inh  d’x  4-  adxd’y  ■+-vJyd'r 
1 dt  ’ 


(niM  -t-  uN  )dx-t-{nM  -t-vN  )i/y  — o. 


la(|uelle  ne  saurait  être  inlegralde  à moins  que  les  deux  parties  (savoir 
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celle  qui  contient  des  diirérences  secondes  et  celle  qui  ne  contient  que 
des  diirérences  premières)  ne  soient  intégrables  cliaeniie  en  particulier. 

Or  il  n’est  pas  iliflicile  de  voir  que  l’intégrale  de  la  premii-re  ni‘  peut 
être  que  de  celte  forme 

\dx'  + Bdxdj-  Cdy’ 

Tir  ’ 

A,  B,  t;  étant  des  fonctions  de  x et  j;  donc,  comparant  la  dilférentielle 
de  la  quantité  A </x’  4-  ïieirdy  -+-  Cdy^  qui  est 


tKdxd’x  4-  B{dyd^x  4-  dxd^y)  ■+■  iCdrd’  y 

dB  </C> 


rf.\  , , i'd.\  dB\  , , , / 

avec  la  (piantité 


dy  dx 

dxd’x  ■+-  ndrd’x  4-  fjidxd'y  -*•  vdyd'y. 


dy'dx  4-  ^ «/)  ', 
dy'  ' 


on  Huru 


d\ 


>■ 

II 

3 

s 

II 

:/!=(*,  ü C = », 

d.K 

dC 

di=°' 

dy  -°- 

dk  dB 

dB  dC 

dy  ^ dx 

np^di="- 

= 0 et  ^ = 0 

donnent  d’abord 

\ = fond,  y 

et  C = fonct.  x; 

d.\  dB 

. dB  </C 

S -7-  -f-  -T—  --  ei  -T — h T—  = <> 
a>*  dx  dy  dx 

d’A 

d'C 

dy* 


dx'  ' 


d’oii  il  est  aisé  de  conclure  que  les  quantités  .A  et  C ne  peuvent  être  <|ue 
de  la  forme  suivante, 

K — n + by-y-  c>'S 
C = g 4-  /ix  4-  ex'. 


a,  h,  c,  g et  h étant  des  constantes. 
II. 


i3 
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!»8 


Maintenunt  r<’(|uation  ^ ^ ” ilonnera 


tlx 


= -h- 


atr. 


d'oii,  t*n  iiuégrant. 


B = — (fc  + ac/jx  + fond.  _r; 


mais  l'aulri-  oquation  ^ ^ donnera  de  même 


de  sorte  <|ti'on  aura 


R = — (A  + acx)^-+-  fond,  x; 


B -=  K — l>T  — hy  — 2CX  r> 


K étant  une  eonstanle  arbitraire. 

.\vant  déterminé  ainsi  les  quantités  B et  C,  on  aura  pour  les  miilti- 
pliealeurs  des  équations  proposées  les  deux  quantités 

2\dx  -+•  B(/r,  et  B</x  + aCrfv; 


et  il  ne  restera  plus  (ju'à  rendre  intégrable  la  lormule 
( a ,\M  + BN  ) rfx  -e  ( BM  aCN  )</r  : 

ear  alors,  en  nommant  Z l’intégrale  de  cette  lurinule,  on  aura  l'équation 
du  premier  ordre 

\(/x’  -I-  Kdxdr  + Crfr’ 

rrf — ronsl. 

■îdl' 

Or,  pour  qu’une  quantité  telle  que 

( a ,\M  H-  B\  ) </x  4-  ( BM  + a CN  ) dy 

soit  une  dill'éreutielle  exacte,  il  faut,  eoinme  on  sait,  i|ue  l'on  ail 

(/(  a.\M  -e  BN  ) _ (/(  BM  -t-  aCN  ) 

dy  “ • 

c'est  l’équation  de  condition  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  les  éijuations 
proposées  admettent  une  intégrale  du  premier  ordre. 
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QUI  EST  ATTIRÉ  VERS  DEUX  CENTRES  FIXES.  9» 
Puis<|iii‘ 

( a AM  -t-  BN  ) dx  -t-  ( BM  + aCN  )dy=:d'i, 

I aiirü 

dZ 


a AM  -t-  BN  = 
BM  -H  aCN  = 


2?’ 

dZ 

dr' 


et,  par  coii.séciui'iil. 


M = 


N = 


4 AC-B>  ■ ’ 
4 AC -B'  ■’ 


oii  l’on  pourra  prendre  pour  Z uiu-  fonctioii  ((uolcouqur  do  j-el  y. 
Si  l’on  fait  enrore 

4AC-B>.^D  et  Z = D’V 

(V  étant  une  l'oiu'tion  quelconque  de  x et  y),  on  aura 


Or.  à cause  de 
d\ 

35 

on  trouvera 

<M»  _ 

dx  ~ 

ilonc,  nu  aura 


3DI 

\ ^ n 1 **  r 

3V 

b‘''\ 

dx 

1 -F-  U 1 a G 

dx 

&) 

. dl) 

„dl) 

J -e  D |a  A 

d\ 

..  dV  1 

dy 

rfC 

3B 

dA 

3R 

rfC 

O.  -J-  ; 

dx 

--  dy' 

dy  - 

dx’ 

^dK 

5>  ^ 

dy  - * ( 

“X  C ~r 
dy 

i3. 
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Ainsi,  toutes  les  fois  que  les  (|uantités  M et  N pourront  se  riiinener  ii 
eette  forme,  les  équations 


1 d'x  I d'r  .. 

- -I-  M = O et  - N = O 

2 <//’  2 «/’ 


auront  pour  intéffrale 


\dx' +Bdxdr-*-Cdy’ 

^ ■+■  l)‘\  =ronst. 

idv 


A l’égard  de  la  quantité  D on  trouvera,  en  substituant  les  valeurs 
de  A,  B,  C et  elfaçant  ce  qui  se  détruit, 

0 = ^ag  — K'  + -i-  7bK.)x  -*-{.\bg  + ï/iW)x 

-t-(4flc  — b’)x’  + [^cg  — b’)y’  -t-  (2éA  + 4c K 


IV. 

Pour  appliquer  la  inétliode  de  l'Article  précédent  aux  équations  ; B),  il 
est  visible  qu’il  ne  faut  que  faire 

M=jX-t-^(x  + r — i)V+  Ç \dx  -t-  I Y dy, 

N = _v  Y -t-  ^ (a-  -4-  >•  — I ) X I \dx  j" Mdy, 
ce  qui  donnera 

dZ  ■=  I 2Ax  -t-  ^ B(x  i)  I Xrfx  + [B/  -t-  A(x  i)]  YVx 

-t- 1 2C,r  -f-  ^ B(x  + V — i)  I Yrfr  -t-  [Bx  + C(x  4-_v  — i)]  X(/r 
^ f Xfir -e^Y'rfvj  [{2A B)(/x  + (2C  + B)rfr|. 

quantité  qui  devra  donc  être  intégrable  par  elle-même. 

Supposons  que  la  (juantité  (aA  B)<£r  -4-  (aC  B)rfr  soit  elle-même 
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yül  EST  ATTIRÉ  VERS  DEUX  CENTRES  FIXES.  IIM 
une  (liflereiilielle  exacte  dunl  rintégrale  soit  E,  el  faisant 

(/ V = I 2 Aar  -e  ^ B (x  — i)  — E | X</x  H-  [B>'  h-  \(x  -e  »•  — >)]  \ dx 
■+■  I nCy  + ^ B(x  -i-  r — ')  ~ E j Vrfv  + [Bx  + C(x  — i)j  X (/) . 
un  aura 

dl  = d{v.  f\dx  + E j'\dr)-l-d\  ; 

(le  sorte  qu’il  ne  s'agira  plus  que  (le  rendre  la  quantité  d\  une  ditl'éren- 
lielle  complète. 

Or,  pour  que  la  quantité  (aA  + + (aC-^  HJrfy  soit  une  diiïé- 

ivntielle  exacte,  il  faudra  (jue  l'on  ait  c = o v\  h = b dans  les  valeurs  de 
,\,  H,  C,  moyennant  quoi  on  aura 

A = a-i-iv,  C = g'-eéx,  d'où  B = k — ft(x -t- r)i 

d’où 

E = « + (a«  -t-  K)x  + ( 3g  + K)_r  — ^ (x  — y)*, 

< étant  une  constante  arbitraire. 

De  cette  manière,  la  quantité  d\  deviendra 

I -ey)— »g.r  — ^ ^ — — lv)y- «)V</x 

+ j^^-^(x  +y)-  30X  — V(/v  -e[g(x  -ey)  — (A  — K )x  — g]Xrfe, 

laquelle  étant  supposée  une  diH'érenlielle  complète,  en  sorte  (pie  V soit 
une  quantité  algébrique,  on  aura  l’intégrale 

A(/x’ Bdxd) • + Crfr’  „ / /’v  1 l ux  \ \ 

((,) •—  I ^dx  ■+■  I Yflfcl  -t-  \ = consl. 


Digitized  by  Google 


102 


UEUIKKCUES  SliH  LE  MOUVEMENT  IfL'N  CORPS 


V. 

J<‘  l•l■m;l^que  d’abord  qu’en  t'ai.sani 

a = o,  g — O,  A=:k, 

la  i|(ianlité  f/\  di-vienl 

d\-~  {\,u  + \ dy), 

9! 

H*'  sorU*  qu’on  aur;» 

V = - — {J ) • 

Or,  on  a dans  ce  cas 

A = 4»',  C — bx,  B = 4(i  — X— ^),  E = I -t- 4 I X -*  _r— J' — j‘)’J  ; 

donc,  subslitnaiU  ces  valeurs  dans  l’équation  (C,,  on  aura,  en  ôtant  ce 
qui  se  détruit  et  divisant  par  b, 

, ydx'  xdr'  -t-  ( I — X — »•)  dxdy 

II.)  ' ' 

£ étant  une  constante  quelconque. 


VI. 


Cette  intégrale  a lieu  en  général  quelles  que  soient  les  valeurs  de  X et 
de  Y:  ainsi,  en  donnant  à ces  quantités  des  valeurs  particulières,  on  doit 
pouvoir  encore  trouver  d’autres  intégrales. 

En  elTet,  comme  il  ne  s’agit  que  de  rendre  la  quantité  rfV  une  dillé- 
rentielle  exacte,  on  n’aura  qu’à  satisfaire  à l’équation  suivante  : 


i = (1^  - «iï  * S - 

en  prenant  pour  X une  fonction  de  .r,  et  pour  Y une  fonction  de/. 


X 4 O-f 


dy  d\[a  — 4-t-K)r — «,V 


(E) 


dy 


dy 
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ür,  .si  l’on  fait  di.sparaitre  dans  cette  équation  les  termes  <|ui  ren- 
lérnient  x et  y,  en  supposant  a = o et  ^=o,  on  aura,  après  avoir 
divisf'  par  — K. 

X _ rf(V.r)  _ V _ <l{Xx) 

» dr  a i/x  ’ 

c’est-à-dire 

X d{\i)  _ V 

a dx  1 dy  ' 

é(|uation  (|ui  ne  saurait  subsister  à moins  que  chaque  ineiulire  ne  soit 
égal  à une  quantité  constante. 

Soit  donc,  en  prenant  une  constante  quelconque  a. 


X 

a 

Y 

y 


multipliant  la  première  de  ces  équations  par  \xdx,  la  seconde  par 
vvrfvi  et  les  intégrant,  on  aura 


d’où  l’on  tire 


X X Y X = a ax  V X -t-  p, 
Vr  v.v  = aay  \jÿ  -e  y. 


X = aa  -+-  ■ 


X y/x 


V = a a -I-  - — _ ) 

y v.>- 


a,  7 étant  des  consUiites  quelcou<)ues. 

'Dans  ce  cas  ou  aura  donc,  à causr'  de  <j  = o et  g — <*. 


k -I-  aé 
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<lonl  riiité({r:ilc  est 


— ( k -e  ïi)  r«{x  r) ^ ^l- 

L v>  vri 


Ainsi,  iiH'Ilanl  celte  ijuantité  au  lieu  de  V dans  réqualiun  (C}>  on 
aura  une  nouvelle  intégrale;  de  sorte  que  les  deux  équations  ditl'éren- 
lielles  du  second  ordre  (It)  se  trouveront  niaintenant  réduites  à deux 
autres  du  premier  seulement. 

Puisque  (Art.  Il) 


VII. 

Pour  trouver  encore  d’autres  cas  d’inlégrahilité,  supposons 

X =:  a + |3 J -e 
Y =<5  4-  er  -e  Ç r': 

siilislituant  ces  valeurs  dans  l’équation  île  eonditioii  (K.  et  Cai.sant  pour 
plus  de  simplicité  h — K=fi,  on  aura  <• 

I ^ (a  4-  |îx  4-  yx’)  -I-  a«x  -t-  aaÇxr  4-  [^(n  — A)  — eu) 

4-a[s(fl  — /i)  — aï]_r-»-3!;(fl  — h)r‘ 

= ( ^ - ïû j ( ô 4-  e^-  4-  Ç.r’ ) 4-  g^r  4-  a gy xr  4-  ( a ( g - A ) - (ig] 

I — r/ ] 3 y f A' ! 
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ce  qui  (loniie 

= “<è'~ 

6^^  — 2nj  + Pg=2£(a  — /i)  — lïn, 

î(^-  ï«j  = 3Ç(u-/i), 

«ï  = ffy. 

d'où  l'on  lire 

a = ^=^,  ; = y.  £ = ?,  d = 2. 

ou  bien 

î=:o,  y = o,  — A +(^  — 3a)/,>-— («  — 3i)«  = O, 

53  5t 

A — 43?  + £«  = <>,  — A — t)ia  ■*  3?  = o> 


|iitroù  l’on  pourra  delerniitier  a,  ^et  /i. 

-Ainsi  l'intégralion  aura  lieu  encore  dans  les  deux  ea.s  suivant.s  : 
f“  Loi'sque  X = «+ jSx -4- -/x’,  et  \ = a + + '/y^,  ce  (|iii  donne 


P 


3ï‘ 

7‘ 


a,  3 et  •/  élani  des  coellieients  quelconques; 

2"  Lorsque  X = a-(-jSjr,  et  Y = 5 + ry,  c'est-à-dire. 


i'  = ap  + 


Ü. 

./• 


a,  p,  ü et  £ étant  aussi  des  coellieients  quelconques  (‘j. 


( *)  CcUi'  ounchis^ion  n'e»t  pa»  e\acUj;  le»  ax'fKcientj^  qui  ti;;urent  cldns  ieÿ  exprcs.«.ii>nÿ  <k*s> 
forct-îs  F «»l  y ne  sont  [las  tous  arbilraireü.  Bflecïiu'nienl,  dans  k*  prcmii'r  cas,  où  n =r  , 


IL 


■4 
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VIII. 

('/•nsidérons  plus  parliculÜTemetit  le  cas  de  l'.\rti(de  VI,  dans  lequel 

3 f'  y f' 

= cl  0 = aa(/+iJ^; 

e P’  ’ fji‘ 

Pi  nous  reinarqiierons  d'abord  que  les  deux  parlie.s  3<xp  et  -iaq  des 
Ibrees  P el  Q tendant  vers  les  deux  centres  donnés  peuvent  .se  réduire 
à une  force  unique  dirigée  vers  le  point  du  milieu  de  la  ligne  qui  joint 
les  deux  centres,  et  égalé  à .jar,  r étant  la  distance  du  corps  à ce  même 
point.  De  cette  manière,  le  corps  sera  attiré  vers  trois  centres  fixes 
rangés  en  ligne  droite  et  à égale  distance  l’un  de  raulre,  el  la  force 
d’attraction  du  centre  du  milieu  sera  proportionnelle  à la  distance,  el 
celle  des  deux  extrêmes  sera  réciproquement  priqiortionnelle  au  carré 
lie  la  distance. 

Or,  si  l’on  prend  les  deux  centres  extrêmes  pour  les  foyei’s  d’une  sec- 
tion conique,  en  sorte  ipie  le  troisième  centre  tombe  dans  le  centre 
même  de  la  section,  il  est  clair  que  cette  courbe  pourra  être  décrite  en 

if’  y 

vertu  de  cbaenne  des  trois  forces  ixr,  ^ et  ^ en  narticulier;  mais 

nous  allons  voir  qu’elle  peut  l’être  aussi  par  l’action  combinée  de  deux 
quelconques  de  ces  forces,  et  même  par  les  trois  forces  agissantes  à la 
fois,  ce  qui  me  parait  bien  digne  de  l’attention  des  GéomiUres. 


IX. 

Puisque 

X = a * H et  V = a * -+-  — 3^ , 

.»V.f 

on  a,  non-seulement  Ç = y,  i = ^ mais  encore  aS  *f*  77  = o.  le  <<ecoiul  cas.  où 

I on  a Ç S5  O,  •/  ~ O,  les  trois  6ernièr«i  des  Quations  A*  «jndilinn  tSrriles  |iar  lji};ranin' 
<ont  homogèm^ti  relativement  à a,  et  rétimination  de  ces  t|uanlités  donm»  la  relation 

( w — ^ -i-  i)  — f:i  ( f»  — 1)  = O.  ( iie  rfuiîU'urA 
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f Xrfj-  -f-  f Vi/r  = aa(  J + _>■)—  ^ ^ ~ i, 

J J ■ v'x  v'.r 


0 •'•tant  iHif  constante  arliitraire. 
Ainsi  l'équation  (D)  devicmlra 


(F) 


y <lx’  4-  T dr’  4-  ( I — X — y)dxdy 

- 


a(j-*-r)  — — r)’— 


L vx  vT  J 


Pour  avoir  maintenant  l'autre  équation  intégrale,  il  ne  s'agira  (|ue  de 
faire  dans  l'équation  (G)  les  substitutions  indiquées  dans  l'Article  VI;  et 
coiunie  les  quantités  b,  K et  i sont  encore  indéleriniiiées,  un  |>uiirra 
faire,  pour  une  plus  grande  simplicité,  K = i , = o,  ai  -t-  K = o,  c'est- 

à-dire,  1=  — moyennant  quoi  on  aura 


a 


. « O a(x-i-.r)  — i 

A = o,  C = o,  B = i,  E= — , 

a 


et  l'équation  (G)  deviendra 


dxdy  a(x  ~hy)—  i 
%dl'  ^ a 


aa(x  4-  r)  — ^ 4-5 

m'X 


] 


a{x-  yy 


OU  bien,  en  prenant  une  ( onslanU*  quelconque  T et  réiluiâanl. 


I'  dxdy  * 

4-  -(3x* -h  3/*  H- lOX/—  2X  — 2/) 

I — ^ ^3  vx  -H  - ■/  V?  + ~ a ~ 

El  si  l'on  multiplie  cette  équation  par  c —x—y,  cl  qu'ensuite  ou 

>4 
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la  ri'lraïu'lic  de  IV*(|iiation  (FJ,  on  aura  «dle-i-i 

- ( j:*+  t-*  + i5a-r’  + iS.j.r’  — x*  — .r’—  lix/) 


yilx'  + xtty’ 

\ _ _ _ _ 

— -i-  3y  ^'x  — ^'x]  ~ 2 / ( r y r -+-  3a:  v>'~  }/.rl 


3 **  yj 

• - ( X»  + />  4-  rtxr)  - I ( X + >•)--  = O, 


ri  étant  égal  as — Ç — ^ {')• 

Ainsi,  tout  se  réduit  inaintenaut  à intégrer  ces  deux  éi|uatiuns,  ou  au 
moins  à en  séparer  les  iiidéteriuinées. 


X. 


Pour  cela,  je  reinar<|ue  (|ue  si  l’on  multiplie  l'écpiation  (Gj  par 
±4v'j“v,  et  qu'on  l'ajoute  ensuite  à l'é(|uation  (11)  multipliée  par  a, 
on  aura  celle-ci 


t^Hxpxj^  -e  af(y'ï±y,rr-  (^ï±v(7-rj 

- 4 (?  ± y)  [(v^±  V>'(’  - (v^  ± v'ÿlJ 

— 0 ( v'x  ± y r J*  — ; ( ^ i:  v'.vl’  — 

De  sorte  que  si  l'on  fait 

^ =v^  + v'r=^7  ■’ 


ro  (jui  (iomu^ 


“ “ — V 

« = v^-vr=  y-  ’ 


-,  -,  — / dx  dr\  **--»*  . 

\ydx  -i-  ^ xdy  =:  yxv  ( — r-  -4-  l = </i. 

‘ \v^  v'r/  * 


\ ydx  — ^xrf>  = duj 


( * ) Ix*  U*\lc  primitif  porto  c ~ Ç au  lieu  de  < *-  C ~ ; l'oini.Hüion  du  ternu'  — J altère 
toutes  loji  formules  de  TArticle  XI.  Nous  avons  cru  devoir  faire  la  reclilivalion  nécessain* 
pour  l'exartilude  de  ces  formules.  (JVVvr  dr  VJKitdeur.) 
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üii  aurii,  fil  tirant  la  racilif  carréi*,  les  dfiix  ciiuaruiiis  suivaiilfs,  clans 
Icsiiiii-llfs  ti  = 'l 'P  + 7)  <“i  V = 4 — y)< 

v'w  — (* J -t-  ï ï’  -4-  fi»"  +{  i ■+■  a ) ** — a r* 
yi)  — vu  -c-  ïu’-l-  i/tt’  -I-  (ô  4-  a)u'  — au", 


(j’  — «’)  ds 
lUt 

(f  — U’  ) du 
idl 


il'oii  il  est  aisé  de  tirer 


(I) 


et  ensuite 


(M 


ds 


, dt  = 


yij  — jaj-4-Ç»'-t-uf‘-i-{â4-a)»‘  — at* 
du 

VU  — vH-i-ïu’-4-m*-i-(o-l-a)u*  — au* 
s'ds 


f - 


1k  y'r}  — -f-  Ç jf*  -f-  tjLS*  (o  -h  a)  i'  — 

n^Jti 


2 v»J  — V «*  -+-  Ç H-  y «*  4-  { d a ) M*  — a 
éijuatiuns  où  les  indélerininéés  sont  toutes  séparées. 


XI. 


L’équation  {1;  étant  intégrée  donnera  s en  a,  et  par  conséquent  p en  q-, 
ensuite  ré((uation  (H)  donnera  / en  s et  «,  e’esl-à-dire,  p et  q\  ainsi  l’on 
aura  p et  q en  t,  ce  qui  servira  à cunnaitre  à chaque  instant  la  position 
du  corps  par  rapport  à la  ligne  des  centres;  mais  la  position  du  corps 
dans  res|>aee  alesolii  ne  sera  pas  déterminée  pour  cela;  car,  comme  le 
corps  peut  tourner  autour  de  celte  ligne,  il  faut  savoir  de  plus  l’angle 
cju’il  parcouiT  dans  un  temps  i|ueleoni|ue. 

Nommons  donc  cet  angle  p,  et  soient  p et  7 les  deux  coordonnées 
rectangles  cjui  déterminent  la  position  du  corps  par  rapport  à la  ligne 
des  rentres  (p  est  la  distance  du  corps  à cette  ligne,  et  7 est  la  partie  de 
cette  même  ligne  interceptée  entre  la  perpendiculaire’  p et  le  centre  des 
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foiTes  Pj.  en  sorte  que  l'on  ail 

P = vP’— v4-r  — (J-— r + I)’: 

il  est  facile  de  voir  que  l’on  aura  pour  le  carré  île  l'espace  ahsiilii  par- 
couru par  le  corps  dans  un  instant  quelconque 

ou  ife’  -h  rfv’  4-  rf;’,  en  employant  les  trois  coordonnées  rectangles  x, 
V.  î de  l'Article  II.  ou,  en  vertu  de  l'équation  (A), 

— tdt'  i^Jpdp  -i-  Ç Qdi]^  = — j’ \dx  -t-  I Yrfyj  dP, 

de  sorte  qu'on  aura 

dtp'  _ JXdx  -1- J V dy  jp!  d'j’ 

~dF~~*  p>  pVf’  ’ 


dp’ 


i’  -t-  rfff’  — /’  ')dxdr 


Jx  — {x  — 


= J7={xZ-  + -T’  “ ‘"’- 

en  vertu  de  l'équation  ( D J ; donc,  sulislituant  ces  valeurs,  on  aura 

77 


d’où 

(L) 

par  conséquent 


dtp’ __c. 

dp  ~~  4p‘  ~ ' 


rf? — 

dt  jp’ 


p'dtpt= 


f'p  — i — Z — r,dt 


ce  qui  montre  que  le  corps  décrit  autour  de  la  ligne  des  centres  des  aires 
proportionnelles  au  temps. 
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yin  KST  \TT1HI;  veks  deux  centues  fixes 
Miliiilciuinl.  |)uis(|tie  f Art.  Il) 

ip  =-4x-(x-.r  + i)* 

= (2^X4-X  — _v-t-l){ï^x—  X-t-J'—  l). 

= ( J -r-  « -*-  JH  t I ) ( s 4-  H — I«  — I ) 

= -(J’-  !)(«’-  I), 

(III  uiini 

(/ç  l\ — à — Ç — T,  a ^'“3  — r — J I 


imiis  on  a.  par  l’.Arliclc  X. 


(loin-. 


(>') 


•1  ill  _ ih 

’ ~ V'M  — UJ  4-  ?J*  4-  U J*  -T-(34-a)j'  — xf 

_ lin 

y r;  — vu  4-  ? H'  4-  VH*  -I-  ( O 4-  a)  H'  — au*  ' 


I '/V 
/ 


^ — O — ï — >!(/* 

( J'  — I ) \ r,  — uj  4-  î J'  4-  J»  J*  4-  (O  -t-  a)  J‘  — a J* 

y — ô — ? — « il  U 

{ H*  — l)  yv;  — vu  4-  i H'  4-  VH*  4- (Ô  4-  a)  — a H* 


lit 


Ainsi  l’on  connaitra  f en  s et  «,  c’est-à-dire,  en  p et  q. 

■\  l’cfîard  d(‘s  constantes  vj,  « et  à,  elles  dépendent  du  nioiivement 
initial  du  corps,  et  l’on  pourra  les  déterminer  si  l’on  veut  an  moyen  des 
équations  fG),  (H)  et  (L). 

Si  l’on  avait  5 4-  Ç -+-  *5  = o,  alors  (/y  serait  égal  à zéro,  et  par  cotlsé- 
i|uetit  le  corps  se  mouvrait  dans  nu  plan  fixe  passant  par  les  centres  des 
forces. 

■Vil  reste,  si  l’on  fait  a = o,  on  verra  que  les  formules  précedent(*s 
s’accordent  avec  celles  qui  ont  été  trouvées  dans  le  Mémoire  précédent. 


XII. 


Supposons  s^a-h-fi,  a étant  une  constante  et  'à  une  varialde;  la 
quantité 

y,  — aj  4j*  -I-  uJ*  4-  (>3  4-  x)j*  — aX 


)I2  KECIIEHCIIES  SUH  LE  MOUVEMENT  D EN  COKES 
se  i'liaiiÿ;cr:i  «n  cellf-ci 

A B']/  -H  -f*  D'^*  E’j**  — E'^* 

dans  liii|iirlli' 

\ = r,  — fia  + ïa’  -i-  ua*  -i-  (ô  4-  *)a*  — atf, 

B = — (i-l-aÇa4-3fta*-f-4(o4-  *)«'  — 

4-  3ua  4-  ()(3  4-  a)<i‘  — i5aa*. 

Donc  le  |>rcmiei‘  nicmhrc  de  l’équation  (I)  se  eliaiigeni  en 

f/jj/ 

V .r+  Bl>  4-  C’I'  4-  1)  4-’  4-  E ’>*  F 4-  G'{.’  ’ 

ex|)ressi(ni  (|ui,  en  faisant  A = o et  H ~ o,  devient  eelle-ei 

•’f  v<;  + D'i'  4-  E|'  4-  E>^*  4.  G^‘ 

Supposons  <!f  inliniiniMit  petit,  et  l’un  aura  - duni  l’integrale  est 
^ 'IvC 

~ lüg  K étant  une  constante  (|uelrom|ue;  ilonc,  si  l’on  fait  K = o et 
yt;  h 

•i  z=  t>.  la  valeur  de  l'integrale  du  premier  nienilire  de  l’equation  ( I de- 
ineurera  indéteriniiiée,  de  sorte  que  l’équation  aura  lieu  indépendam- 
ment de  la  quantité  u;  d’oii  il  s’ensuit  ipie  l'écpiation  r = a satisfait  au 
l’roldéme,  pourvu  que  les  deux  équations  A = o et  b = o aient  lieu  à la 
fois,  et  i|ue  la  quantité  C ii’évanonisse  pas  en  même  temps. 

L'équation  i = a donne  j>  ~ tj  — af,  ce  <pii  montre  que  la  eoiielie  dé- 
crite par  le  corps  sera  une  ellipse  ajant  ses  deux  foyers  dans  les  deux 
eentri's  des  forces  P et  Q.  et  tournant  autour  de  son  grand  axe.  à moins 
que  l’on  n’ait  <5  -e-  ^ 4- »;  = o.  auquel  cas  le  corps  se  meut  dans  un  plan 
lix(^ 

En  faisant  de  même 

L — ï;  — 'jh  4-  Ç/»*  — vé*  4-  (ô  4-  a)/e  — at', 

M = — a 4-  yÇft  -k3vA'  4-  4 (ô  4-  a j/l*  — Gafc'. 

N r—  t 4-  3v/i  4-  G(  o 4-  a)/i*  — 
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«t  supposant  que  les  qiiaiilités  L et  M soient  milles  à la  fois,  sans  que  N 
le  soit,  on  trouvera  que  réquntion  u = b,  e'est-à-ilire p — q = hf,  satisfait 
au  Proliléine,  de  sorte  que  la  eottrbe  pourra  être  ati.ssi  une  hy|«‘rhole 
ayant  ses  foyers  dans  les  mêmes  rentres  des  forces. 

■Vinsi,  en  réiinissunl  les  deux  cas,  on  en  eonelura  (|iie  le  corps  peut 
toujours  décrire  une  section  eoni(|ue,  pourvu  i|u’il  reçoive  une  impul- 
sion eonvenalde. 


.XllI. 


Si  l’on  fait  de  plus  = a' -t- i}',  à étant  une  constante  et  -i'  une  va- 
riable, et  qu’on  substitue  cette  valeur  dans  la  quantité 

C -4-  E'j/'  -e  F'j'*  -e  G'ji*. 

elle  se  cita  tirera  eu  celle-ci 

A'  -e  I)'+"-f-  E'-y, 

oii 

A'  - C -e  Dfl' -e  Ea'’-i- Fo'* -1- Gu'*, 

B I)  -4-  îF3a'  -e  3Fn''-t-  4 G a**. 


et  la  transformée 


4*  vG  + 1)4  *'4* 


du  premier  membre  de  l'équation  'I)  deviendra 


( u'  -t-  4’  I V É'4'  -e  G’  4'*  -t- 1)'4'’  ")■  É'4'* 
soient  maintenant  .\'  = o et  B’  = o.  et  la  dilférentielle  se  ehanjîora  eu 

( 4'  a-  4'*)  v't;'  -t-  ü'  4'  -e  E’  4" 

qui  ne  dépend  plus  que  de  la  t|uadrature  du  cercle  ou  de  l'hyperbole. 
M.  ,5 


m 


REÇU  RUCHES  SUR  LE  MOUVEMENT  D'UN  CORPS 


Oïl  Iroiivi'fii  (li‘  Ih  intTnr  manitTo  les  i-oiulilions  qui  réduimnl  raiiiie 
inemlirr  de  réqualioii  fl)  à la  qiiadralurt-  des  sections  coniques. 

Ainsi  l’on  pourra  toujours  dans  ces  ras  conslruire  l’orlute  que  le  luo- 

3 /**  y /"* 

liile  décrira  en  vertu  des  trois  forces  A«r,  --  et 

/'■  <i: 

XIV. 


Mais  outre  les  cas  dont  nous  venons  de  parler,  il  est  évident  (|iie 
l'equation  (I  doit  au.ssi  être  intégrable  <|iiand  deux  ipieleonques  île  ces 
trois  forces  s’évanouissent,  parce  ipi’alors  on  a le  cas  d’un  corps  attiré 
vers  un  si'ul  centre  fixe  par  une  force  proportionnelle  à la  distance,  ou 
réciproquement  proportionnelle  au  carré  de  la  distance. 

Les  cas  où  la  force  'larest  nulle  ayant  déjà  été  examinés  fort  au  long 
dans  le  Mémoire  précédent,  je  me  bornerai  ici  à examiner  ceux  oii  les 
3 f*  y /** 

deux  autres  forces  et  disparais.sent  à la  fois,  en  sorte  que  le  mo- 
bile ne  soit  assujetti  qu’a  la  seule  force  ^cer  proportionnelle  à la  distance. 

Soietil  donc  ^ = O et  7 = O,  on  aura  aussi  u = o et  v = o(Art.  Xj.et 
les  éqiiatious  fl)  et  fK)  deviendront 


IM 


(/< 


du 


(l>) 


y'i;  -H  Çr’  ( ô -e  a )*•  — «r'  \r,  -h  [à  + x)ii'  — XII' 

r"  ds  du 


7.  V J)  Ï5'  -I-  (ô  a)»‘  — a*“  7.  y I)  -1-  ; h’  -e  (ô«+  a)  m*  — a«‘ 


Dr,  .si  l’on  reprend  les  équations  primitives  fH)  et  qu’on  y substitue 
•i«  au  lieu  de  X et  de  Y '.Vrt.  l.X),  on  aura 


1 d’r 
■>.  dt- 


- 5a,r  3ax  — a — 3 = o. 


OU  bien,  en  prenant  la  somme  et  la  dillérence,  et  faisant  x = 
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gui  KSI  ATTIKE  \ KKS  DEUX  CENTRES  UNES. 
V = |. 

■ I ^ 

j~  -4'  8 a ( a 0 ) = O* 

I (1*1  , 

; w 


IIS 


il’oii  il  est  aisé  (If  liiw 


(Cf) 


I i|i  = — > ° + A rosf .{ t ya , -<  Il  si»  f 4 / \ at). 
. 1* 

( ç = U c»s  I vt  y<x)  -t  D si»  (î / \ a . 


A,  H.  C.  ü élaiil  (l«■s  constantes  arhitraires;  et  ces  «leux  e«|nations  seroni 
nécessairement  les  int«'-{^rales  «les  e(|iiatiuns  N)  cl  (0);  il  l'anilra  seule- 
ment Faire  en  sorte  «lue  les  deux  constantes  nj  et  ^ s'accordent  avec  les 
constantes  A,  B,  C,  1);  ce  «|ui  est  Facile,  car  on  n'aura  <|u':i  elFacer  dans 
les  é«|ualions  (G)  et  (H)  les  termes  alVecli-s  des  <|uanliti's  et  7.  et  y suli- 

lituer  «‘Ilsuite,  au  lieu  di‘  x.  v,  et  leurs  valeurs  tirées  des  é()ua- 

lions  (Q),  en  y Faisant,  |)oiir  plus  de  simplicité,  / — <i;  on  aura  par  ce 
moyen  «leux  équations  par  lesquelles  on  pourra  déterminer  deux  «piel- 
eon«|iies  des  constantes  A,  B,  l'„  D;  et  les  deux  autres  demeureront  arlii- 
Iraires. 

On  pourrait  encore,  si  l'on  voulait,  trouver  l'intégrale  de  rio|ua- 
tion  'S)  d'une  manière  plus  simple,  >pie  voici.  La  seconde  des  éipia- 
lions  (Pj,  étant  multiplii'c  par  i/ç  et  intégrer,  donne 


. 

4 «//> 


11, 


Il  étant  une  coiislanle  arhitraire;  d'oii  l'on  tire 


or 

donc 


5 = X — r = 


U f/s  -4-  S(/ti 
t/t 


'A  V II  — 


i5. 


IKi  RECHEluniES  SUR  LE  MOUVEMENT  Ü UN  CORPS 
mais  on  a,  par  les  ('‘quatious  fNJ  el  'ü), 

ih  __  î y *!  4-  6 4-  a ) — ai* 

7fl~~  j=—  U'  ’ 

du î y>;  + ï«‘  4-  ( ô 4-  a)H*  — aii‘ 

dt  i>  - «'  ’ 

(loiir,  siibsti(uaii(  rcs  valeurs,  on  aura 

, — ; v>14-ïi’4-{i  4-a)i*  — ai*  4-  — V r.'  4-  ï«-  4 (5  4-  a)  «•  — au* 

= ^ Il  — au' s'. 


XV. 


Nou.s  avons  supposé  dans  l’Artiele  IV  que  la  i|uanlilé 
( ? A — B ) (/a-  4-  ( 1 C 4-  II  ) (/(• 


élait  une  diirérentielle  eonipicle;  el  nous  avons  réduit  par  ee  moyen  la 
diiréreiitielle  d'L  à la  dilTérenlielle  d\ , doni  nous  avons  ensuite  elierelie 
les  eonditions  d’intéÿtraliilité.  Considérons  niainti'iianl  la  (piantité  d7. 
elle-méine,  et  voyons  quelles  sont  les  valeurs  les  plus  générales  île  .\  el 
de  Y ipii  peuvent  la  rendre  une  dill'érentielle  exaete. 

Pour  eela,  on  aura,  suivant  le  lliéorème  général,  l'équation 


xf  d\  I,  </R  RI  i/B  , 

' h TT ^ ^ ^ ^ T J ^ *M  ^ ^ ■ 


I ) ^ 4-  3 \ 4-  R 

dy 


- 'iy  JKr^  A(x4-r-  0]  + (fxdx  +1  Y,/r) 

v|v-^  + ^(x+r--);^‘  + 7|4-x[4:,^4-(x+r-')£  + 3C4.,B| 


i/X 

■|/x 


[Bx  4-  C(x  4-  )•  — 


f\dx+  f\dyj(a^ 


4- 


i/B\ 

dxj' 


.Mais  f.\rt.  III) 


</B  d\  dH  de 

dx  dÿ  **  dy  ~ dx’ 
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3X 


, ,<IC  B „ 


I d\  I 

■ Jy  î 

îvl  '/C  I,  B ,1 

— ^ [B-*  -*-.»■—•)]+  [B.)'  'V(-r-^r  — ')) 

3 ( Jx./x  +/V  *•)  (ÿ  - ) = O. 

Siihsiitiions  pour  R rt  C leurs  valeurs 

rt  -f*  by  -e  Cf*»  K — hx  — by  — icxf^  ^ -f-  hx  + ex*, 
el  nous  aurons 
3X 

[îx  (A  -e  ac_j')  — (x  + ^—  i)(A  + acx) 

— K + Ax  + hy  -I-  OLCxy  — 2g- — 2/1X  — îcx’] 

*33' 

— [2y(b  -t-  acx)  — (x  -t-  _v  — •)(  A -f-  2cy) 

— K + A.e  + A)-  + 2cxy  — i a — a A/  — acr’] 

— [x(  K — Ax  — Al  — acx_r)  -e  (x  + »•—  i)(;î  -t-  Ax  + ex')] 


dx 

-h  ^ [,|-  ( K — Ax  — A|-  — ■ 


i)(a  4-  Ar  4-  Cl-*)] 


4-3(1* xdx-^-  l’y dyj  [b  — A + 2f(/*  — x))  = O, 

uLi  bien,  en  orilonnatit  les  termes  et  elTavant  ee  qui  se  détruit. 

3\ 

[aAx  — (x  — i)(Ah-2Cx)  — K — 2^h-(6  — aA)x  — ïcx’] 

— 6x’  -f-  (x  — i)(g^  -e  Ax  4-  ex’))  -t-  3(A  — A — y^cx)  Ç \(/r 

• 3Y 

^ [aAr—  (.>*—  »){A  H-  acr)—  K — ad  -t-(  A — aA)/—  acr’] 

fi  \ /* 

-t-  — hy’-h(y—  i)(a  -e  by  4-  <^-*)]  ■+  3(A  — A -e  ac/)  I V dy 

4-  i- 1 6c  Xx  — ig  + ex’)  4-  6c J’ X(/xJ 

— X |^6c  ( a 4-  C|-*)  4-  Bc^  \'dy  | = o. 
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Or,  à cause  (|ue  X iloil  être  une  t'unctiiin  de  x seul,  et  V une  fuiu-tiim 
de  V seul,  il  est  facile  de  voir  <|uc  celte  é(|ualion  ne  saurait  avoir  lien  ii 
moins  que  l'un  n'ait 


l>t\j  — "*■  I X</x=  X + px, 

t!e\  ,r  — tic  Ç Vrf>- = ■/ -t- Jic, 


3\ 


3V 


[A  — K — 7^'’-+-(3A  — 3A-har)j.-  — 4 ] 

■ k — A — 

4-  3 ( A — A — ^cx)  j \ f/j  O -t-  ■/ J , 
[ /»  — K — xa  -e  ( 3 A — 3 A -e  ae)  >■  — 4ee’’ 

- [«  + ( A — K — ^').r -*-  ( e + A — A ) _r*  — CI  ’ * 

3 ( A — A — 1 ce)  /*3  rf»’  — A ^ * ) , 


*,  7 et  5 élatil  des  eunstanles  qiieleuni|iies. 

Ainsi  il  faudra  que  les  <|uanlilés  X et  V soient  telles,  qu'elles  satis- 
fassent à ces  (juatre  équations  à la  fois;  autreiueiit  les  équations  > li  ni‘ 
seront  point  intégrahles,  an  moins  par  notre  méthode. 

Si  l'on  fait 


« = O,  #,'  = »,  c — O,  a =.  <1,  ^ = O,  •/  O, 

et  qu'on  suppose 

m = A — K,  el  ii  — h — h, 

les  (juatre  éfjuatiuns  de  eondition  sr-  réduiront  à ees  deux-ei 

n J"  \ilx  = li, 

( J.  ..  1 _ 

.(/) 

par  les(|uelles  on  pourra  déterminer  X et  Y. 


— — (m  -e  3nx j -t-  -j^{mx  -e  nx')  ■+  in 

-^{m  -en  — 3nv)-e  «),V  — «e']  — 3n  j"  \ </»■  = o. 
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Si  l’on  fait  ilan.s  ce.s  tleniiôro.<  éiiualioiis  m = o,  n = « et  5 = o.  on 
aura  Ir  ca.s  de  l’Artiolo  V,  i|ni  est  indopondani  des  valeur»  de  X et  de  V; 
et  si  l’on  fait  seulement  n = o,  on  aura  relui  <le  l’Artiele  VI.  d’oii  l’on 
voit  (|ue  ee  dernier  eas  n’wt  (|u’iin  eas  |)artieulier  des  valeurs  de  ,\  et 
de  Y (|iie  fournira  l’inléptration  di's  équations  préeédeutes.  Mai»  nous  ne 
pousserons  pas  plus  loin  nos  reelierelies  sur  ee  sujet. 

\VI. 

Au  reste,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  X et  de  Y,  l'équation  (Ü 
ilonnera  toujours  fen  faisant  s = <>)  eette  intéjçrale  partieulière 

I -t-  O. 

les  radieau.\  pouvant  être  prison  -+-  ou  en  — . . 

Pour  le  faire  voir,  je  suppose 


ee  qui  donne 


X T — U,  X — >■  = 0. 


_ « -t-  i'  U — l’ 


et  l’équation  dont  il  s’a^^it  deviendra,  après  les  substitutions, 

\\dx-^  fvdrj  =. 


du' -(- ( J. « - I ) A’ - * e ,/»</.•  ^ ■ru-v'-i  / _ I 

a 


Or 


du*  -4-  (a«  — i)  rfr’  — •>.vdu  dv  = { du  — )*  — (i**  — -h  t)dv'; 

(lotir,  si  ron  lait 


7 M ^ 1 = V , 


^ ' (J  '<'•)  = '• 


équation  à laquelle  satisfait  évidemment  V = o dans  le  eas  de  £ = o: 
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aiti.si  l’on  aura  ruttc  intégrale  parliniliére. 


r'esl-h-(lire 


7 H — e’  — 1=0. 


7(a:-e^)  — (x  — _r)'—  i=o; 


or  je  (lis  (|ue  celte  (M|u:ilioii  est  la  nu’me  que  eelle-ei 


I y'x  •+■  \X—  o; 

c’est  (le  quoi  l'on  peut  se  convaincre  aisi-menl  en  taisant  disparaitre  les 
radicaux  par  la  ineihude  ordinaire;,  ou  bien  il  sullira  de  reiuan|uer  (|tie 

I — 7(x-(-.r)-*-(x  — j-p 

= f I + Y X -(-  ( I — V x Y r/  f [ + Y ~ \.yl  ( I — — V.*' 

coinine  on  peut  s'en  assurer  aiscinent  par  la  multiplication  actuelle. 

Maintenant,  puisque  x=  el_>'=^-,'  il  est  clair  que  l'intégrale 
dont  il  s'agit  donnera 

/-(-/>-(-  (/=(>. 

ce  (|ui  (“St  le  casoil  le  cor[is  se  meut  dans  la  même  ligne  droite  (|ui  passe 
par  les  centres  des  forces;  ainsi  celte  inti>grale  ne  nous  apprend  rien  de 
nouveau  louchant  le  mouvement  du  corps. 


XVII. 

-Nous  terminerons  ce  Mémoire  par  une  irmarque  (|u’il  est  bon  de  ne  ' 
pas  omettre.  Le  Problème  du  mouvement  d'un  corps  attiré  vers  deux 
centres  fixes  ne  peut  s’ap|di(pier  à la  Lune,  en  tant  qu’elle  e.st  attiré-e  à 
la  fois  vers  la  Terre  et  vers  b;  Soleil , (|ii’en  supposant  (|Ue  cet  astre  soit 
en  repos  par  rapport  à la  Terre;  mais  comme  la  force,  (|ui  altère  le  mou- 
vement de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  ne  vient  que  de  la  dilférence  qu’il 
y a entre  l'attraction  du  Soleil  sur  la  Lune  et  son  attraction  sur  la  Terre, 
il  ne  sullira  |ias  de  regarder  le  corps'  comme  attiré  vers  b‘S  deux  centres 
fiX(;s  par  des  forces  r(‘ci|»ro(|uement  proportionnelles  aux  carres  des 


Digitized  by  Google 


(JLIl  EST  ATTIKÉ  \ ERS  DEUX  CENTRES  EIVES. 


121 


di.st:iiii'(-s;  il  faudra  de  [ilus  y ajoutrr  une  troisième  force  dirigée  paral- 
lèlement à la  ligne  qui  joint  les  deux  eeiitres,  et  dont  la  quantité  pourra 
être  supposée  constante:  cette  force  n-présentera  celle  que  le  Soleil 
exerce  sur  la  Terre,  et  qui  doit  être  transportée  à la  laine  en  sens 

contraire;  or.  si  l'on  noinme  cette  force  ^1/  étant  la  distance  des 

deux  centiX'S,  et  qu’on  la  décompose  en  deux  autres  dirigées  vers  ces' 
mêmes  centres,  il  est  facile  de  voir  qu'elles  seront  exprimées  par  lup 
et  — astçî;  de  sorte  que  les  forces  totales  P et  Q seront 


V — iap 

re  qui  donnera 


0 


tai] 


9’ 


X = »«-♦-• 


et  V 


y 


Telle  est  donc  l'Iiypothèsii  qu'il  faudrait  adiqiler  pour  que  la  solution 
du  Problème  dont  il  s’agit  donnât  le  mouvement  de  la  Lune  autour  de  la 
Terre  regardée  comme  en  repos,  et  abstraction  faite  du  mouvement  du 
Soleil;  mais  en  substituant  les  valeuisi  précédentes  de  X et  de  Y dans  les 
équations  de  condition  de  l’Article  XV,  on  verra  d'abord  qu’il  est  impos- 
sible de  satisfaire  à ces  quatre  é(|uations  à la  fois,  k moins  que  de  sup- 
poser les  coefTicients  a,  h,c  tels,  que  cbacun  de  leurs  termes  s’évanouisse 
en  particulier,  ce  qui  est  le  ras  de  l'Article  V;  d’où  il  s’ensuit  qu’on 
n’anra  dans  ce  cas  qu’une  seule  intégrale,  et  (|u'ainsi  le  Problème  ne 
pourra  pas  même  se  réduire  aux  premières  dillérences. 


II. 


16 
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[MiuclUtm n Taurinensin^  I.  V,  I77i>-I773.) 


1.  On  a coutimif  de  donner  aux  eolunnes  la  ligure  d'un  eonoide  qui 
ait  sa  plus  grande  largeur  vers  le  tiers  de  sa  liauteiir,  et  qui  aille  de  là 
en  diminuant  vers  les  deux  extrémités:  d'où  résulte  ee  qu’on  appelle 
vulgairement  le  renjletnenl  et  la  diminution  des  eolonnes;  mais  personne 
que  je  saehe  n’a  eneure  donné  une  raison  satisfaisante  de  eette  pratique; 
ear  je  ne  erois  pas  (|u’on  puisse  regarder  rommc  telle  eelle  que  la  plu- 
part des  Auteurs  «jui  ont  écrit  sur  cette  matière  apportent,  et  qui  con- 
siste dans  la  ressemblance  qu’ils  prétendent  qu’une  colonne  doit  avoir 
avec  le  corps  humain.  Il  me  parait  au  contraire  (ju’il  serait  bien  plus 
naturel  de  faire  les  colonnes  plus  minces  en  haut  qu’en  bas,  et  cela  à 
l’imitation  des  troues  d’arbres  qu’on  a du  nécessairement  employer  dans 
les  premrers  bâtiments;  c’est  ainsi  que  les  anciens  architectes  en  ont  usé, 
comme  on  le  voit  par  les  ouvrages  antiques  qui  sont  restés  à Rome,  dans 
lesquels  la  plus  grande  partie  des  colonnes  commencent  à avoir  leur 
diminution  des  le  bas;  mais  comme  Vitruve,  qui  est  devenu  h‘  législateur 
des  architectes  modernes,  pr<’scrit  formellement  le  renflement  tics  co- 
lonnes, en  disant  qu’il  faut  ajouter  quelque  chose  à leur  milieu  (Liv.  III, 
Chap.  Il),  quoique  par  la  perte  qu’on  a faite  des  ligures  qui  étaient 
jointes  à son  ouvrage  un  ignore  la  méthode  dont  il  s’y  prenait  pour  tra- 
cer la  ligne  du  contour  des  colonnes,  l’usage  de  renfler  les  colonnes  au 
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inilipu  cl  «le  les  liiiiiiiiucr  aux  deux  cxtrciuilés  est  devenu  général,  et  l’on 
ne  varie  plus  (|ue  sur  la  eouriie  (|iii  doit  former  le  renflement  et  la  dimi- 
uuiiun. 

Palladio  propose  pour  eela  un  moyeu  méraniqiie  tpii  consiste  à plier 
tant  soit  peu  une  règle  de  bois;  Yigmde  donne  deux  espifcs  de  construe- 
lious  géomélri(|ues  par  lesquelles  on  peut  décrire  le  prolil  d’une  colonne 
par  plusieurs  points;  enfin  M.  Blondel  a imaginé  de  faire  servir  à ee  des- 
sein rinslrumeiit  de  Nieomède,  en  sorte  (|ue  le  profil  de  la  colonne  ait  la 
figure  d'une  eonehoide.  Il  serait  tri's-aisé  d’inventer  plusieurs  autres 
moyens  pour  remplir  le  même  objet,  car  tant  t|ii’il  n'y  a d’autres  d(ui- 
nees  (jue  l’ép;iisseur  de  la  eolonne  aux  deux  extrémités  et  au  point  du 
plus  grand  renllemenl,  il  est  elair  tpie  le  Problème  est  très-indéterminé, 
]iuis(|u'il  ne  s’agit  (|ue  de  faire  passer  une  ligne  courbe  et  eoneave  vers 
l’axe  par  trois  points  donnés.  Mais  n’y  aurait-il  pas  dans  la  nature  même 
lie  la  chose  quel(|ue  principe  qui  put  servir  à déterminer  la  question? 
Parmi  ceux  qui  servent  de  fondement  à rarebiteeliire,  il  n’y  en  a (|u’un 
seul  qui  ail  des  règles  fixes  et  invariables,  et  par  conséquent  susceptibles 
de  calcul  : c'est  la  solidité;  il  faut  donc  examiner  si  l’on  peut  déduire  de 
cette  considération  les  conditions  nécessaires  pour  la  détermination  et 
la  solution  du  Problème  dont  il  s’agit;  c’est  l’(dijel  du  Mémoire  qu’on  va 
lire. 

2.  ('.omme  les  colonnes  sont  toujours  destinées  à sujiporter  des 
(•barges  plus  ou  moins  eon.sidérables,  suivant  les  circonstances  où  on  les 
emploie,  il  est  évident  ipn*  .si  une  colonne  est  trop  chargée,  elle  com- 
mencera à se  courber  un  peu  du  céité  où  la  matière  fera  moins  de  résis- 
tance, après  <|uoi  elle  se  cassera  faute  d’élasticité,  surtout  si  c'est  une 
colonne  de  pierre  ou  de  briques;  or  il  n’est  pas  diflicile  de  comprendre 
(|iie  la  courbure  suivant  laquelle  la  colonne  se  pliera  sera  difl'ére nie  sui- 
vant la  figure  même  de  la  colonne;  de  sorte  qu’à  hauteurs  et  à masses 
égalés,  la  force  d’une  eolonne  pourra  être  plus  ou  moins  grande  suivant 
la  nature  de  la  courbe  ipii  en  formera  le  prolil.  .Ainsi  c’est  un  Problème 
de  ma.rimis  et  minimis  de  déterminer  la  courbe,  qui  par  sa  rotation  au- 
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tour  de  son  nxe  formera  une  colonne  eapaltle  de  supporter  la  plus  grande 
charge  possible,  la  hauteur  et  la  masse  de  la  colonne  étant  données; 
c'est  là,  ce  me  semble,  le  véritable  point  de  vue  sons  lequel  on  doit  tm- 
visager  la  question  du  renflement  et  de  la  rliminution  des  colonnes. 

3.  Quoique  la  théorie  de  la  force  des  colonnes  en  tant  qu’elle  dépend 
di‘  leur  figure  ait  déjà  fait  le  sujet  d’un  très-beau  Mémoire  que  M.  Euler 
a donné  dans  le  volume  des  Mémoires  de  l’Academie  de  Berlin  pour 
l'année  17S7,  cependant,  comme  le  point  de  vue  sous  lequel  cet  illustre 
Auteur  a discuté  cette  matière  est  différent  de  celui  dans  lequel  nous 
nous  proposons  de  la  traiter,  nous  croyons  faire  cpielque  plaisir  aux 
Géomètres  en  leur  communiquant  les  recherches  i|ue  nous  avons  faites 
sur  un  sujet  qui  intéresse  également  la  Mécani(|ue  et  l'Analysr’. 

4.  Soit  A.MB  {Jig.  i)  une  colonne  dressée  verticalement  en  A,  et  cbar- 


Fl([.  1. 


gée  à l’autre  extrémité  B p«r  un  poids  qui  l’oblige  à se  courber  infini- 
ment peu,  en  sorte  qu’elle  prenne  la  figure  ANB.  Supposons  d’abord  que 
cette  colonne  soit  d’une  figure  cylindrique,  et  que  F soit  la  force  absolue 
qu’elle  a dans  chaque  point  pour  résister  à ètn>  pliée,  et  qui  sera  par 
conséquent  la  même  partout,  suivant  la  loi  générale  des  corps  élastiques, 
celte  force  croitra  en  raison  de  l’angle  de  courbure;  de  sorte  que  dans 
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l'éliil  AnB  Im  rorce  di-  la  cnioniip  à un  poiiil  qurlconquf  N sera  prnpor- 

K 

tiunni'llp  à — < en  désij^iiaiit  par  p lu  rayon  osrulatcur  de  la  rourhe  ANB. 

D'un  autre  eùlé.  si  l'on  nomme  P le  poids  comprimant  à l'extrémité  B, 
il  est  facile  de  voir  (|ue  le  moment  de  ce  poids  par  rapport  au  point  N 
sera  exprimé  parPxMN;  de  sorte  (]ue  la  condition  de  réi|uililire  don- 
nera d’aliord  cette  équation,  Px.MN  = ^»  d’où  l'on  pourra  eonnaiire 
tant  la  nature  de  la  courbe  ANB  (|ue  la  valeur  de  P. 


5.  Nommons  pour  cela  les  absci.sses  AM  =ar  et  les  ordonnées  .MN  =y': 
et  comme  on  suppose  que  la  courbure  de  la  colonne  soit  partout  intini- 
meiit  petite,  on  aura  y inliniment  petit  par  rapport  à æ,  et  dv  infiniment 
petit  par  rap|iort  à ilx-.  de  sorte  (|ue  rélément  de  la  courbe 

ds  — y rfx'  -e  dr‘ 


sera  à tri's-peu  près  et  sans  erreur  sensible  é}{al  à dx.  Or  on  sait  (|u’en 

pmianl  dx  consliint.  on  a c = — t-  .7-;  dont'  on  aura  dans  noln*  ras 
* • —axa\r 

P = _ par  conséquent  l’équation  à la  courbe  ANB  sera 


c’est-à-dire 


P >-  -(-  k 


€1  - 

dx‘ 


Il  faudra  donc  intégrer  d’abord  cette  équation,  ensuite  faire  en  .sorte 
que  l’expression  dey  soit  nulle  aux  deux  points  A et  B.  c’est-à-dire  lors- 
que ,r  = O et  lorsque  x = AB,  hauteur  de  la  colonue.  Or  l'intégration 
est  facile,  à cause  que  P et  K sont  des  quantités  constantes,  et  l’on  aura 
en  général 

y=/sin  + {;), 

f et  pétant  des  constantes  arbitraires:  donc,  si  l’on  nomme  a la  liauteur 
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(loiiiUM>  (l<‘  la  coluniu',  il  Faiitlra  (|ue  l’on  ail 


tüi 


/siii;f=;<>.  /sln  ( «y  jv-i-  ^)  = o; 

iloiic.  |>uisi{u’on  ne  peut  pas  (aire /=  o,  ce  (|ui  (lonnerail_y  = o,  il  faudra 
faire  d'aliord  g = a,  et  ensuite  il  faudra  eneore  i|ue  l'on  ail 

siu  (ay/^)  = a. 

el  par  eunséi|ueiil  que 

/H 

«y  ïT  = rnT:. 


K étant  l'angle  de  iSo  degrés,  el  m un  uonihre  quelennque  entier;  d’où 
l’on  lire 

a’ 


L’équalion  à la  eourlte  ANB  deviendra  par  là 

, . lmTx\ 

r=/s-n(— ). 


où  la  constante  /demeure  arliilraire,  et  exprime  la  plus  grandi-  valeur 
de  r. 


6.  Si  l’on  fait  m = i , on  aura 


r=/sin^. 


d’où  l’on  voit  que  la  courbe  ANB  ne  coupe  l’axe  qu'aux  deux  extrémilés 
A et  B;  et  le  poids  reijuis  pour  donner  à la  eiduiine  celle  courbure  sera 
r’K  . 

• Si  m = a,  on  aura 

rt' 


^=/sin 


2TX 

a 


el  la  courbe  coupera  l’axe  au  point  où  x = -»  c’esl-à-dire,  au  point  du 
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milieu  C,  en  sorte  que  la  colonne  |»ren(ir:i  la  fig.  a;  mais  il  lauilra  |iour 

4 “*K 

eela  que  le  poids  P soit  c’est-à-dire,  quadruple  du  précédent.  Si 

l’on  faisait  m = 3,  on  aurait 


de  sorte  que  la  eoiirhure  couperait  l’axe  aux  points  ou  x = ^ et  j-  = 
et  serait  semhlalde  à la  jig.  3;  or,  pour  (|ue  la  colonne  soit  pliée  de  cette 
Fig.  1.  Fig.  3. 


manière,  il  faudra  (|ue  le  poids  1‘  soit  e’est-à-dire,  neuf  fois  |)lus 

}{rand  que  le  premier;  et  ainsi  de  .suite. 


7.  Maintenant,  puisque  le  plus  petit  poids  qui  soit  en  état  de  faire 
77*  K 

plier  la  colonne  e.st  il  senihle  qu’on  en  peut  conclure  que  tout  poids 
qui  S4U‘a  moindre  <|ue  celui-ci  ne  fera  absolument  aucun  etfet,  et  qu’ainsi 
on  doit  regarder  la  quantité  comme  la  vraie  mesure  de  la  forei- 

de  la  colonne  evlindrique  .\B.  C’est  par  ce  principe  que  ,M.  Euler  a ilé- 
terminé  dans  le  Mémoire  cité  la  force  de  plusieurs  sortes  de  colonnes 
tant  cylindri(|ues  que  paralioloïdiqiies.  et  ce  sera  aiis.si  sur  le  même  prin- 
cipe que  nous  fonderons  nos  reclierclics  sur  la  ligure  qu’on  doit  donner 
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aux  colonnes  pour  qu’elles  aicnl  la  plus  grande  force  possiltle;  mais 
avant  d’en  faire  usage  il  est  hou  d’examiner  ce  qui  doit  arriver  lorsque 

le  poids  sera  un  peu  dilférenl  île  ; pour  cela,  il  faut  déterminer  rigou- 
reusement la  nature  de  la  courhe  ANB  .sans  négliger  la  petite  dilférence 
qu’il  V a entre  l’élément  de  l’arc  ds  et  celui  de  l'abscis.se  dx. 

K 

Qu’on  substitue  donc  dans  l’équation  Py  — — du  n*'  4 à la  place  de  p sa 
valeur  rigoureuse  _ ‘ celU'-ci 

Kdxd'r 


P) 


di‘ 


lai|uelle  étant  multipliée  par  dy  et  ensuite  intégrée  donne 

I K rfx 

- !•  )■’ i—  = const. 

1 ds 

Pour  déterminci'  celte  constante,  soit  / la  plus  grande  valeur  de  y,  et 
comme  on  doit  avoir  au  point  du  maximum  rfv  = o,  et  par  consa’quenl 

ds  = dx,  on  aura  pour  la  valeur  de  la  quantité-^ dans  ce  point. 


!•/■ 


— K.  qui  sera  donc  la  constante  cherchée.  .Ainsi  l'é<|uation  deviendra 


mais  dx  = \ds-  — dy‘‘\  donc 
dr 


ou  bien,  en  faisant  ~f^=P 


d’où  l’on  tire 


ri/*  — P')> 


•7- 
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donc,  il  cause  de  ds  = — » 

P 

On  intéjîrera  donc  celle  équation  en  sorte  que  ^ = o loi'sque  s = u;  en- 
suite on  suppusi’ca  aussi  v = o lors<]ue  s=a,  et  celle  dernli-re  condition 
servira  a déterminer  la  valeur  de  P. 

H.  Puisque  la  plus  grande  valeur  de  yesl  /,  on  peut  supposer  v=  /sin  j, 
et  sulistitiiant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  elle  devieinlra 


ih  = 


, _ tf: 


ÎK* 


ros’9 


par  laquelle  on  déterminera  la  valeur  de  ^ en  s;  et  comme  on  veut  que  y 
soit  nul  lorsque  i = o et  lorsque  s = a,  il  l'audra  que  9 = 0 lorsijue  i = 0, 
et  que  f loisique  i = a.  Lorsque  m^i,  la  courbe  n'aura  qu'un 

seul  ventre  coinnii' dans  la  i fp.  127):  en  faisant  rn  = 2,  elle  aura 
deux  ventres  comme  dans  la y7g'.  2 ' p.  1 3o)  ; et  ainsi  de  suite. 


9.  Si  / est  une  quantité  intinii 

d'où,  fai.sant  s = a et  7.  = »in,  on  a le 


i/.«  = -^—>  et  intégrant,  î 

V K V Iv 


même  résultat  que  ci-dessus  (.5),  Mais  si  / n'est  pas  une  quantité 
intiniment  petite,  alors  l'équation  du  numéro  précédent  n'est  point 

susceptible  d'une  intégrale  exacte,  car  la  dillérentielle  — — 
^ ® P P’/'cos'v 

VK--1V- 

dépend  en  général  de  la  rectification  des  sections  cutiii|iies.  Mais,  eu  em- 
ployant les  séries,  on  aura 


I P/’cos’ÿ  3 P-/‘ cos* y 3.5 P’/*cos'^ 
/pI'^  ’ iliGR’)  '''  »..4.G(G4K>) 

Vk 
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Or,  1rs  «liHerentielles  cos*f</^,  co.s'ç soiil  touirs  iulrgriililes, 
riimiiu'  nn  sait,  et  pour  les  inlégrer  il  n’y  a (lu'à  eliaiiger  les  pnissaiiees 
ensy  en  des  eosinns  d'angles  innlliple.s  de  y par  les  Inrmnies  eiinnnes 


ros’v  = • 


ros4  V 4 ♦'*>5*29  • 


ros*^  = 


8 


4.3 


().S 


OOSGç  -t-  r»  cos  4 9 H ^ cos  2 9 

' 32 


6.5.4 

2.2.3 


Mais  eomme  par  l'itUégralion  tous  les  cosinus  deviennent  des  sinus,  il  est 
clair  qu'en  faisant  ^ = Ions  ces  lc■rmes  s’évanouiront  d’eiix-inètiies: 
c’est  pour(|uoi  il  sullira  pour  notre  olijel  de  considérer  les  termes  tous 
eonstanls  îles  valeurs  de  cos’î,  eos*^,...,  et  de  les  .sulislituer  à la  place 
de  ces  mêmes  valeurs  dans  l'équation  ci-dessus,  ce  qui  la  réduira  à 
celle-<‘i 

. (/q»  I Vf‘  •fl*'/'’  I 

/p  I ' ^ 4(4K)  4,i'ti(i(ikô  4.iG.3ti(i>4k‘) 1’ 

V k 

(|ui,  étant  intégrée,  donnera,  après  y avoir  lait  rr=  <j  et  5 = mn, 
m-  I I»/’  I 

“ /■jï  1 ' ^ 4l4  8 ) "*"  4-'<>( ‘tOv’)  4-'d-3*>(**4  8‘j  ^ ' I’ 

V k 

par  où  l’on  pourra  déterminer  la  valeur  de/  pour  chaque  valeur  donnée 
de  P et  de  a. 


10.  On  voit  d'abord  par  l'é(|uation  précédente  que,  tant  tiue/n’e.sl 

1 . ■ . ^ . .1,  m's’k 

pas  nul,  fl  est  nécessairement  ]>  — et  par  con.se(|uent  I’  , 


Vk 


d’nii  il  .s’ensuit  que  la  colonne  ne  peut  être  eonrhée  que  par  une  charge 


m 
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plus  jjrandc  que En  ell'el,  si  l'»n  met  réi|uati(>ii  ci-dessus  sous  • 
celle  fuiine 


«ir  V is  ^ 4( 4 i' ) **^  4 ■•’Ê*)  4-'*’’^’(*’4 1'*) 


cl  qu’on  rcffarde  la  valeur  de/’  comme  rinconiiiie  qu'il  s’agil  de  <léler- 
miiier,  il  est  clair  que  puisque  les  quantités  P et  K sont  positives  de  leur 
lii'opre  nature,  la  (|uantité/*  n’aura  que  des  valeurs  négatives  ou  iinagi- 

tt  ^ 

naires  tant  i|ue  i — ^TirV  " quantité  aura  une  valeur 


nulle  lorsque  i — ■—  y |^  = <>.  toutes  les  autres  étant  négatives  ou  ima- 
ginaires; iju’cniin  la  quantité/’  aura  toujours  une  seule  valeur  positive 
a ^ V 

lorsque  i ~ y jv toujours  imagi- 
naire lorsque  i — ^ y ^ > o,  c’est-à-dire  P < — j’r~'  quantité/ 

aura  toujours  deux  valeurs  réelles  et  égalés,  mais  l’iine  positive  et  l’autre 

.•I  ",  /P  - ■ ni’"'k  . . 

négative,  lorsque  i — y o,  savoir  P > — — — i et  ii  aura  point 

d’autres  valeurs  réelles.  D’où  il  s’ensuit  que  tant  que  P sera  li* 

colonne  ne  pourra  être  courbée;  que  tant  que  P sera  rent'erniée  entre  les 
limites  et  la  colonne  sera  courbée,  mais  en  ne  rormant  (pi’iin 

.seul  ventre;  que  tant  que  P .sera  entre  les  limites  fl  ~r~’  !■' 

loiine  sera  nécessairement  courbée  et  pourra  former  ou  un  seul  ventre 
ou  deux;  et  ainsi  de  suite. 


11.  Nous  avons  donc  démontré  Iri-s-rigoureusemenl  que  la  quantité 
est  la  limite  des  poids  que  la  colonne  peut  supporter  sans  se  plier; 
et  comme  celle  quantité  est  égale  à la  valeur  i|ue  doit  avoir  la  force  P 
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lors<|Ut‘/  est  nulle,  ou,  ee  qui  revient  ;iii  niéine,  iiiliniinent  petite,  il 
s’ensuit  qu’on  peut  la  trouver  direetemeni  en  supposant  il’aliord  >'  inti- 
niment  petite  dans  l’équation  de  la  eourhe,  eomnie  on  l’a  fait  dans  le 
n“  5.  et  laisant  en  sorte  .que  l’intégrale  de  eette  équation  satisfasse 
aux  deux  eonditions  dey=o  lorsque  ï = <>  et  s = a,  ou  liien  lorsi^lie 
^•  = (1  et  ar  = a,  paree  que,  dans  le  eas  de  v inlininient  petit,  l’are  s se 
eonfond  sensiblement  avec  l’abseisse  x.  (l’est  de  eette  manière  (|u’on 
pourra  déterminer  la  limite  dont  il  s’agit  pour  leseolonnes  qui  ne  seront 
pas  d’une  épaisseur  uniforuie,  et  dont  ré(|uation  serait  absidument  in- 
traitable par  les  inétiindes  eonnues  sans  la  supposition  de  v inlininient 
petit. 

12.  Kn  elfet,  si  l’on  .suppose  que  la  colonne  ne  soit  |ias  eviindrique, 
mais  qu’elle  ail  la  forme  d’un  eonoïde  formé  par  la  rotation  d’une  courbe 
quelconque  autour  de  son  axe,  le(|uel  sera  par  conséquent  aussi  l'axe  de 
la  colonne,  et  qu’on  nomme  z l’oi-donnée  de  celle  courbe  ijui  répond  à 
une  abscisse  quelconijue  x,  en  sorte  qu’on  ait  nue  éi|ualion  entre  : et  x 
qui  si-rve  à déterminer  z en  .r,  il  est  clair  i|ue  as  sera  le  diamètre  de  la 
grossi'ur  de  la  colonne  à la  bauteur  x depuis  la  base,  et  il  n'est  pas 
moins  évident  que  la  force  absolue  avec  laquelle  la  colonne  résistera 
dans  cet  endroit  à être  courbée  s<‘ra  d’autant  plus  grande  (|uc  la  quantité 
as  sera  plus  grande;  de  manière  que  cette  force  poui-ra  être  regardée 
comme  une  fonction  de  et  par  conséquent  aussi  comme  une  fonction 
de  J-,  que  nous  dé.signerons  en  général  dans  la  suite  parX.  Ainsi  il  n’y 
aura  qu’à  mettre  simplement  X à la  place  de  K dans  l’équation  du  n"  5, 
et  l’on  aura 

IM 


pour  l’equation  de  la  courbe  suivant  la<|uelle  la  colonne  sera  pliee  par  le 
poids  P dont  on  la  suppose  cbargée,  en  supposant  que  celle  courU'  soit 
inlininient  peu  dillérenle  de  la  ligne  droite. 

13.  Or,  puisque,  dans  le  cas  où  .X  était  nue  quantité  constante  K,  un  a 
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ll•<Mlv(•  i‘ii  {{(■ni'nil  pour  l:i  valt’ur  do  j expression 

r=/s'»(^y  ^ fe')‘ 

>ii|ip<»oiis  MiiiinleiKiiil  V = £ siii^,  £ et  9 étani  des  tomiioiis  iiieouiiiies 
de  .r,  et  l'on  iiui'a.  en  diirérentiant, 

</)•=  siniprf£  -s-  |eosof/£, 

d-y  — sio9  </’  ' -H  ? oossrfçi/ç  — £ siii9</9’  -e  £ eos'ye/’o: 


done,  siilistitiiaiil  ees  valeurs  dans  réi|iialiun  du  numéro  préeédenl.  ou 
aura 


, V-  \ 

^ ( d'^dl  .(/‘O. 

l’£  -t-  \ 

l 

-^dx>) 

sm9^\(.-/—  ^?^)eos-.^o. 

Comme  nous  avons  introduit  <leux  varialdes  indéterminées  | et  9,  nous 
pouvons  l'aire  disparaître  dans  cette  ét|uation  les  sinus  et  cosinus  de  9, 
en  la  partageant  en  ces  deux-ci 


(/çrfE  , rf'v 


la  seconde  étant  multipliée  par  idx,  et  ensuite  intégrée,  donne 


d'où  l'on  tire 


V = 


h. 


1/9 h 

dx  ~~  ï* 


et 


h étant  une  constante  arhitraire.  SulistituanI  cette  valeur  dans  la  pre- 
mière é<(uation,  elle  deviendra 


II-  V I 

^ IdF' 


par  laipielle  il  faudra  déterminer  la  varialile  £;  ensuite  de  quoi  on  aura 
.r-=£sin(Aj’^). 
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Soit  |H)ur  plus  (le  siiiiplicilt^  £'■'  = hu,  on  aura,  en  .substituant  eette  valeur 
dans  ré(|ualion  en  celle-ci 


4 


et  la  valeur  de  v sera 


r=vA«sin 


14.  On  reinar(|uera  d’abord,  à l’égard  de  celte  expression  de  y, 
([u’elle  contient  deux  constantes  arbitraires  : l’une,  c’est  la  constante  A 
qui  ne  s<!  trouve  point  dans  l’équation  en  tt\  l’autre,  c’est  celle  (|ui  est 
virtuellement  renfermée  dan»  l’intégralej  c’est  pour(|uoi  il  .sufTira 
d’y  substituer  une  valeur  quelconque  de  u qui  salisfa.s.se  à l’équation 
en  K,  sans  s’embarrasser  si  elle  est  une  intégrale  complète  de  cette 
équation  ou  non. 

Un  autre  avantage  de  la  même  expression  dey',  c'est  qu’elle  e.st  très- 
commode  pour  la  détermination  du  poids  P;  car,  suivant  les  cunditioiis 
du  Problème,  il  faut  : i®  (|tie  y = o loi'S(|ue  x = o,  condition  qu’on 

/tlx  , , 

— en  sorte  qu’elle  s’évanoui.sse 

lors(|ue  x = o\  a”  il  faut  aussi  quey=  o lorsque  .r  = «;  et,  pourremplir 

C dx 

cette  condition , il  faudra  <|ue  la  valeur  de  l’intégrale  I — qui  ré])ond 

/dx 

— sera  nul.  Or, comme  la  quantité  u ne 
doit  point  conleuir  de  constantes  arbitraires,  il  est  visible  que  cette  der- 
nière condition  donnera  une  é(piation  entre  les  (|iiantités  P et  a,  par 
laquelle  on  pourra  déterminer  P. 

Quant  au  nombre  entier  m,  (|ui  demeure  indéterminé,  il  est  clair,  par 
ce  que  l’on  a vu  plus  haut,  qu’il  sera  toujours  égal  au  nombre  des  ventres 
que  la  colonne  formera  en  se  courbant  par  la  pression  du  poids  P;  donc, 
pour  avoir  la  limite  des  fardeaux  (pie  la  colonne  pourra  supporter  sans 
se  courber  d’une  manière  quelcoinpie,  il  faudra  toujours  prendre  pour  m 
le  nombre  entier  qui  rendra  la  valeur  de  P la  plus  jietite,  et  cette  valeur 
sera  la  limite  cherchée. 

II. 


I» 
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15.  L'hypothèsf  la  plus  sim|)lc  que  l'on  puis.se  faire  sur  la  ligure  des 
eolounes,  lorsqu’elles  ne  (loivent  pas  être  cylinilriques,  e.st  de  les  su|>- 
po.ser  formées  parla  rolation  d’une  seetion  coiii(|ue  aulourde  son  axe; 
or,  l’équalion  générale  d’une  siH'tion  eonique  où  les  ahseis.ses  sont  prises 
dans  l'axe  est,  eomnie  on  .sait, 

= a -t- 3 JT -I- /X', 

JT  étant  les  abscisses  et  z les  ordonnées,  et  a,  j5,  -/étant  des  constantes 
arbitraires;  ainsi,  nous  adiqjlerons  d’aboni  celte  équation  entre  les 
variables  s et  x,  et  nous  chercherons  quelle  est  la  valeur  de  P qui  en 
résultera;  mais,  pour  cela,  il  faut  encore  établir  la  loi  qui  doit  avoir  lieu 
entre  les  rayons  z et  la  force  X avec  laquelle  la  colonne  résiste  à &i‘  cour- 
ber (12). 

16.  Il  parait  que  la  théorie  et  l’expérience  s’accordent  assez  à faire 
\ proporlioiinelle  à z\  coinnic  on  peut  le  voir  par  les  ouvrages  oii 
cette  matière  est  traitée;  ainsi  nous  suppostirons  en  général  X = Ka*,  ce 
qui  donnera,  ilans  le  cas  du  numéro  précédent. 


\ = k(jt  -f-  pj:  -4-  ya:’)’; 

ce  (|ui  étant  substitué  dans  l’équation  en  u du  n“  13.  on  aura 

4 1>«>  -t-  K ( a -4-  yx'  )>  ^ 4 ) = U, 

équation  à laquelle  on  peut  satisfaire  en  faisant 

M = -f*  px  -f-  yx*)  = 

car  on  aura 

^ — 4 g’  •/  ( » + -4-  y J’)  — g*  (|3  -t-  sy  J )'  g'  ( 4 gy  - 

de  .sorte  qu’après  les  substitutions,  on  aura 

4Pg'-i- K[g»(4ay-jî’)-4]  = o, 
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•l’oii  l'on  lin* 


/ï>  9’ 


OttP  valeur  (le  « n'esl,  comme  on  voit,  i|u'une  inlt-jçrale  particulière; 
mai.s  elle  sudil  pour  notre  objet,  comme  ou  l'a  fait  voir  plus  haut  (14). 


t7.  Maintenant  on  aura 


/t=/h 


donc,  si  l'on  nomme  \ l’intégrale  de 


X + -*■  /x‘)' 

dx 


O . — c'est-à-dire  de 

a -t- px -t- yx'  î’ 


prise  en  sorte  qu'elle  soit  nulle  lorsipie  xxxa  et  complète  lor.s(|ue  x = a, 

on  aura  — pour  la  valeur  de  T—  répondant  à x = à\  on  fera  donc  (14) 

— =wni,  et  l’on  tirera  de  là 
S 


Telle  est  donc  la  valeur  du  poids  P qui  pourra  faire  plier  la  colonne 
inliniinent  pi>u , et  comme  cette  valeur  augmente  à mesure  (]ue  le 
nombre  m est  plus  grand,  on  fera  m = i pour  avoir  la  limite  des  poids 
qui  pourront  être  supporté's  par  la  colonne,  sans  (|u’ellt‘  .soit  sujette  à .se 
courber  en  aucune  manière:  ainsi  la  force  de  la  colonne  sera  d'autant 
plus  grande  que  la  valeur  de  P sera  plus  grande;  d'où  l’on  voit  que  la 

force  augmentera  à mesure  que  la  quantité  ^ croitr.i  et  que  la 

quantité  A décroîtra;  ainsi  ce  sera  une  question  de  maximis  et  minimis 
de  déterminer  les  valeurs  des  constantes  a,  fi,  y pour  que  la  force  P soit 
la  plus  grande;  mais  comme  celte  force  doit  néc(‘ssairemenl  augmenter  à 
mesure  (|ue  les  dimensions  de  la  colonne  augmentent,  on  ne  peut  cber- 
cber  qu’un  maximum  relatif  à la  masse  de  la  colonne,  en  supposant  sa 
hauteur  donnée;  c’est  sous  ce  point  de  vue  que  nous  allons  envisager  la 
question. 

i8. 


no 
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18.  Pour  commencer  par  les  cas  les  plus  simples,  nous  suppostTons 
•l’abord  que  l'on  ait  ^ — tty=o,  au(|uel  cas  l’i-qualion  du  profil  de  la 
colonne  deviendra 

i'=  (v'a  + .r  V/)’, 

et  tirant  la  racine  carrée 

» = V » vy» 

<|ui  est  à une  ligne  droite;  en  sorte  que  dans  ce  cas  la  figure  de  la 
colonne  sera  celle  d’un  cône  tronqué.  Faisons,  pour  plus  de  commodité, 
y'a  = h,  \’f  = c,  et  par  conséquimt  (5  = aôc;  on  aura  doni' 

Z = b -t-  ex, 

et  l’intégrale  de  prise  de  manière  qu’elle  soit  nulle  lorsque  a-  = o. 
sera  ~ ~ i <l‘>nc,  faisant  ic  = ü et  //=  h -t-  ca.  on  aura 

^ ^i/  I _i  \ a a 

c \b  + ca  î/  h{b  -f-  c«  ) ' -w' 

on  l’on  remarquera  que  b est  le  rayon  de  la  hase  inférieure  de  la 
rolonne,  et  b'  celui  de  la  base  .supérieure;  ainsi  l’on  aura  dans  ce  cas 

J, Tl’  K 6’  6’’ 

a' 


Maintenant,  pour  avoir  la  solidité  de  la  colonne,  on  remarquera  que 
faire  du  cercle  dont  le  rayon  est  z étant  exprimée  par  nz',  il  n’y  aura 
qu’à  prendre  l’intégrale  de  Ttz^dx,  depuis  x = o jusqu’à  x — a,  laquelle 
sera 

1^(6  -t-  caf—  h'  j,  ^ 

c’est-à-dire,  à cause  de  b + ca  — b'  et  c=  - — -i 

a 

+ + h’’). 

.Ainsi  le  rapport  du  poids  que  la  colonne  est  en  état  de  supporter  an 


Digitized  by  Google 


SCR  LA  FIGURE  DES  COLONNES. 


Ul 


l'arré  du  poids  môme  di-  la  l'olunne  sera  oxprimo  par 

c(h/)’6'’ 

ÔM  6’ + 64'+  6'’)>  ’ 

quantilé  qui  ne  di'qumd  que  du  rapport  îles  rayons  h ot  b'  des  deux 
bases;  en  eirel,  faisant  j I»  quantiU-  précédente  deviendra 

q K r’  _ 1)  R 

a*  ( I + r + r'  ~ / i v ' 

o‘(.+  r + -) 

Celte  quantité  sera  doue  la  plus  p:rande  lorsque  la  valeur  de  i + r+  i 
s«-ra  la  plus  petite,  ce  qui  aura  lieu  en  faisaut  dr  — ^ = o,  ou  bien 

I — ^ = U,  savoir  r=i  et  par  eouséquent  b = b'.  D'où  l’on  doit  eon- 

dure  que  la  force  d’une  colonne  de  lifjure  conique,  relativeinent  à sa 
solidité,  sera  toujours  la  plus  {{rande  lorsque  les  deux  bases  seront 
éjrales.  c’est-à-dire  lors(|ue  la  colonne  sera  cylindrique.  Ainsi,  pour  cette 
eonsidération , les  eolonnes  cylindriques  doivent  être  préférables  aux 
coniques. 

in.  Nommons  en  fjénéral  S la  solidité  de  la  colonne,  qui  est  égale 
à l’intégrale  de  Ttz'dx  prise  de  manière  qu’elle  soit  nulle  lorsque  x = o, 
et  complète  lors(|ue  x = a\  le  rapport  de  P à S’,  e’esl-k-dire  la  valeur 
I* 

de  g;i  pourra  être  regardé  comme  exprimant  la  force  relative  d’une 

colonne;  celte  force  sera  donc  r-  pour  b‘s  eolonnes  eoni- 

(,  + r + I) 

ques,  oii  les  diamètres  des  bases  sont  entre  elles  comme  r est  à ■ t et  — 

pour  les  eolonnes  eylindri(|ues,  ce  qui  sert  à déterminer  la  valeur  de  la 
constante  K;  c’est  pourquoi,  si  l'on  fait  K = u'F,  la  constante  F expri- 
mera la  force  relative  d’une  colonne  cylindrique  de  même  liautcur. 

20.  Supposons  maintenant  7 = u,  ce  qui  donnera  a’ = ar  + ,3x,  qui 
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fsl  l'cqiiatinn  il’iim»  parabulc,  riiiléjjralc  <lc  sfi-a  ni 


X -h  fijr 


('•'■néral  ^log(a-t-(5x),  d’oii,  i‘ii  et  faisant  x=a.  nii  aura 

A = ll0K(.+  êj'); 

lloill 

p = il  + , ■ . 

i' 

Maiiilenaiit.  pour  avoir  S,  on  intégi'era  la  formule 

« 

zz’ifx  — r(x  •+■  ^x)dx, 

el  eomplétani  riiiténrale,  comme  on  i’u  eusei}tne  plus  liaul,  on  aura 


tionc 


Faisons  ^ =/-et  mettons  F«'  à la  place  de  K,  on  aura  pour  la  force 
relative  de  la  colonne  parabolique  l’expression 

£.  _ i _î_  . i ( 

S»  [l0K(»-er)]M’ 


F étant  celle  de  la  colonne  eylindri(|ue  de  même  hauteur. 

âl.  Cherchons  le  maximum  de  cette  expression,  el  la  dilférenlialion 
donnera  cette  équation  transcendante  en  r 


[Iok(i-4-  r);’ 

■ 4-’ 


■ log(i-l-  r): 


r(  5 + rl 
a(i  r)’ 


d’où  il  faudra  tirer  r.  Pour  y parvenir,  je  fais  log  ( i h- = /,  et  par 
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i‘ons('(|iicnt  r = e'—  i;  j’aurai,  en  sulisliluani, 

/*  ^ — e'* 

Jf  ivHuis  en  séries  les  quantités  exponenlielles,  ee  qui  me  donne 

/» 

= / -» r -e  — 9 ( K 

a 2.3  2.3.4.S 

(le  sorte  ijiie  Téqualion  deviendra 

(o  ” a. 3. 4-5  “*■  a. 3. 4-5. 7 +••  ="• 

Celte  équation  donne  d'abord  / = o;  ensuite,  étant  divisée  par  elle 
devient 

a. 5 4”’  a. 3. 4-5  a.3.4-5.7 

laquelle,  à cause  de  it  > 3,  aura  tous  ses  termes  positifs,  en  sorte  que 
eonime  elle  ne  contient  que  des  pui.ssanees  paires  de  r,-elle  ne  pourra 
avoir  aucune  racine  réelle,  puisque  t‘‘  ne  saurait  avoir  aucune  valeur 
réelle  positive,  .\insi  l — o sera  la  seule  racine  réelle  de  réi|uation  dont 
il  .s’agit;  par  conséquent  la  valeur  cliereliée  de  r .sera  aussi  égale  à zéro, 

ce  qui  donnera  — = o,  et  par  conséquent  jS  = o,  e’est-à-dire  la  colonne 

cylindri<)iie.  Faisons  donc  r = o dans  l'expression  de  ou  plutôt  r inli- 
nimcnt  petit,  et  elle  .se  réduira  à F;  or,  si  l’on  donnait  à r une  tout  autre 
valeur,  coinine  si  l’on  fai.sait  r = x,  on  trouverait  g = p»  valeur 

inoindre  que  la  précédente;  ce  qui  prouve  ()ue  le  cas  de  r = o est  celui 
du  maaimum;  d’où  il  faut  conclure  que  la  force  est  toujours  plus  granile 
dans  les  colonnes  cylindriques  que  dans  les  paraboliques. 

22.  Considérons  pré.sentenient  l’équation  générale 

i‘  = a -t-  yx‘. 
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latlU(‘IU*  «‘pn-sente  une  s<*i’ti«ii  conique  (|uelconquc  rapporlée  à l’im  des 
axes,  et  l'aisant  j9  = 267,  oc  =cy,  on  pourra  la  incitre  sous  celle  forme 

s’  = y [(x  4-  AJ’  + c — A-'], 

la(|uclle,  si  c — 6“  csl  une  quaiililc  négative,  represeutera  une  hjper- 
hole  ra|)porlce  à son  grand  axe  lorsque  7 est  positive,  et  une  ellipse  lors- 
que 7 est  négative:  mais  si  c — b'  est  une  quantité  positive,  7 devra  être 
positive  et  réqualion  st:ra  à une  liyperhnle  rapportée  à .son  axe  conjugue, 
en  sorte  que  la  colonne,  au  lieu  d’élrc  renflée,  se  trouvera  diminuée  au 
milieu.  C'esI  pourquoi  il  sullira  d’examiner  le  premier  cas  oii 

e — A*  ^ — r*, 

cil  sorte  que  l'on  ail 

î’  = -/[(xa-A)>-r>):  . 

et  nous  remarquerons  d'abord  ici  que,  puisque  la  hauteur  de  la  colonne 
est  a,  il  faut,  pour  que  la  courbe  qui  répond  à la  portion  d'axe  a soit 
toute  réelle,  que  l’on  ail  : 1"  .si  7 > o,  b = r ou  > r (r  étant  supposée 
une  quantité  positive);  a“  si  7 < o,  ± /<  < r et  a 4-  /->  < r I ± b déno- 
tant la  valeur  de  b prise  positivement). 

{>la  posé,  on  aura 

dx dx'  dx 

a’  2yr(x  4-  A — r)  or/r{x  b r) 


dont  l’intégrale,  prise  en  sorte  qu'elle  s'évanouisse  lorsipie  .r  = o,  sera 

I , / X -*•  h — r A4-C1 


donc,  faisant  x ■=  a,  on  aura 
K 


I , , n h h — r A -+-  c ■, 

= ?77'”8(o4.a . 

de  là,  à cause  de  ^ — or/=^y*ib^  — c ■ = 7’r’,  l'expression  de  P devien- 
dra (17) 


P = 7>r>  \ I 4- 


4r’ 


— v^.  K. 


, / a -t-  h — r A 4-  J-X  7’ 
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23.  Il  ne  i-cslp  plus  (|u’à  trouver  la  valeur  de  S par  riutéjfraliou  de  la 
l'orniule 

T.  Z' dx  — r.'/  \ (x  -h-  b)'  — /■’]  </x. 


la(|uelli-  donne  rinlégrale 

r.;  I _ r'x]  = r.yx  (Ç  xh  ^ h’ - r'J  v 

de  sorte  (|u’en  faisant  x = a on  aura 

S --  -y a + ab  4 A=  — r’ j ; 

donc  eniiii 


1 

kr- 

( 

= pa^  r = 
1 

J.  Il  A ’ u' 

^ ab  -i-  b’  ~ r’j 

= qa  et  mettons  F à la  place 

4 

Z*  ^ 1 

|,„gC+P-V/'  + 9)|= 

(j-p+e-c)'  ’■ 

k 

a* 


exprc.ssion  qui  |)eut  se  siinplilier  encore  en  supposant  p ^ = l, 
re  qui  la  réduira  à celle-ci 


-4- 

( 

} 

1 

qui  ne  contient  que  deux  indéterminées  r et  q. 

24.  Puisque  9 = ^*  *1  ‘‘St  clair  <|ue  la  quantité  q devra  toujours  être 

positive;  voyons  donc  d’abord  quelle  sera  la  valeur  de  q qui  rendra  l’ex- 
II.  19 
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(•n’ssioii  |)r«M‘éd(*nte  un  itiaximum.  Pour  cela,  il  sullit  de  iTmlre  un  inaxi- 
nnini  la  (|uantilé 


dont  la  diiréreiitielle  lo{{arilhnii((ue  étanl  c({ale  à zéro  doiitu'ra  l'équation 


I Ht 


d'où  il  faudra  tirer  la  valeur  de  q. 

Fai.sons  pour  cela  log  = J.  doue  | ^ = r.  et  q — | t, 

l'équation  précédente  deviendra 

(loue,  réduisant  rexponeiitielle  e^'  en  série,  on  aura  ré(|uation 


(4  I \ . '•» 

+ 1= r)  î'-t-...  — o, 

' ^ 57T  / H.3.4 


laquelle  donne  d'altord  z = o,  et,  à eau.se  (|ue  tous  ses  tenues  sont  posi- 
tifs, ne  saurait  avoir  aucune  racine  réelle  plus  grande  (|ue  zéro.  .Mais 
nous  allons  prouver  que  celte  équation  ne  pcuit  avoir  non  plus  de  racine 
réelle  négative.  Pour  cela  je  reprends  la  forme 

i' 

h » s = e“  — I , 

HT.' 


et  je  fais  s = — j’aurai  celle-ci 


U‘  I 


Il  est  visible  qu'en  faisant  it  — o les  deux  inenibres  de  cette  équation 
deviennent  nuis  à la  fuis,  et  par  cniisé(|ueut  égaux  entre  eux;  mais  à me- 
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sure  qui*  u au^menle,  le  premier  inemlire  augmente  aussi  et  le  seeOnii 
diminue;  doue  il  sera  impnssilile  que  l’équatiun  puisse  jamais  avuir  lieu 
tant  que  u > o;  pour  prouver  que  le  second  memlire  diminue  à mesure 
que  II  augmente,  il  n\  a i|u'à  prendre  sa  dillerentielle,  laquelle  est 

— ( ' ~ e>  I.  il  est  visible  que  e“  sera  toujours  aussi 

> 1,  tant  que  « >o;  doue  i — ^ sera  toujours  un  uomlu*e  positif,  par 
eonséqueiit  la  dilTérentielle  dont  il  s'agit  sera  toujours  négative  ; doue,  etc. 


25.  Nous  venons  doue  de  démontrer  qu’il  u'y  a i|u’une  seule  valeur 

réelle  de  z ou  de  log  'l'"  puisse  rendre  la  formule  proposée  un 

maximum  ou  un  minimum;  eette  valeur  est  log  ‘ =r  o,  d'où  l’on  tire 

^ t — q 

I _^  = i.ctdelày=o.  Qu’on  fasse done,  dans  l’expression  de  jr;>9  = o. 
ou  seulement  iurmimeiit  petit,  elle  deviendra,  ’a  cause  de 


,-1 
I 


à très-peu  près. 


P 

S*  ■ 


F/> 


pour  voir  maintenant  si  relie  valeur  est  un  maximum  ou  un  minimum, 
qu’on  fasse  par  exemple  q = l.  on  aura  log  = logao  = x.  ; de  sorte 

|i 

que  l’expression  de  ^ se  réduira  à relle-ri 

FP 

qui  esl  évidemment  plus  petite  que  la  précédente,  à cause  de  rt  > i . 
Quant  aux  valeurs  imaginaires  de  z,  c’est-à-dire  de  log|-^^r  il  est 
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clair  qu’elles  doivent  être  n-jetées,  parce  qu’elles  rendraient  toute  la 
P . . 

valeur  de  imaginaire;  il  n’y  a que  le  seul  cas  où  : serait  de  la  l'orme 
P . 

u\  — I,  dans  le(juel  g;  aurait  néanmoins  une  valeur  réelle;  or,  ce  cas 


aura  lieu  (luaiid  Li-Î  = 
aura  log  j — log  — i : 


I,  c’est-à-<lire  lorsque  q = x.  : car  alors  on 

— P 

• \ — I,  et  l’expression  de  g;  deviendra 


la(|uelle  est.  à la  vérité,  toute  réelle;  mais  comme  elle  est  en  même 
temps  négative,  ce  qui  est  alisurde,  on  voit  que  le  cas  dont  il  s’agit  doit 
être  également  rejeté. 

P 

26.  Le  maximum  de  la  (|uanlitê  gémira  dune  lieu  uniquement  lorsi|ue 
q = O,  ce  qui  donne  r = o,  et  |iar  eonséquenl 


pour  l’équation  de  la  eourhe,  ee  qui  rentre  dans  le  e:is  du  n"  18,  où  la 
colonne  était  .supposée  eoniipie;  d’où  il  s’ensuit  (|ui‘  la  ligure  conique 
dans  les  colonnes  est  prélérable  à la  ligure  renflée  (|iii  proviendrait  de 
la  révolution  d’une  section  conique  autour  de  son  axe.  .Mais  si  l’on  veut 
(|ue  la  colonne  ail  la  plus  grande  Toree  possible,  il  l'audra  lui  donuer 
la  ligure  cylindrique,  comme  nous  l’avons  démontré  plus  liant  (numéro 
cité). 


27.  Je  n’examinerai  pas  ici  (|uelle  est  la  force  des  colonnes  qui  sont 
formées  par  d’autres  courbes  que  des  sections  coni(|Ues,  parce  que  d’un 
côté  l’équation  en  « du  n"  13  est  rarement  intégrable,  et  que  de  l’autre 
la  considération  de  plusieurs  cas  particuliers  ne  pourrait  Jamais  conduire 
à une  conclusion  vraiment  générale.  Je  vais  lâcher  plutôt  de  ré.soudre  la 
question  proposée  d'une  manière  directe  et  générale,  en  cbmdianl 
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iminotliaU'nifiit  la  ciiurlH*  (|ui,  |>ar  sa  i-otalion  autour  de  sou  axe,  |iri>- 
duira  une  (?oloniie  qui  ait  la  plii.s  grande  foree  possible;  Proldéiue  d’un 
genre  assez  neuf,  et  dont  lu  solution  demamle  des  artiliees  partieuliers 
qui  pourront  in’êtn-  utib‘s  dans  d'antres  oeeasions. 

iS.  Yoiei  en  quoi  eonsiste  ee  Ib'oblèine  exprimé  analYtiqiienienl  : 

H s'agit  de  trouver  une  équation  entre  tes  ordonnées  z et  tes  at/srissrs  ,i . 

|i 

teJte  que  ta  quantité  soit  ta  ptus  grande  qu’it  est  /mssitde,  S étant  égate  a 

t'intégnde  n j z^d.r  grise  depuis  a-  = o jusqu’il  x = a.  et  P étant  une  eon- 

stante  qui  doit  être  déternùnée  />ar  cette  condition  que  t'intégnite  j 

piise  en  sorte  qa'elte  soit  nutte  torsque  x = o,  dei'ienne  égate  à ~ tonque 
X = a.  en  sup/iosant  u donnée  fuir  t' équation  différentiette 


I •>.  iid’  U — du’ 
' d.r’ 


o. 


où  N est  une  Jonction  donnée  de.  z que  nous  avons  sup/msée  ptus  haut 
égate  à K ï ' . 


Un  voit  que  ee  (|iii  rend  surtout  le  Problème  dillieile,  e’esi  que  la 
(|uanlité  u n’esl  pas’donnee  en  P et  en  z en  termes  tinis;  mais  sujiposons 
pour  un  moment  que  ee  soit  une  Ibnetion  eonnue  de  : et  de  P,  en  sorte 
que 

du  ~ M dz  a-  N </ 1’, 


en  faisant  aussi  P variable;  dans  ce  ras.  voici  eoimnent  on  pourra  s'_v 
prendre. 

I*  . , 

Puisque  ^ doit  être  un  maxinium,  on  aura  il'abord,  en  ditférenliani 

et  eniplovant  la  eara<iérisli(pi<;  H, 

4P  ï4S 
P S 

or,  puis(|ue  j est  égal  à une  ((uantité  donnée  ~,  laquelle  est  iodé-  . 


ISO  SUR  I.A  nr.URE  des  colonnes. 

peiiilaiile  de  H,  on  aura  aussi,  en  dillerenliant. 


r il  xi  n 

-j— 


el  uieUani  pciiir  üu  sa  valeur  Moi  N 51’. 

riAizdr  /'Nôl’r/x 


l Mdzor  1 Nol*rf.r 

./  «’  J u‘  ’ 


niais  P élani  une  eonslanle  par  rapport  à ar.  on  pourra  inellre  sa  dilTé- 
renlielle  51*  lioi-s  du  sijfiie  d'intégration,  ee  <|ui  donnera  l'équation 


rMizdx  /’Nrfx  * 

I r-  - 0 P I T - = O. 

.1  «*  .1  U- 


d'où  l'on  tire 


dP  = - 


r yiôzdr 

J 

l'^lx  ’ 

J 


res  intégrales  étant  prisi's  depuis  x = o jusqu'à  x = a. 

Quant  à la  valeur  de  5S.  puisque  = n Ç i’rf.r.  on  aura 

5S  = ?,r  / zizdx-, 

doue,  substituant  ees  valeurs  de  5P  et  de  5S  dans  réqualion  ei-dessus.  on 
aura  eelle-ei 

r Môzdx 
sdx  I U- 


4t: 


/zizit 


N</x 


p/W 

J 


Dénotons  par  R la  quantité  j qui  peut  être  regarder  eoinine  ii 
eonstante,  el  nous  aurons  l'équation 

4t:j  M 
S "^PRié"”' 


ne 


laquelle  donne 
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Or,  roinmi’  u «*st  supposiu'  une  f'unclion  de  z et  de  constantes,  ipie  ,\l  est 
par  cons(‘quent  au.ssi  une  fonction  de  z et  de  constantes,  et  (|ue  S et  H 
sont  aussi  des  constantes,  il  s’ensuit  que  cette  équation  donnera 
I = cüiist.  : mais  il  faut  que  celte  valeur  de  z salisfa.sse  aussi  à l’equa- 
tion  en  u;  or',  comme  u est  par  liypotlièse  une  fonction  de  z et  de  P,  on 
aura  aussi  H = const.;  donc  réquation  dont  nous  parlons  deviendra 

4I’«‘— 4^  ou  P \ = O, 

la(|uelle  pourra  toujours  se  vérilicr  lursipie  X sera  une  fonction  de 
comme  nous  l'avons  .supposé. 

.tu  re.ste,  comme  cette  solution  est  fondée  sur  riiypothèse  particulière 
de  H égal  à une  fonction  de  z,  il  s'en  faut  beaucoup  (|u'on  pui.sse  la 
regarder  comme  exacte  et  complète;  aussi  n’esl-elle  ici  i|ue  comme  une 
introduction  à la  .solution  générale  que  nous  allons  donner  dans  les 
numéros  suivants. 


i9.  Nous  aurons  d'abord  comme  ci-dessus  les  deux  équations 


dp  adS  rdxSu 

T J ~1F~ 


et  de  plus  nous  aurons  aussi  l'équation 


oS  ~ 


d 2 dx , 


et  il  ne  restera  plus  qu’à  trouver  une  équation  entre  5P,  d«  et  ùz.  Pour 
cela  je  re|irends  l’équation  en  tt,  et  pour  la  rendre  plus  tniitable,  je  la 
ramène  à sa  premièn;  forme  en  faisant  u.  = l‘,  ce  qui  la  réduit  à celle-ci 


P/  -h  X 


laquelle  est  moins  cbargée  de  diHérenlielles  que  i;elle  en  u;  maintenant 
je  la  dilférentie,  en  aflèctant  les  dilïérentielles  de  la  caractéristique  d et 
faisant  varier  à la  fois  t,  P et  z;  j’aurai 


Pdt  -+-  <dP 


dx’  l‘l 


dX- 


SdU 

dx' 


3d/  I 
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niiiis  |>uis(|ui'  X csl  su|i|ios('>t‘  uiu‘  i'iiiK’tioii  lie  ou  auni  rfX  =iX'rf;,  el 
(lar  cuiisoiiiiont  aus.si  !i\  = \ Sz;  de  |iliis,  on  a par  la  mélhodp  des 
variations,  oxposro  dans  1rs  tomes  II  et  IV  des  Miscellanea  Tuurinen- 
si(t  " , — donc,  siibsliliiant  ces  valeurs  et  mettant  de  plus 

a la  place  de  . un  aura  celte  ct|ii;)tion 


Pà/  -f  <ai>- 


P/X'o'î 

N 


id'it 
' dx> 


iil 

---,  = o 


= o (••), 


r’est-ii-dire 


. 3\v., 


d‘il 

t!x‘ 


tiV  - 


PX'/iï 

■ ‘T  ' 


Je  multiplie  maintenant  cette  équation  par  ado:,  « étant  une  nouvelle 
indéterminée,  et  je  l’intègre  en  taisant  disparaître,  par  des  intégrations 
partielles,  les  dilTérences  de  5/;  j'aurai 


/[(— 


d {\x)  à t 

0 i uX  -r , — ■ , 

(ix  (fx  • 

■iV J'ixdx  — P^ ~ 


Je  suppose,  ce  qui  est  permis,  que  la  quantité  a soit  telle  que  l’on  ait 

3X,  ^d-{\xi  U 

• =7.' 

H étant  une  constante  quelcuii(|ue:  reqiiatioii  précédente  deviendra 

,,  rSldx  \xd<U  d{\x)èt  . . ftxX'iz  , 

V - r ■'  dx  - -di  - ^ “ '•  / —X  ’ 


•)  OEuvtes  de  /xngranfii’,  t.  I.  p.  335,  el  1.  II.  p.  37. 

(*•)  I-e  leniie  ^4“ le>i(;»e-*-<’'<jmn)edan!î  la  formule  poW-denU;.  U’  ohan- 
gerrumt  do  co  Mgno  a j)Our  efTol  d'infinner  Ion»  loâ  r^ultatü  «lui  .nuivenl;  o«s  résuitaUs  H>nt 
d'aillours  affectas  de  plusieurs  autn^  erreurs  do  calcul.  Nous  avons  reproduit  e\aclenienl  k* 
texte  primitif  en  nous  bornant  à corriger,  comme  nous  l'avons  toujours  fait . les  fautes  lyfKi- 
gmpliiques;  on  trouvera,  à la  fin  du  Mémoire,  l'indication  des  modincatums  qu'il  y a lieu  de 
faire  subir  aux  principales  forniulcs.  [.V«/c  de  t’Èddntn) 
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oii  je  ivmuri|iie  (|u'!t  ciiiise  de  = ii  on  aura 

rililx I l'ôiitlx 

J /’  a/  //’ 

DoiU'.  si  l'on  ('■Iciiil  l'intégration  il<‘  l'équation  |ii‘éeé<lenle  <le|iiiis  or  = o 
jusqu’à  .r  = «,  un  aura  la  valeur  de  l'intégrale la(|uelle  devra 
être  nulle  par  les  eunditions  du  Prohli-nii*. 

Pour  cela,  je  noiiime  la  valeur  totale  de  l’intégrale  j"  lat/x,  prise 
depuis  ^ = 0 jiis(pi’à  x = n.  ensuite  je  noinuie  II  et  M'  les  valeiii's  des 


Xxilàl  </(\a)  ^ I . . I ■ • 

tenues  — ^ ol  pour  le  point  ou  ,r  = o et  pour  relui  ou 


....  . I Coldx  I ('iitilx 

• = «;  j aurai  doue,  a cause  de  j — — - = - J - = <>•  > équation 

n - 'I  -e  Bô  P - pj’  - "• 


d'où  l'on  tire  d’aliord 


îü  _ 4 - D 
P “ HP 


1 r/ave:  , 

B./  ~x— ''■••• 


l’intégrale  j'  étant  aussi  supposée  prise  depuis  x = o jusqu’à 

x = a. 

Doue,  si  l'on  substitue  cette  v^ur  de  oP.  ainsi  que  celle  de  oS,  dans 
l'e(|uation 

, 5P  a3S 


ou  aura  celle-ci 


4~  - H j_  rtxK'âz 
BP  B./  X 


3ÔZ  dx  =z  O, 


OU  bien,  à cause  cpte  les  <|uanlités  H et  S sont  constantes  par  rapport 
à X,  puisqu’elles  expriment  des  intégrales  déterminées  où  .r  est  supposé 
égal  à a, 

4 -Il  J 

-BT-r/(  BX-- 
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On  aura  (loue  d'aiiord,  puiir  (ou.s  les  points  de  la  eourixs  réquation  in- 
délinie 

lx\‘  4““ 


e’est-ii-dire, 


lx\'  4“" 

itx  s"  “ 


t x\' 4*^. 

i’  X “s  ’ 


ensuite  on  aura  l’équation  déterminée  H — II,  laquelle  ne  se  raj)porte 
qu’aux  points  extrêmes  de  la  courhe  où  x=-  o et  .r  a. 

30.  .\insi,  pour  avoir  l’équation  de  la  rourlte  i‘lieirhêe,  il  n’y  aura 
qu’à  éliminer  les  deux  indéterminées  / et  a,  à l’aide  de  ees  trois  eipia- 
tions 

<*\'  jrB 
J X'  ~ S ’ 

3X  \ _ , r/>(Xa)_  H 


et  l'omnie  X est  supposée  um>  fonction  eonnue  de  z,  on  aura  une  e(|ua- 
tion  liliale  entre  les  ordonnées  z et  les  ahseisses  x. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si  l’on  fait  a = Hr,  la  eonstante  H dis|ia- 
raitra  de  la  seeoiide  équation,  et  (|ue  la  preniièn*,  étant  ilivisée  par  II, 
deviendra 

r/V  4rdl 
s X “ HS  ’ 

de  sorte  que.  comme  II  est  une  constante  arbitraire,  la  ipiantité 

aiira  une  valeur  eonstante  quelconque  indépendante  de  H et  de  S. 

De  cette  inanière  on  aura  donc,  en  preiiaiil  une  constante  arbitraire  C, 
les  trois  équations  suivantes 

^X 

3X\  d’(Xr)  1 

C'--Fr-^4xr--F  = “’ 
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(|ui  ivnft'rnu'til  l:i  solution  du  Pruhlèint-  prupusù,  pris  dans  toute-  sa 
Rt-ncralil<*. 

31.  Si  l’on  clia.sst-  r et  t,  il  viendra  une  équation  en  : et  x du  (|ua- 
Irii'ine  onire,  epii  sera  peut-être  bien  dillieile  ii  intégrer;  niais  je  re- 
niar(|ue  que  i = consl.  sera  sûrement  une  intégrale  partirulière  de  cette 
équation;  car  supposant  z constante,  X et  X’,  i|ui  sont  des  fonctions 
de  Z,  seront  aussi  constantes,  de  sorte  que  si  l’on  suppose  aussi  r et  I 
constantes  en  même  temps,  les  équations  ci-dessus  deviendront 


dont  les  deux  dernières  donneront  d’abord 


t 


•/X 

Vïï’ 


_ / _ _ I 

ensuite  la  première  donnera 

=C, 

d'oti  l’un  tirera  la  valeur  de  :,  laquelle,  à cause  de  la  constante  arbi- 
traire C,  pourra  être  une  constant!?  queicon(|ue. 


32.  Celte  valeur  de  s donne  évidemment  un  cylindre  pour  la  ligure 
de  la  colonne;  mais  comme  ce  n’est  (|u’nne  valeur  particulière,  elle  ne 
peut  être  censée  ré,soudre  le  l’nddème  que  dans  certaines  circonstances. 
En  effet,  comme  l’équation  en  z doit  être  du  (|uatrième  ordre,  ainsi  qui- 
nous  l’avons  remarqué  ci-dessus,  elle  renfermera  nécessairement,  élani 
intégrée,  quatre  constantes  arbitraires,  en  sorte  que  l’on  pourra  faire 
passer  la  courbe  par  quatre  points  i|uelcon(|ues  donnés,  ou  par  deux 
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points  <‘t  par  doux  taiigontos,  ou,  etc.  Si  l’on  veut  (|ue  la  roiirlio  do  la 
l'olonno  qui  doit  avoir  la  plus  grande  foire  possible  pass<‘  par  quatre 
points  également  éloignés  de  l’axe,  dans  ee  cas  on  sera  assuré  qu'il  n’y 
aura  (|ii’iine  ligne  droite  (|ui  résolve  le  Prohlèine,  en  sorte  que  la  eulonne 
devra  être  iiéeessairement  cylindrique.  La  même  chose  aura  lieu,  pai- 
exemple,  si  les  deux  hases  de  la  colonne  doivent  être  égales  entre  elles, 
et  (|ue  (le  plus  les  tangentes  de  la  courhe  aux  deux  extrémités  doivent 
être  parallèles  à l’axe,  et  ainsi  du  reste. 

lin  général,  toutes  les  fois  (pie  les  quatre  conditions  données  seront 
telles,  (pi’elles  pourront  cadrer  avec  une  ligne  droite  parallèle  à l'axe, 
cette  ligne  sera  sûrement  celle  du  maximum;  mais  dans  tous  les  autres 
cas  le  Prohlème  ne  pourra  se  ri'-soudre  ipie  par  l’intégration  com|dète  de 
l’éipiation  (linéreiitielle  en  a et  j‘. 

33.  Si  l’on  veut  (|Ue  la  colonne  soit  à peu  près  cylinilriipie,  ce  ipii  est 
le  cas  le  |)lus  ordinaire,  on  pourra  résoudre  le  Prohlème  d’une  manière 
approchi'e  que  voici. 

Puisque.  lors(|ue  z est  constante,  on  a aii.ssi  r et  t constantes,  il  est 
visible  que  si  : varie  peu,  r et  l varieront  peu  aussi. 

Supposons  donc 

j = Z(i-4-ï).  r=ll(i  + f,),  / = T(i-h6). 

Z,  R,  T étant  des  constantes  finies,  et  Ç,  o,  0 des  variables  très-petites;  et 
substituant  ces  valeurs,  on  pourra  négliger  les  produits  de  deux  ou  de 
plusieurs  dimensions  de  p,  0,  en  sorte  ipie  l’on  aura  des  équations  où 
les  variables  ne  se  trouveront  (pie  sous  une  forinc  linéaire,  et  qui  S4‘ront 
par  conséquent  inti'grables  par  les  méthodes  connues. 

Mais  avant  de  faire  ces  substitutions  un  remarquera  que,  comme  \ est 
su|iposce  une  fonction  donnée  de  s,  si  l’on  fait  = X'  et  — .X", 
les  (piantitcs  .X  et  .X'  deviendront  à très-peu  près  .X  .X'ZÇ,  X'-l-  .X"Z;, 

I ^ *X^)’  H'"-’  ^ 

Z à la  place  de  z dans  .X.  .X',  .X",  en  sorte  que  ces  quantités  seront  main- 
tenant constantes. 
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De  iiiuniëre,  les  équadoiis  tlu  ii"  30  il(‘ricii(li'oni 

RJ  Vf  „ VZ  \1  ,, 

PT(.  + 9)^XTg_J(.  + ^!;-35)=«. 

Or.  si  les  quantités  p.  5 et  Ç étaient  nulles,  on  aurait 

RTX'  ,,  3X\  I X 


il’oii  l’on  tire 


X = PT‘,  R = - 


î l'T> 


«lone,  .supposant,  ce  qui  e.sl  permis,  que  ces  équations  aient  lieu,  les 
e(|uations  précédentes  deviendront 

. r/.\"  zx'  \ , 

P + 6+  ^ -ij  ; = o. 


9 + T 


rf’5  ZX'  ^ 
3?  ~ 'X'  ' 


36  = 0, 


y\f  ZX* 

ou  l)ieu,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité  = M,  i ^ = ,\. 

on  aura  ces  trois  équations-ci 

p-(-e-  n;  = o, 

M(T.g-3r)  + T.^2^+p  + 60^... 
de  l’intégration  des(|uelles  dépend  maiuteuaut  la  solution  du  Problème. 
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.‘U.  Pour  iiiU'grcr  res  ('quations  je  suppose 


ï = asin|^£-(-jr^^. 

6 = psin  f"t  + ). 

P =-/  sin  +x 


ST.  jS.  y.  £ el  V éLiiil  des  ronsUntes  indidermiiu'es;  je  substitue  ees  va- 
leurs et  je  divise  ensuite  tous  bvs  tenues  par  sin  -+-  x j’ai  les  trois 
(>(|uations  suivantes 

y ^ — N * = O, 

— Jl  a( w<-(-  3)  — y(fti  — I ) -I-  Gji  = o, 

— ^(w  — 4)  — Ma  = o; 

la  dernière  donne 

— 4) 

a_  jjj  , 

ce  (|ui  (Haut  substituée  dans  les  deux  premières,  on  aura 
. r N ( « — 4 ) 1 

3[ti-(-((i)-(-3)(tu— 4)]  — / (<•>  — ()  = »: 
la  première  donnera  sur-le-rbamp 


et  substituant  ensuite  eette  valeur  dans  l’autre  ('quation,  on  aura,  après 
avoir  divisé'  tous  les  termes  par  fi, 

G -(-  ( 6)  4-  3 ) { 61  — 4 ) -t-  ( !■>  — 1 ) I I -! j = O, 

e’rst-ii-dire.  en  ré'duisant, 

( M -4-  N ) (.)’  — 5 N 1-  ( 4 N — ^ M ) ■=;  O, 
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fquatiun  d’nii  l’on  tirera  deux  valeurs  de  <a,  lesquelles  s(!n)ut  toujours 
néeessairement  réelles,  à cause  que 


(5N)--  4(AI  + N)(/jN-  7M)  = 9N'  + ïaMN  +^8M'  = (3N  4 iM)>4-  «4M’, 
et  ees  valeurs  seront 

_ 5N  4-_v  (^  4^M)*4  V4M' 
a(M4-N) 

(âiinme  la  (|uuntité  ^ a disparu  de  l’équation  en  <a,  il  s’ensuit  (|u’elle 
reste  indéterminée,  de  sorte  qu’on  pourra  la  prendre  à volonté;  mais  on 
peut,  si  l'on  veut,  prendre  a à volonté  au  lieu  de  /5,  ce  (|ui  sera  plus 
commode,  pare<!  que  c’est  proprement  la  (|uantité  ï que  r<*n  elierehe; 
alors  les  (juantités  (3  et  y devront  être  déterminées  ainsi 


?=- 


M 

61  — 4 


Quant  à la  constante  £,  comme  elle  a aussi  disparu  des  équations,  elle 
sera  pareillement  arbitraire. 

Or,  pui.sque  la  (piaiitité  w a deux  valeurs,  si  l’on  désigne  ces  valeurs 
par  6)  et  ta',  et  que  l’on  prenne  deux  autres  constantes  arbitraires  a'  et  =', 
on  aura,  pour  la  valeur  complète  de  Ç,  l’expression 


ï = a sin  4-  JT  4-  a'  sin  4-  .r  ^ j, 
et  les  valeurs  correspondantes  de  0 et  p seront 

9 = psin  (^e4-j^’)4-|î'sin(^e'4 
P = y sin  4-  j:  4-  y'  sin  ^e'  4-  ar 

(5'  et  y'  étant  les  valeurs  de  j3  et  y qui  résultent  en  mettant  a'  et  à la 
place  de  a et  m. 

:L5.  Je  remarque  maintenant  que  lorsque  : est  égal  à une  constante. 


KiO 
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n'  qui  csl  le  ras  îles  eolüimes  eylimlriqiies,  ou  a (11  P = < a élaiil 

la  hauteur  de  la  eolonne,  r,  élaiil  l’angle  de  iHo  degrés;  ainsi,  dans  noire 
cas,  où  î = Z + ZÇ.  on  aura,  aux  quanlités  irès-peliles  pri's.  P = ’ 

puisque  X,  étanl  eonslante,  esl  la  niénie  quanlité  (pi’on  avait  désignée 
par  K (12^;  or  on  a (3.1j  X = PT‘;  doni  X = d’où  1"  = et 

par  eonsequeni  'P  = "•,  doue,  si  l’on  suhslitue  relie  valeur,  on  aura 


„ . / xrv'«\  . . / , xttvm'X 

ï=  isin  1 £ H -J—  ) + a sin  1 £ -1 ^ — !• 


9,  9,  i,  ê'  étant  quaire  ronslanles  arhilraires  qu’on  pourra  déleriniuer, 
en  sorte  que  la  roiirhe  rlierriiee,  dont  les  alisrisses  sont  x et  les  ordon- 
nées soni  i = Z^i  -1-^),  passe  par  quatre  points  donnés,  ou  par  deux 
points  et  deux  tangentes,  ou,  etr.,  roninic  on  l'a  dit  plus  haut  (32). 

\ l’égard  des  valeurs  de  « et  <u'.  elles  ne  dépendront  que  de  la  nature' 
de  la  l'onrtion  X de  Z;  rar  en  faisant 


on  aura 


ZrfX 

\d/. 


= M, 


Zrf-X 

d\dZ 


= M', 


^1^  M v(3  -e  5^1  — 3M'  )>-»-  ï4  M- 

a ( I a M — M'  ) 

5M-3.M')>^  a4 
î(i  -e  ï M — M') 


S’il  arrive  que  >ù  soit  négatif,  alors  le  radiral  v'«  deviendra  imaginaire, 
et  le  terme  sr  sin  ( £ -I- — ^ deviendra  (eu  y mettant  £y  — i à la  plare 
de  s et  39  \ — t à relie  de  a)  de  relie  forme 


a 


e 


), 


il  en  sera  de  même  du  terme  a' sin 


• Si  fa 


devient  négatif. 
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Si  X fst  .<>u|i{)os<-  proportionnel  à une  puissance  queleoiupie  de  : ou  Z, 
en  sorte  (pie  X = KZ",  on  aura  M = n,  M'  = « — i ; donc 


5 + vo  + (>n  -4-  en 

01  — * 1 

9.  4 n 

. 5 — Jq  4-  ()/»  - II' 

01  2-1^ , 

9 4-  Il 

et  supposant  n=f\,  comme  on  l'a  fait  plus  liant,  on  aura  'u=:a. 
ta  = — •!*•*’'  Cülisc'quent  l’équation  de  la  eoiirlie  contiendra  dans  ce 
cas  des  sinus  et  des  exponentielles. 

3IÎ.  Pour  ce  (pii  regard(>  les  constantes  a,  a',  s,  s',  le  moyen  le  plus 
.simple  pour  les  déterminer  est  de  supposer  (|ue  les  valeurs  de  Ç ^ 
soient  données  aux  deux  extrémités  de  la  colonne  où  x = o et  où  x = o. 
Pour  cela,  supposons  donc  (pie  loi'sque  x = o on  ait  % = p,  ^ 

ffy 

(pie  lorsque  x=.a  on  ail  ï =//,  ^ — 9'  îHirle  que  Z(i4-/iJ, 

Z f 1 4-  />')  soient  les  rayons  des  deux  luises  de  la  colonne,  rinl'éricure  cl 
la  supi-rieure,  et  que  Zy,  ïq'  soient  les  tanfientes  de  rinclinaisun  du 
profil  de  la  colonne  avec  l’axe,  à l’exlrémilé  iiiférieure  et  à l’extrémité 
.supérieure;  on  aura  (35] 

P — 3 sine  4-  x'siiiE'. 

y = — 2 — ( a cob£  -t-  a rose  ), 

;>'  = 3 sin {e  4-  - ^ w)  4-  a' sin  ( e'  4-  r y w'j, 

qf  — ~~  fa  cos  (e  4-  TT  y'w]  4-  x'  cos(e'  4 it  t 

d’oii  l’on  pourra  tirer  les  valeurs  de  a,  a',  s,  s';  en  ciïet,  les  deux  pre- 
II. 


31 
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inièri'S  (l(iniu>runt  crllt>s-ci 

!>  nisfr  V w'  ) ^ sin  (ît  —x  siii  (c  -i  r y'»';  + a'  ^ii>  ' -t  “ y'-*'  )* 

T.  v''jl' 

— /<siii  (r  y ï7^  -t-  -”^_=  ros{îT  y w'}  ;=  acos  (f  -f-  r y/r.i'^  -f-  a'  ros  (e"  + y '•>'), 

r y 

Ic.sinH'lli's  étant  comliitlées  avec  les  dfux  dfrnière»  doniieront 

t ros  -t-  îT  ^ ^ ^ sin  f/ — p cos  (ry'.i')  — ’■  V 

a sin  fc  4 r -'  Vsin  ( 4.  /)sin  (i:  y ».>') -iisfzy  '.1'  ), 

il’oii  en  faisant,  pour  ahrégcr. 


on  tire 


. P psin  (cy^^J  H COs{7ry'u') -4- — 4=1 

Z y'  6l'  r y s»' 

Q = p cos(ir  yV)  H — sin  (x  y/w')  — 

X y'w' 


yi"T0' 


. Z yÆ-y/^V 


et  de  même,  en  faisant 


P'  xap'sin  (x  y/fcl)  + ——  ros(x  y (tf)  + 

r y w :r  y'<»» 

Q'  —pf  ros  (x  y'w)  + — ^ - sin  (x  v'm)  — p, 

y'o> 


/ -4-  \ P' 

un«  + ) = 

, yj^>  -ë  tr 
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37.  .Viiisi  les  eonstanles  «,  j,  s'  auroiil  des  valeure  délerminées,  si 
les  (|iianlités  /;,  q,  p,  q'  soûl  toutes  doiiiiées.  de  sorte  (|u’il  ne  restera 
plus  rien  d'indéleriniué  dans  rêqualion  de  la  eourhe  cherehée;  niais  si 
<|uel(|ues-unes  de  ees  dernières  (|uuutilés  ne  sont  pas  données,  aloi's 
quelques-unes  des  eonstanles  a,  t,  a',  i resteront  indclerininées,  et  ee 
sera  une  nouvelle  question  de  rmiæimis  et  minimis  de  délerniiner  ees 
eonslantes,  en  sorte  (|tie  la  loree  de  la  eolonne  soit  la  plus  grande  qu’il 
est  possible.  Or  l’équalion  de  la  eourbe  étant  donnée,  il  est  elair  qu’il 
n’y  aura  qu’à  eliereher  l’expression  de  la  foree,  et  la  rendre  ensuite  un 
maxiniiiin,  en  supposant  que  les  eonstantes  iiidélerininées  soient  va- 
riables, ainsi  que  nous  l’avons  fait  plus  haut  lorsque  nous  avons  pris 
une  seelion  eonique  pour  la  courbe  de  la  eolonne;  mais  la  métbode  que 
nous  avons  employée  pour  résoudre  le  Problème  en  général  oll're  un 
moyen  plus  simple  de  |iarveuiran  même  but. 


38.  Pour  cela,  il  n’y  a (ju'à  se  rappeler  que  l’équation  qui  renrermait 
les  eonditions  du  maximum  contenait  deux  parties:  l'une,  afléetée  du 

signe  qui  a servi  à déterminer  en  général  l’équation  de  Ja  courbe; 

l'autre,  hors  du  signet' , i|ui  ne  se  rapportait  iju'aux  deux  points  extrêmes 
de  la  courbe  et  dont  nous  n'avons  jusqu'à  présent  fait  aucun  usage. 

(ielte  dernière  partie  de  l'é(|uation  dont  il  s'agit  (29)  est  — i>jr~’ 


• ri  , I I II  Na</5/  f/(\a)  » , 

ou  II  est  la  valeur  de  la  quantité  — P'«>""'r 

point  où  ,r  = o,  et  H'  la  valeur  de  la  même  quantité  pour  le  dernier 
point  où  ar  = a;  ainsi,  comme  ou  a égalé  séparément  à zéro  la  pi-emière 

partie  alléctée  du  signe  J'i  il  faut  pareillement  égaler  à zéro  la  jiartie 
algébrique  --gp— ’ ‘■‘e  qui  donnera  l'équation  déterminée 


8 - Il  = O. 


Pour  faire  usage  de  celte  équation,  on  remarquera  que  les  variations 


Uik 


SUR  LA  FIGURE  DES  COLONNES. 


5/  et  ou  bien  (|u’elle  eonlient,  ne  l•eg:l^(lelll  i|iie  les  valeurs 

exirémes  cle  t et  lesquelles  dépendent  uniqiieinenl  des  quatre  eon- 

slantes  arbitraires  que  l’expression  générale  de  l doit  renl'ernier,  et  (pii 
sont  les  mêmes  i|ui  entrent  dans  l'expression  de  Ç;  d’oii  il  .s’ensuit  ipie 

pour  avoir  les  valeurs  en  ipieslion  de  5/  et  de  d laiidi  a faire  varier 

ces  mêmes  eonslantes  dans  les  expre.s.sions  de  t et  de  ou  seulement 

celles  d’entre  elles  ipii  seront  demeurées  indétermiiub's;  on  aura  parce 
moyen  les  eonditions  nécessaires  pour  la  détermination  de  toutes  les 
constantes  indétermiiu’es. 


.'{R.  Pour  appliipier  ceci  au  cas  du  n”  .'i3,  on  substituera  d’abord,  dans 
l’expression 

, rf/  d'aj. 


llr=  HR(i-l-  ;'/)  à la  place  de  a:,  X i -i-MÏ)  à la  place  de  .\,  et  T{i-t-5j 
à la  place.de  t,  et  négligeant  les  termes  ou  les  ipiantités  très-petites  ï, 
(S,  0,  lesquelles  formeraient  ensemble  deux  ou  plusieurs  dimensions,  on 
aura  celle-ci 

(/9 

HXRTi 

ilx 

oit  liXRT  est  une  quantité  constante. 

Or,  l’expression  générale  de  5 est  (34  et  .3.5).  en  y substituant  les 
valeurs  dt(  ,‘S.  J5'  et  T’,  celle-ci 
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lü.'i 


Donr  ; 

1“  Faisant  3-  = O,  on  aura 


(/O  Mr  ( a V "’  cost  a'  y w' 

J?  - ~ V 4 ~T 


m'  ros  t'  \ 

— -j’ 


«•I  (lilli-renlianl  par  o,  en  taisant  varier  à la  Ibis  a,  t,  a',  s',  on  aura  pour 
le  premier  point  de  la  eourlje 


,</5  Mtt 
° ,/.r 


M JT 


:=  — ^ 7^ (rose^at  ^ a sintàt)  -f-  — ^ : (oosc'  oa'  — a'  HÎiie'tJc'  ) 

'»  4 rt  4 


eette  i|uantité,  multipliée  par  HXRT,  sera  la  valeur  de  II, 
2“  Faisant  x = «,  on  aura 


(/O  M c I a y 'il  oos  (e  + V'ii , ^ a' y <■>' eus  f e' a y'.i' J I 

ilx  a [ 4 — 4 — I ' 

doue,  diHérenliant  par  S,  en  faisant  varier  egalement  a,  s,  i',  on  aura 
pour  le  dernier  point  de  la  eonrhe 


M n y Va 

« 4 — 'a 

M r.  y^fti' 
n 4 — '■>' 


[ eos  ( e -t-  r y tu  / 3a  — a siii  ' £ a-  z ) ic  j 
[ cos  f £'  -t-  r y ) ôa'  — a'  sio  { £'  4-  TT  y r,t'  ^ ôc'  J , 


et  eette  i|uantité  multipliée  de  même  par  HXRT  sera  la  valeur  de  4 . 
10.  .\insi  l’équation  4 — II  =o  donnera,  en  ordonnant  les  termes. 


fcos  (e  4-  r y '.1 J — coss  ] 3a 


4 — lï 


yV.) 

4 — 'U 


fsin  (c  4-  i:  y v.i  ) — sio  £ J a3£ 

[ cos  (£'  4-  r y '.r  ) — cose'  da' 

[.sio  (e'  4-  r y '.i'^  — siiiE'J  a' 3e'  .=  o. 


il'oii  l’on  déduira  les  conclusions  suivanti's  : 


Digitized  by  Google 


Sl!K  LA  KIGLRK  DES  COLONNES. 


ttiO 

i“  Si  les  valeurs  des  ((iiatre  eoiistaiites  a,  a’,  £,  i'  sonl  doiiiiées  euiiniie 
ilaiis  le  eas  (lii  n"  36,  ou.  en  général,  lors(|ue  la  conrlie  doil  salisl'aire  à 
(|uatre  eumiilions  données,  les  dill'érenees  5«',  <ii,  6:' seronl  milles 
il’elles-inémes,  el  ré()Uution  doiil  il  s’agit  si’  trouvera  identique. 

a"  S'il  n'y  avait  que  les  quantités  a et  a' de  données,  alors  5a  et  5a' 
s4-raienl  nulles,  et  il  taudrait  faire  évanouir  séparément  les  ternies 
alfeetés  des  dilTérenees  indéterminées  5;,  5s',  ee  qui  donnerait  eesdenx 
<‘i|iiations 

sin  ( £ -e  î;  \ U / — sin  s = O. 
sin  (î'-i-  t:  X ',>  ) — sin  e'  = o. 


lesquelles  serviraient  à déterminer  les  angles  £ el  on  aurait  doue,  dans 
ee  eas. 


d’où 


lange  = - 

I 


sin  Z V 'O 

— cos  Z V 'j> 


— roi 


ÎLî±’, 

a 


lange' = 


sinry'»'  (ot”'" 

I — rosir  y '.i'  * 


- ^ \ 

£ rKi" —, 

* a 


si  e'élaieni  les  (|uantilés  t el  £'  ijui  fussent  données,  alors  les  termes 
affeelés  de  5i  et  5i' s’évanouiraient,  et  il  faudrait  ensuite  faire  disparaître 
eeux  qui  sont  afieelés  de  Set  et  55r';  mais,  eomine  ces  termes  ne  ren- 
ferment point  les  qiiaulilés  indéterminées  «,  a',  mais  seulement  les 
données  i,  t,  il  .s’ensuit  qu’il  est  impossilile  de  les  faire  évanouir  en 
général,  ee  qui  est  une  marque  qu’il  n’y  a point  de  maximum  par  rap- 
port aux  constantes  2,  et' eu  particulier. 

3"  S’il  n’y  avait  de  donné  que  les  deux  bases  de  la  colonne,  alors  les 
wdeurs  de />  el  p seraient  données  f36);  un  prendrait  donc  les  deux 
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fqiintions  de  ce  numéro 

P = a sin  e 4-  a'  sin  e', 

/>'=  asin  (e  4-  t:  y '-ij  4-  a'  sin  (e'  4-  ir  \ '.>')• 

cl,  les  difTérentiaiU  par  5,  en  taisant  p,  p'  constantes,  cl  a,  a,  s,  i 
variahics,  on  aurait  ces  deux-ci 

sins  jx  4-  acosEÔE  4-  sîue'à*'  4-  a'  cose'iîe'  = o, 

sin  (e  4-  r:  V '>>  ) ^a  -t-  a cos  {e  4-  î:  y '<>  ) 6e  4-  sin  ( e'  -c  r v '■>'  ) 6a' 

4-  a'  cos  ( e'  4-  ~ v'  ">'  ) 6e  = O, 

il  l’aide  desquelles  on  pourra  déterminer  deux  des  quatre  différentielles 
indéterminées  ôa.  Sa',  Si,  6s' par  les  deux  autres., t'.hen  lions  Sa  et  Si; 
pour  cela,  on  retranchera  les  équations  précédentes  l’une  de  l’autri’ 
après  avoir  multiplié:  i“la  pnunière  par  cos(£'4-:rv'a),  et  la  seconde 
par  cose;  a"  la  première  par  sin  (s4-n\  w),  et  la  seconde  par  sins;  on 
aura 

siiu'  cos  (e  4-  t:  v«a}  — sin  (e'  4-  r yV  j cose  ^ , 

sin  ( c V <a  J 

cose' cos  (e  4-  >r  v'M  ) — sin  (e'  4-  r v'w  ) cose  , , , 

4-  ^ ï“'  — 'i ' » « • 

sin  yu  J 

sioE'sin  (e  4-  r yV.i  j — sin  (e'  4-  i:  ys>')  sliiE 

sin  (i;  y'u) 


sin  (e  4-  n yr,i  j — cos  (e'  4-  r yV)  sii 


a' 6e'. 


sin  fr  y ta  ) 

On  suhstiluera  donc  ces  valeurs  dans  l’équation  générale,  et  on  fera 
ensuite  égaux  h zéro,  séparément,  les  deux  membres  alTeclés  de  Sa  et  Si', 
ce  qui  donnera  ecs  deux  équations 

^ [cos(e'  -l-ryV)  — cose'J  tang“  [sin(E'  4-ry  m')  4-  sinE'J  = •>, 

[sin  (e*  4- r y'Ba'i  — sinE'J  ‘*"8 [cos(s' -f- Kyu')  4-cose'J  =o, 

qui  serviront  à déterminer  les  quantités  a'  et  e'. 
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l^ii  <'U4-l  la  prciiiii-re,  nt‘  l'uiitenant  que  la  (|uantile  F,  donnera  la 
valeur  de  eetle  quantité;  ensuite  il  faudra  déterminer  a'  par  la  seeondi- 
ei|uation,  la(|uelle  donnera  a'=o;  ainsi  la  valeur  de  , se  réduira  à 
eelle-ei 

„ . / xrioi\ 

Ç = ,sm 


on  les  eunslantes  « et  s devront  se  déterminer  par  les  deux  eunditmns 
/IxlaSiOE,  />' xr  » sin  ’ £ -♦  Z\'ii  , 


<roii  l'on  tire 


uiiike: 


psin 

p'  — piOü'r.^Z/ 


__  \p’’—  ■>.pp'rna,  'zyu  ) p' 
sin  'z  V 01 1 


et  l'on  remari|uera  i|ue  l'on  peut  ])ri-ndre  indifl'eremmenl  pour  u l'une 
queleuni|ue  des  deux  raeines  di>  l'équation  en  o>;  de  sorte  que  la  .sidution 
.sera  doulde. 

V Enlin.  s'il  n’y  avait  rien  de  donné  et  qu’on  rlierehât  alisiduinent . 
entre  toutes  les  eourbes  possibles,  relie  qui  formera  une  eolonne  de  la 
plus  ^ranilc  force,  relativement  à sa  hauteur  et  à sa  ma.sse,  eomme  nous 
l'avons  supposé  dans  nus  ealenis,  il  faudrait  alors,  dans  ré<|ualion  <’i- 
iles.sus.  éfjaler  séparément  h zéro  les  membres  affectés  des  dill'érentielles 
indéterminées  Sa,  ds.  Sa',  Si',  ee  qui  donnerait  ees  ijuatre  équati<ins 


cos  ( f r V (»  j — cos  e = O, 

[sin  f e -t-  r V'a  , — sin  ej  a o, 
cos  ( £'  -I-  r V M ) — cos  î'  = O, 

[sin  f e’-i-  i:  > w')  — sin  e']  a'  = o; 

comme  la  première  ne  contient  que  l’angle  £,  elle  ne  pourra  .servir  qu'à 
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(It-icrmincr  celle  i|iiaiilité,  ensuite  (le  (juoi  on  ne  pourra  véritier  la 
seconde  (|u’cn  faisant  a = o;  de  nu-me,  la  troisième  donnera  la  valeur 
de  £',  et  la  (|uatricme  donnera  imeessairemeni  a'  = o. 

On  aura  donc,  dans  ce  cas. 


et  par  conséquent 
c’est-à-dire 


* = O et  oé  = O, 

Ç = o et  j = Z(i -i-Ç)  = Z, 
Z = const.. 


ce  (|ui  donne  un  cylindre  pour  la  ligure  de  la  colonne.  D’où  l’on  doit 
conclure  que  la  ligure  cylindrique  est  celle  qui  donne  le  ma.iimiim 
maximonim  de  la  force. 


Voici  k^s  morlirications  qu'il  y a lieu  de  faire  subir  aux  formules  contenues  dans  la  dernière 
partie  de  ce  Mémoire,  et  que  nous  avons  annonciV'S  dans  la  Note  qui  se  rapporte  au  n"  49. 

(3  W 3 W 

P — -:p  J (wr  ^P  -4-  j;  niéni»*  diaii-  . 

gement  doit  (^irc  fait  au  n*  3f  ot  les  dernières  formules  de  ce  numéro  .sont  alors 


t 


I __  \‘ 

4vPV* 


C.’ 


La  (UuxiènM'  «les  ét|uations  du  n"  33  doit  être  reclinèi^  de  la  manière  suivante 


et  il  faut  prendrt*  |Hnir  R la  valeur  au  lieu  de  ~.jpp‘  Après  a*s  chanïîemt'nL«,  les* 
(V|uations  «lüTérentiellcs  <|ui  déU'rminent  les  <|uantitès  &,  p sont 

6 4-0—  N î;  = O , 


,,  rf'f  . , 


T'^-M9-M;  = o; 


la  seconde  èt|uation  est  bien  diFTérente  de  celle  du  texte;  un  voit  qu'elle  m<  oontieni  |uis  la 
variable  0. 

II. 


32 


170 
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En  njoiilnnl  df*u\  dnminmj»  tV)ualion$  ou  obtk'fit 

et  en  (•liiiiin^int  ù f an  moyen  ck'  la  première  équation,  on  a 
(M  4.  MT‘ ^’ + (a.M  + j N); 

OU 


eu  raisaiil 


Ainsi  l inconnue  princijHile  C ne  dé|iend  que  d'une  éi|uation  différentielh'  du  deu\iènu'  i»rdre  . 
cette  équation  a |MHir  inléçrale  générale 

r fl 

Ç — asm  t i -I-  -yr- 

a et  I étant  deux  constanlo.’i  arbitrairi's. 

La  variable  0 ist  déterminée  ensuite  |iar  l'é(|Uution 

T’  ~ + i'i  — M a sin  -f  ^ '* 

dont  i'mté<;rale  générale  j>>l 

^ * sin  -t-  + ? sln 

et  r,  étant  deux  noiiveUes  arbitraires.  Enfin,  la  quantité  & étant  é;mle  à N;  — 0.  on  a 

P = (^  - i4^)  " ""  ('■  + T^) ■ 

Ces  résultats  îîonl  lK*.*wlifférrnU(Je  ceux  qu'on  lit  au  n*S4,  et  k*s  dévelu|qienients  errntenus 
dans  les  n*”  35  et  suivants  doivent  être  modifiés  en  raison  des  chan^ments  dont  nou*^  venons 
<le  montrer  la  nécessité.  Il  serait  au|vrflu,  apK*s  cela,  d ap|x>ler  ralteiilion  du  lecteur  sur  k*s 
nouvelles  fautes  de  calcul  que  Ton  rencontre  aux  n'*  33  et  3T».  ( A'o/r  dr 


4 N 

••  M N 
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MEMOIRE 


«c« 

L’UTILITÉ  DE  LA  MÉTHODE  DE  PRENDRE  LE  MILIEU 

EST*  K 

IJ!S  HÉSI’I.TATS  DE  PU  SIEI  RS  OB5ERVATIO^S. 


OA!<fi  LtQCEL  OX  CXA1II5E  LES  ÀTA?ITA«:ES  DE  CETIE  HCTIIODE  PAR  LE  CALCFL 
DE'A  PRi«.tEIUT£S, 

ST  Ot;  L*0:<  RtsOt’T  RtPr£RE!«T>i  PROBLEMES  RELATirs  A CETTE  MATICRK 


[Misreltanen  Taurinemia,  t.  V,  1770-1773.) 


Quand  on  a plusieui-s  observations  d’un  même  phénomène  dont  les 
résultats  ne  sont  pas  tout  à fait  d’aeeord,  on  est  sur  que  ees  observations 
sont  toutes,  ou  au  moins  en  partie,  peu  exartes,  de  quelque  souree  (|ue 
l’ernuir  puisse  provenir;  alors  on  a eoutume  de  prendre  le  milieu  entre 
tous  les  résultats,  parce  que  de  celle  manière,  les  diirérentes  erreurs  se 
répartissant  également  dans  toutes  les  observations,  l'erreur  (|ui  peut  se 
trouver  dans  le  résultat  moyen  devient  aussi  moyenne  entre  toutes  les 
erreurs.  Or,  <|Uoique  tout  le  monde  reconnaisse  rulililé  de  celte  pra- 
tique pour  diminuer,  autant  qu’il  est  possible,  l'incertitude  (|ui  naît  de 
l’imperfeclion  des  instruments  et  des  erreurs  inévitables  des  observa- 
tions, j’ai  cru  cependant  qu’il  serait  bon  d’examiner  et  d’apprécier  par 
le  calcul  les  avantages  ipi’on  peut  espérer  de  retirer  d’une  semblable 
méthode;  c’est  l'objet  que  je  me  suis  proposé  dans  ce  Mémoire.  Je  com- 
mencerai par  supposer  que  les  erreurs  (|ui  peuvent  se  glisser  dans 


sin  L UiiLiTÊ  ne  i'I(KM)«e  le  miliei 


(ibsi'i'Miliuii  .su'uMit  (loiinccü,  et  <|ii'oii  coiiiiaisae  uus.si  le  iionibi'e 
(les  cas  qui  peiiveiil  (loniier  ees  erreurs,  c’est-à-dire  la  facilité  de  chaque 
erreur:  je  suppuserai  ensuite  que  l’oii  cunnaisse  seulement  les  limites 
entre  lesquelles  toutes  leserirurs  possibles  doivent  être  renfermées  avec 
la  loi  de  leur  facilité,  et  je  cliercberai  dans  l’une  et  dans  l’autre  de  ces 
hypothèses  ((iielle  est  la  pr(d)abilité  (|iic  l’erreur  du  résultat  moyen  soit 
nulle,  ou  éj{ale  à une  (ptantité  donnée,  ou  seulement  comprise  entre 
des  limites  données.  Je  ferai  voir  en  même  temps  comment  on  peut 
déterminer,  a posteriori,  la  loi  même  d<>  la  facilité  des  erreurs,  et  (pielle 
est  la  probabilité  (|ue  dans  cette  détermination  on  ne  se  trompera  pas 
d'une  (juantité  doiimV  : d'oii  je  déoluirai  des  règles  assez  simples  pour  la 
correction  des  instruments  par  des  vérifications  réitérées. 

.Vu  ifste,  je  suivrai  dans  toutes  ces  rerherebes  la  règle  ordinaire  du 
calcul  des  probabiliti‘s,  suivant  laquelle  on  estime  la  probabilité  d’un 
événement  par  le  nombre  des  cas  favorables,  divist-  par  le  nombie  de 
tous  les  cas  possibles.  La  dilliculté  ne  consiste  ipie  dans  l’énumération 
de  ces  cas;  mais  cette  énumération  demande  souvent  des  calculs  assez 
compliqués,  et  dont  on  ne  peut  venir  à bout  que  par  des  artilices  parti- 
culiers : c’est  ce  (|ui  a lien  .surtout  dans  la  matière  que  je  vais  traiter. 

Problème  I. 

I.  On  suppose  que  dans  chaque  ohsers'uUou  on  peut  se  tromper  d iinc 
unité,  tant  en  plus  qu  en  nuiins,  mais  que  le  nombre  des  cas  qui  peinent 
donner  un  résultat  e.ract  est  au  nombre  des  cas  qui  pein  ent  donner  une 
erreur  d'une  unité  comme  a'.ib-,  on  demande  quelle  est  la  probabilité 
d'avoir  un  résultat  exact  en  prenant  le  milieu  entre  les  résultats  particu- 
liers d'un  nombre  n d' observ  ations . 

Puisqu’il  y a a cas  qui  donnent  zéro  d’erreur,  et  ab  cas  ipii  donnent 

I et  — I , c’est-à-<lire  b cas  qui  donnent  -t-  i , et  cas  qui  donnent  — i 
d’erreur,  il  est  clair  par  les  règles  ordinaires  des  probabilités  que  la  pro- 
babilité que  l'erreur  soit  nulle  dans  chaque  observation  particulière  sera 
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cxpriimV  par  ^ - voyons  donc  quelle  sera  la  pr(d)aliilité  que  l’eiTeiir 

soit  aussi  nulle  en  prenant  le  milieu  entre  n oliservalions.  Il  esl  facile  de 
voir  que  celle  (|ueslion  se  réduit  à eelle-ei  : 

Ayant  n des  dont  chacun  ait  a faces  manjuèes  d'un  zéro,  h faces  rnar- 
<f liées  d'une  unité  positive,  et  h faces  man/uées  d’une  unité  négative,  en 
sorte  que  le  nombre  total  des  faces  soit  a -l-  a/>,  trouver  la  probabilité  qu'il 
y a d'amener  zéro  en  jetant  tous  ces  dés  au  hasard. 


Or  on  sait,  par  la  théorie  des  comhinaisoiis,  «pie  si  on  élève  le  tri- 
nôme a 4- (æ- + a-"' j à la  puissance  n,  le  eoellieiimt  du  terme  absolu  , 
c'est-à-dire  di*  relui  où  la  puissance  de  x sera  zéro,  dénotera  le  nombre 
des  cas  ou  des  hasards  on  la  somme  des  points  marqués  par  tons  les  des 
si*ra  égale  à zéro  : donr,  nommant  ce  eoellieienl  A.  on  aura,  à cause  que 
le  nombre  de  toutes  les  eombinaisons  possibles  esl  ht  -t-  ib on  aura. 


'*'H**>  I'"'"'  probabilité  eberebée. 

Tout  se  réduit  donr  à trouver  le  eoellieienl  de  A;  or,  c’est  à quoi  l'on 
peut  parvenir  de  plusieurs  manières  didérentes. 

i"  Si  on  développe  la  puissance  fa -l- suivant  le  théo- 
rème de  Newton,  on  aura,  comme  on  sait. 


' fc  ( a •*-  a ' ) - 


or,  il  esl  facile  de  voir  que  les  puissances  impaires  de  ,r  -i-  a“'  ne  ren- 
ferment aneun  terme  sans  x,  et  i|ue,  dans  les  puissances  paires,  il  y a 
toujours  un  terme  sans  x,  qui  est  celui  du  milieu,  dans  lequel  les  expo- 
sants de  X et  x~'  sont  les  mêmes.  Ainsi,  le  terme  sans  .r  de  (x  -t-x“'  ’ 
sera  a,  celui  de  t.r-f-x”'  A sera  celui  de  (x4-X“'i‘  sera  et 

ainsi  des  autres;  donc  on  aura  en  général 

A 2 .6=  H ”('!  -.''il:! 

11.2  t.2  1 .2,3.4 

6.5.4  «(«  — 0(«  — — 5) 

~ 1 / c i*  ^ ^ " H- . . . , 

I .2.3  I .2. 3. 4*5. O 
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\ --  H"  — « ( n — I ) n*-’  tr 

" («-■)("  — ^ ^ n(n-i)(n  — — 5) 

a.?  a.3.a.ï 

2"  Il  l'sl  vlsihli'  que  U-  Irinuine  u + h{.v  or’'  ) pciil  se  (lécoiiipüSfr 
CM  CCS  (leux  iiiiu'imcs  a + ,Sx“‘,  ce  (|tii  (lunnc,  par  la  coinpa- 

raison  des  lcrmes,  + — a el  «jS  = h\  d’oil  l’on  tire  a±j5  «— 

el  lie  lii 

_ ^ <1  -t-  2 b + — ■>  b 

~ t 

^ i>.b  — — X b 


liela  pose,  on  aura  (loue 
- bijr  X 


êr 


x"  T no*  ‘ fi-r  -+-  — î.^  X"  ’ j:'  . 


X 3t”-(- 


n P n ( n — I ) **-’ 


il'oii  il  est  l'ueile  de  eouelure  i|ue  l'un  aiirii 

X — -I-  (H*--'  ;i)’  + 


/I  (/I  — i)jr-’j3=  I’  ^ I n(  n — I )(«  — 7 )a" 
1.7.3 


■l.  UoKOLLXiiii::  I.  — Soit  11  = II.  c’est-à-dire  i|u'il  y ait  un  iioinlire 
ep'al  de  cas  i]ui  donneni  o,  ou  -i.  on  — i d’erreur;  la  prohaliilile 
d'avoir  un  ré.sullat  exact  dans  cha(|ue  observation  particulière  sera 

, = 4,  et  celle  d’avoir  Mti  résultat  exact,  en  nrenant  le  terme  moxeii 
entre  les  restillals  de  « observations,  sera,  sitivani  la  preniièri-  formule 
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l^eii  divisant  Itt  haut  et  h;  lias  de  la  fraction 
«(«  — ')(«  — 2)(«  — 3) 


I + H ( n — I ) -I- 


/i(«-i)...(n  — 5) 
1.1. 3. 1.2. 3 


3> 


Donc,  en  faisant  .successivement  n égal  à i,  a,  3 on  mira 


n 

Probabilité 


4,  5,  6, . . . , 

11)  5i  i4* 

8i’  243’  729’ 


On  voit  par  cette  tahie  que  la  probabilité  que  l’erreur  soit  nulle  dimi- 
nue à mesure  que  l’on  prend  un  plus  grand  nombre  d’observations,  de 
sorte  que  si  l’on  voulait  estimer  l’avantage  qu’il  peut  y avoir  à prendre  le 
milieu  entre  plusieurs  observations,  par  l’excès  de  la  probabilité  que 
l’erreur  soit  nulle  dans  le  résultat  moyen,  sur  celle  que  l’erreur  soit 
aussi  nulle  dans  chaque  résultat  particulier,  on  trouverait,  dans  le  cas 
dont  il  s’agit  ici,  que  l’avantage  serait  loujouis  négatif,  c’est-à-dire  qu’il 
se  changerait  en  désavantage,  lequel  irait  même  en  augmentant  plus  il 
y aurait  d’observations;  d’oii  il  semble  que  l’on  pourrait  conclure  que, 
dans  ce  cas,  il  vaudrait  mieux  s’en  tenir  à une  observation  unique,  que 
tie  prendre  le  milieu  entre  plusieurs  observations;  mais  il  y a une  con.si- 
dération  essentielle  à faire  sur  cette  matière,  de  laquelle  il  résulte  qu’il 
est  toujours  plus  avantageux  dans  la  pratique  de  multiplier  des  obsei-va- 
tions  autant  que  l’oti  peut  : c'est  ce  que  nous  discuterons  plus  bas. 


3.  CoBOLLAiHF.  II.  — Soit  maintenant  a = aA,  en  .sorte  que  le  nombre 

lies  cas  (|ui  donnent  un  résultat  exact  soit  égal  au  nombre  de  ceux  qui 

peuvent  donner  une  erreur  de  1 ou  — i . Dans  ce  cas,  il  vaudra  mieux 

se  servir  de  la  seconde  formule,  car  on  aura  a = \jb,  Çi  — \b,  de  sorte 

qu’à  cause  de  a 2/<  = ,'ib,  on  aura,  en  divisant  le  haut  et  le  bas  de  la 

fraction  ; — ^ - par  b", 

( n -f-  2 O r 


il. 


n ( n — 1 ) 

1’  . ["('*  — — *)!’ 

JL  2-3  J 

4" 


a3 
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pour  la  prohabililé  i|ue  l'erreur  soit  nulle  en  prenant  le  milieu  entre 
n observations. 

Donc,  taisant  successivement  n égal  à i,  a,  on  aura  les  résultats 

suivants 

n I,  2,  3. 

D 1 1 e.-  I 3 5 35 

Probabilité....  -»  — o>--m 

2 0 lO  120 

où  l’on  voit  i)ue  la  probabilité  diminue  à mesure  que  n augmente, 
eoninie  dans  le  cas  du  Corollaire  précédent. 

i.  C0RUI.1..VIHIC  III.  — Soit  /i=  2a,  de  manière  que  le  nombre  des  cas 
qui  peuvent  donner  une  erreur  d'une  unité  tant  en  plus  qu’en  moins  soit 
double  de  celui  où  l’on  aurait  un  résultat  exact,  on  aura  ici,  pour  la  pro- 
babilité que  l’erreur  soit  nulle  en  prenant  le  milieu  entre  n observations, 

, , , ifin  fn  — i)(n  — 2)(n  — 3)  26/1  (n  — 1). . .(n  — 5) 

I .jn  U— i)-f-  + .-J 5-'—, e... 

2.7  2. 3. 2. 3 

_ 


Donc,  faisant  .successivement  n égal  à i.  3,  3,...,  on  aura 

a I,  2,  3, 

Prolïabiluc . . . . g»  g»  7^5***** 

.Vinsi,  pour  deux  ob.servations,  l’avantage  sera  'l**  ^ ~ 5 

trois  il  sera  de  ^ ~ 5 = o*  quatre  égal  à ~ ^ ~ 7J5’ 

il  parait  que  le  plus  grand  .avantage  a lieu  en  prenant  le  milieu  entre 
deux  ob.servalions  seulement. 


.5.  REM.vagiE  I.  — Pour  faciliter  davantage  la  solution  du  Problème 

précédent,  il  est  bon  de  chercher  la  loi  que  suivent  les  termes  de  la  série 

qui  représentent  les  probabilités  qui  répondent  à 1,  2,  3 ibserva- 

tions;  or,  si  l'on  prenil  la  fraction  - , - cl  qu’on  la  dé- 

' I — 2 [tt -I- 6(x -e  Æ-')]  ^ 
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veluppe  en  série  suivant  les  puissancc.s  de  z,  on  aura,  eumme  un  sait. 

I + 2 [n  1 i(  JT  4-  X ')]  4-  2’[«  .T  />  (jr  4-  x* 

de  sorte  que  dans  cette  série  le  eoelFicient  de  2"  sera  la  puissance  n"'"' 

de  a~  donc,  si  l’on  noinnie  A',  \“,  A” les  valeurs 

de  A qui  répondent  à n = 1 , 2.  3 c'est-à-dire  les  termes  sans  x des 

puissances  fl  4- (x  4- ar"' ),  [n  4- /.>  (x  4- x“' il  est  clair  que  la 
série  i 4- A'2  4- A"r’ -t- A'z’ 4-...  sera  égale  à la  somme  des  termes 
sans  X de  la  fraction , In -s  développée  suivant  les  puis- 

I — 2 [a  4-o(x4-x'‘)J  ' 

sances  de  x et  de  .tr';  de  sorte  que  si  l’on  représente  par 
Z4-Z'(x+1)  4 Z'(x'4-^-)-e... 

la  série  qui  résulte  du  développement  de  ci'tte  fraction  suivant  les  puis- 
sances de  X et  de  ^ (car  il  est  facile  de  voir  que  la  série  dont  il  s’agit 
doit  avoir  nécessairement  cette  forme),  on  aura 
Z = i 4 A'a  4-  A' 2’ 4-...; 

ainsi,  connaissant  la  fonction  Z,  il  n'v  aura  plus  qu’à  la  réduiiv  en  série 
suivant  les  puissances  de  z,  pour  avoir  les  (juantités  A'.  Pour 

cela,  je  réduis  d’abord  le  trinôme 

I — 02  — /<2 ( X -f-  X ' ) en  {/I  — qx){/>  — ijx  ' ), 

ce  qui  me  donne 

p’-hq'  — i — az  CI  />q  = hi; 

ensuite,  je  réduis  la  fraction 

1 a 

. . PI,  a + -e  • “ — -, 

il>  — qx)(i>  — qx  ')  P — <l^  P — 'I-^ 

et  je  trouve 
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inaiiiU^nanl. 


et,  «le  même. 


■ -l^Sf.  + Sl£ 

p-qx  P /»■  p‘ 


1 >4  9’ 

; = - 4-  4- 


P — qx~'  P p'x  p‘x’ 


donc  on  aura 


donc 


P P'  P*  P 


1 = 


q'—p’  p'  — q'  p'  — q'  {p  + q){p  — q) 

mais  puisque = i — az,  et pq  = bz,  on  aura 


P q = qi  — az  + zbz,  p — q = ^i  — az  — %bz; 


done 

donc  enfin 
y.  — - 


Ip  + q)(p  — q)  — q(i  — azy  — ^b’  ; 


: = I + A'  J ■+-  A'  I'  4-  A'  2’  -4- . 


— a 02  4-  (a’  — 4^') 

«le  sorte  «|ue  l’on  aura,  pour  les  fonctions  connues, 


A'  = O, 


A'  = 


A*  = 


3«A'  4-4^*  — o’ 


5o A' 4-  a (4 6’  — «’ ) A' 


7oA'4-  3(4*>-  O’)  A' 

4^ 


Diinotons  par  P',  F',  P"  les  prohabilités  que  l’erreur  soit  nulle  en  pre- 
nant le  milieu  entre  i,  a,  3 observations,  et  l’on  aura 


o4-ao  (o-t-ao)’ 


P'  = 


(O  4-  ai)* 
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(l’oii 

A'=(a  + i6)P',  A' =: (a -h  a 6)’ P",  A' = (a  + ai)*  P", . . 
donc,  substituant  res  valeurs  dans  les  tbrmules  prérédentes  et  laisanl, 
pour  plus  de  simplicité,  =/■,  on  aura 


P'  = 


P"  = 


3P  + r-i 

2(1-+- r) 


_ SP'-H2(r-.)P' 
3{,  + r]  ’ 

7r-^3(r-or 

4(1-+- r) 

p.  - 9P--h4(c-»)P* 
5(i-t-r)  ’ 


6.  Remarque  11.  — Si  l'on  fait  r = i,  on  aura  le  cas  du  Corollaire  II. 
où  a = ai,  et  l’on  trouvera 


et , en  général , 


P-  = 


1.3.5 


pc  = 


1.3.5. . .(an  — i) 
^"MT6:.7a“n  “ 


De  là  on  voit  que  la  probabilité  diminue  toujours  à mesure  que  n 
augmente,  ce  que  nous  avons  déjà  observé  dans  le  Corollaire  cité;  de 
sorte  qu'en  prenant  n = x>,  la  probabilité  deviendra  infiniment  petite 
nu  nulle;  en  elfet,  par  la  quadrature  de  Wallis  on  a (;r  étant  l'arc  de 
i8o  degrés) 

a.a.4.4-tC6. . • 
a ~ r.TT375.5.7...’ 


c’est-à-dire,  en  prenant  n = x , 

n a. a. 4. 4-^'*’..  .an. an 

a i.3.3.5.5...(an  — ij(an  — i)(an-l-ij' 
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(loiir,  inultiplianl  par  a/i  -t  i et  tirant  la  racine  carrée,  on  aura 

^ /2/1-t-i 2,4.6. ..2/1 

V a.  ' 1.3.5. . .(an  — ij’ 

donc,  lorsque  n — ce  , on  aura 

P"  = —L=  = O. 
vnr 

Il  c.st  bon  de  remarquer  que,  puisque  nous  avons  trouvé  dans  le  Oirol- 
laire  cité  pour  la  probabilité  P"  l'expression 


1 ^ fl* 

Mn  — 0‘ 

> 

'n(n  — i)(n  — a)' 

i 

2 

a.  3 

1* 

on  aura,  en  comparant  cette  expression  avec  la  précédente,  l’équation 


r«(n-')T 

f n(n  — i)(n  — 2)4’ 

1 .3.3. . .(an  — 1) 

a -J 

' 1 a-3  J 

' “ 1. 2.3. . .n  * 

laquelle  est  d'autant  plus  remarquable  qu’elle  ne  parait  pas  aisf*e  à 
démontrer  à />non. 

7.  Rem.vbque  III.  — Par  les  formules  de  la  Remarque  I,  on  aura  en 
général 

pi.)  — QP"’""  -s-ln  — i)(r—  I ; 

n(r-+- 1) 

P (2H  1 ) Pi">  -f-  n(r  — 1)  P'"  O 

{n  + \)  r -h  i)  ’ 

p;«-n  _ ^.lP‘!lü+_i  " :*■  ' )(*•— < ) P‘_'-' 

( n -t-  2 ) ( r I ) ’ 


où  les  expo.sants  n — a,  n — i,n,  etc.,  de  P ne  dénotent  pas  des  puis- 
sances, mais  seulement  le  quantième  du  rang.  Or,  si  n est  un  nombre 

1 an  — I an -t- I an-t-3 

assez  grand,  il  est  clair  que  les  tractions  > , < etc.. 

e ' n n -f- 1 n -t-  a 

i,'.-  n — I n n-t-i 
.seront  a tres-peu  près  égalés  a 3,  et  que  les  Iraelions  — — ’ 
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sLTOiit  aussi  à très-peu  près  égales  à i;  de  sorte  qu'on  aura,  dans  eelte 
hypothèse, 

‘ P<*-'>  + (r— il  P<*-” 

pc)  — , 

r-4-  I 


P :•+•>=: 


pc)  + (r— i)p.>-0 
r “f- 1 


*i*où  Ton  voit  que  los  quantités  P”^  etc.,  l'oriiient  une  suite  récur- 

rente dont  le  dénominateur  de  la  fraction  pénératriee  serait 


ainsi,  on  aura  en 


— A 


I + v^4  — 3 

a(i  -1-r) 


- v4r’~  3T 
»(H-r)  J’ 


et , pour  déterminer  les  eoelFieients  A et  B,  on  supposera  que  les  termes 
P"|  et  .soient  ronnus,  ce  qui  donnera 


et 


d’où 


d'oii 


P‘*>  = A + B 


2(1  + r)  a(i  4-  r) 


^ _ 2 ( I + r)  !*'•*•>  — ( 1 — y 4 r 

■-3)  P<*) 

2 V — 3 

(i  4 y4r’— 3J  P>'*  — a(i 

4-  r)P<>+'' 

I 

r 

w 

...  , r pi"!  2(1  4- r)  P'”-')  _ 

1 1 1 4-  v4''’  — ^ 

L » 2y^7^3  J 

L 2(1  4-  r) 

[■?  •'  2(1  4- r)pi~">_  p,.i 

1 fl  — v4''‘  -3 

L 2 2y4r’^^ 

IL  2{|.^r) 

et  cette  formule  sera  d'autant  plus  exacte  qu’on  prendra  le  nomhre  n 
plus  grand. 
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Ainsi,  après  avoir  calculé  les  termes  ?“•  et  soit  par  les  formules 
ilii  n"  1,  soit  par  celles  de  la  Remarque  I,  on  pourra  trouver  à très-peu 
pri‘s  tous  les  termes  suivants  par  la  formule  précédente. 

Au  reste,  il  est  facile  de  voir  par  cette  formule  que  la  probabilité  sera 
nulle  à l’infini,  c’est-à-dire  lorsque  s = x.  ; en  elfet,  il  est  clair  que  quel 


(jue  soit  r,  pourvu  que  ce  soit  un  nombre  positif,  les  quantités  - 

seront  toujours  plus  petites  que  i;  car  supposons,  s’il  est 

' ^ v'^*  ~ ^ > I , on  aura  donc 
»(i  -t-  rj 


±v4r’— 3 
*('  + r) 

possible. 


savoir 


4r’  — »±ïv4'''— 3>4(''^®r-(-r’). 


et 


savon 


±v4r’  — 3>34-4r, 

4r’  — 3 > 1 6r‘  -t-  a4r  9. 


O > I ar’  24  r 12. 


ce  qui  ne  se  peut;  doue,  en  faisant  r x , les  quantités 

I v4r’-  3l‘  fl  - v4r*-3 

2 ( I r)  J L a ( I r) 

deviendront  nulles,  et  par  conséquent  P'**’"  aussi. 

8.  ScoLiE.  — Soit  j9  le  résultat  que  chaque  observation  devrait  donner 
si  elle  était  exacte  : puisqu’on  suppose  que  l’on  puisse  s«!  tromper  d’une 
unité  tant  en  plus  (|u’en  moins,  on  aura  dans  cba(|ue  observation  un  de 
ces  trois  résultats  ; p,  p~i,  û-hi;  donc,  si  l'on  a deux  ob.servations  et 
qu’on  prenne  le  milieu  entre  leurs  résultats,  r’est-à-dire  la  demi-soniine 
de  ces  résultats,  on  aura  un  de  ces  cinq  résultats 


^ 2f>— I ap-t-i  ap— 2 ap-ea 

la  2 * 7 


Pf  P - r’  p-^  P - •»  P 
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ainsi,  dans  «•  i-a.s,  l'niTfiir  pourra  ôlro  i ou  lunt  on  plus  qu’on  moins: 
on  vorra  do  môino  (lu'on  prônant  lo  iniliou  onlro  trois  ohsorvations,  l'or- 
rour  pourra  ôtro  i,  ou  y ou  tant  on  plus  qu'on  moins,  et  ainsi  do 
suilo.  Ainsi,  quoique  la  pruhaliilito  que  l'erreur  soit  nulle  puisse  être 
plus  petite  lors<|u'ou  |iroiid  le  ré.sullal  moyen  de  plusieurs  observations 
que  lorsqu'on  prend  le  résultat  de  eliaque  observation  en  parlieulior, 
eependant,  si  on  eberelle  la  probabilité  (jue  l’erreur  ne  surpasse  pas 
ou  on  trouvera  (|ue  eette  probabilité  sera  plus  jjrande  dans  lo 

premier  ras  (pie  ilans  le  .seeond.  Kn  olTel,  dans  le  premier  ras,  il  n'y  a 
d’autres  ras  favorables  (|iie  roux  où  l’eiTour  est  abs(dument  nulle;  mais, 
dans  le  second,  les  ras  favorables  seront  non-seulement  ceux  où  l'erreur 
est  nulle,  mais  aussi  ceux  où  l'erreur  est  -i  ou  et  c’est  par  rette 

considération  qu’il  est  toujours  plus  avantageux  de  prendre  le  milieu 
entre  les  résultats  de  plusieurs  observations  (|Ue  de  s’en  tenir  au  résultat 
de  chaque  observation  en  |>articulier.  .Nous  allons  examiner  la  (|Uestioii 
sous  ce  point  de  vue  dans  le  Problème  suivant. 

Prodi.é.mf.  II. 

!L  Ler  mômes  choses  étant  supposées  que  dans  te  Problème  précédent, 
trtmver  ta  probabilité  qu'en  prenant  le  milieu  entre  les  résultats  de  n obser- 
cations,  l’erreur  ne  surpassera  pas  la  fraction  '^i  m étant  n. 

Kn  prenant  le  milieu  entre  les  résultats  de  n observations,  il  est  clair 
que  l'erreur  |)eut  être  : ou  o,  ou  rt  y ou  it  y ou  ± j>'^<|'‘'^ 

± y savoir  ± i . Ainsi,  la  prid>abilité  que  l’erreur  ne  soit  pas  plus  grandi- 
que  ± ™ sera  la  somme  des  probabilités  que  l'erreur  sera  nulle,  ou 
± ou  ± • I jusqu’à  ± — ■ Voyons  donc  d’abord  quelle  est  la  pro- 

babilité que  l’erreur  .sera  ± 

II.  î4 
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Eli  raini'iiaiit  cette  question  aux  dés,  comme  nous  l’avons  |irallqué 
dans  le  l’roldème  I,  il  est  clair  qu'elle  se  réduit  à chercher  la  probahiliie 
d'amener  H- ix  ou  — points,  avec  n dés  dont  chacun  ait  a faces  mar-  • 
quées  o,  /j  faces  marquées  + i et  A faces  marquées  — i.  Pour  cela,  il 
n’v  a <|u'à  élever  le  trinôme  a ^ b{x  + xr')  à la  |iuissance  n , et  le  coef- 
tirient  de  x“  dénotera  le  nomhre  des  cas  où  la  somme  des  points  de  tous 
les  dés  sera  fi,  de  même  que  relui  de  a;”'' dénotera  le  nomhre  des  cas 
où  la  somme  des  points  si'ra  — p,;  ainsi,  la  somme  de  res  deux  eoelli- 
cients  divisée  par(a+  aô  j”,  qui  est  le  nomhre  de  tous  les  cas.  donnera 
la  prohahilité  cherchée. 

Or,  on  a 

1«  -f-  A (i-  -e  jr  ' )]•=  na"  'b(x  + x ')  + ^ ~ O"  ’ A’(ar  -I-  jr~' 

et.  de  plus, 

( X -t-  x~'  )'  =:  {a--  + x~’)  -e  J, 

( a + jr-  ' P (x*  -e  x~‘)  4-  3 ( X -I-  x“' ), 

L 3 

( X 4-  X-  ' )•  = ( x‘  4-  X-'  ) 4 4 ( -ir  ’ ) + > 

5.4 

(X  4-  X-')*  = (X‘  4-  X-‘)  4-  5(X>  4-  X ')  4 (x  4-  X ' ), 

« 


Donc,  si  l’on  suppose 


[«  -r-  A(x  4-  x-')]”=  A » B(x  4-  X ')  4-  r.(x’  4-  ,r  ')  4-  D(x*  4-  x->)  4-.  . , 


on  aura 

\ =.  fl*  4- 


_ 11?  "(«-  ■ ("-  a)("  — 3)  ^ . 

I .a  a, 3. 4 

, 6.5.4  n(/l  — i)...(n  — 5)  , 

■' a — -i  t IL  a “ • 6‘  4- 

i.a.3  a. 3. 4. 5. O 
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B =-  nn"  ' 4 H 5 ^ a^'h' 

I a. 3 

5,4  n(n  — i)(n  — a)(n  — 3)(n-4) 

TT;  ^ a. 3. 4. 5 " 

7. 6. 5 nin  — il.-.f'*  — 1>)  . 

^ ÿ 4 — ^ +.... 

I .:^.3  2.3. . .7 

C = «->  A>  + 1 - 'Ji''  - » )'«  -.3.)  .4. 

2 I 2.3.4 

<).5 /i(/i— 1). . .(/I  — 5)  , 

H -i ' ' — 

1.2  2.3. . .0 

«(«-■)—(» -7)  ^ . A- 4. . . . 
t .7.3  I .a. . .8 


Doih;,  si  on  appelle  M le  terme  de  la  série  B,  U <lniil  le  (|iian- 

liéiiie  sera  pi  -h  i , il  est  facile  de  voir  qu'on  aura 

M = + /,s 

I .2. . .U 

^ a +_a  /i(n  — t)...(n  — (I  — I)  jM-e. 

I 1 .7. . .(  « + a) 

(.«-*-4)(.“  + 3)  «(»  — ')•■■(”  — f«  — 3) 

I .a  I .a. . .(p  -e  4) 


Or.  ce  terme  M est  le  eoellieient  des  puissances  a-”  et  .r  de  sorte 
qu'on  P""*'  !•*  probaliilité  que  l'errenr  soit  .\insi.  la 

prohabilité  que  l'erreur  ne  surpassera  pas  ± ^ sera  représentée  par  la 


A + a B + a C -H  a I)  -e . . . -t-  a .M 
( IJ  -e  a 4 )• 


Pour  t'aeililer  la  reeliercbe  des  valeurs  de  \,  B.  C,...,  il  est  bon  de 
faire  voir  comment  ces  quantités  dé|M-ndent  les  unes  des  autres;  pour 
cela,  on  reprendra  l'é<|uation 


[n ->  4 ( J -f- a-  ' B (J  + X *)  ■*■  Gla;’ 4- a ’) -e  l>  (.r* -e  j 

^4- 
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fl.  prfiiiinl  les  «liff'érentielles  loÿ^arilliiniqufs.  on  aura,  après  avoir  divisé 
dx 

par—, 

nli{x  — X ')  _ B(x  — X"')  + 2C(x’ — x~’)H- . . . 
a + A(x  X ' j \ -r  B(x  + X ')  -K  C.(x’  -f-  x“’)  ’ 

doiir,  imiltipliaiit  rn  croix,  il  viendra 

a/l  \ (x  — x~')  -t-  a/>B(x'  — X ’)  + /iAU(x’  — x“*  — x + x~') 

-t-  ni)  U ( X'  — x~‘  — x’  + X*’)  + . . . 

= aB(x  — x~‘)  + 7aC{x'  — x~'}  3aU(x*  — x ’J  + . . . 

-t-  A B (x’  — x“')  -(-2AC(x’  — X ’ + x — x^’) 

3 A U (x‘  — X"*  -t-  x’  -t-  X—’ 

de  soiTc  qu’en  comparant  les  termes,  on  aura 

nA  ( A — 0)  = aB  + 2 AC, 

aA  ( B — U)  = aaC  + A ( B -e  3 U), 

aA(C  — E)  = 3aD-i-A(2C-i-4E), 


d'oii,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité  ? = K,  on  aura 


a A — K B 

‘ a + 2 ’ 


1)  = 


(a  — i)B  — 2 KC 
a -e  3 


J,  _ (a  — 2)C  — 3kl) 

a +4 


Ainsi,  en  connaissant  les  deux  premiers  termes  A et  U,  on  pourra 
trouver  successivement  tous  les  autres. 

10.  OinoLLAiiie.  — Supposons,  comme  dans  le  u"2,  a = A,  en  sorte 
que  l’on  ail  K = i,  et,  faisant  successivement  n égal  à i,  a,  3,...,  et 
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« = I , <’e  (|iii  i‘Sl  pmiiis,  on  Irouvcra  los  valeurs  .suivantes 

n \ B C 1>  E F G.... 

■ I I O O U O O.  . . , 

2 3 J I O O O O..., 

3 9 G 3 I <>  O O..., 

4 19  ■(>  10  4 ' O U..., 

5 5i  4^  i5  5 1 O..., 

t>  i4>  12U  90  5o  11  U I..., 


Dr  là  on  formt'ra  la  table  suivante  «les  probaliilitt-.s  : 


VALRUAH  1 
«la  1 

1 

PROB.iBILtTBS  QUK  L BRRBtR  SK  »tBPA(i«lvR\  HAÜ  LK.S  RRACTIONi^ 

nombre  n 

ém 

nb»«.'natioi}».  . 

0 

± -• 
n 

± i- 
" 

±-. 

n 

' ^2. 

/I 

1 

i 

i ” 

1 

*-•  i 

n ! 

' 

1 

[ 1 

1 

i 

1 

i 

... 

i 

3 

7 

1 

9 

s I 

i 

7. 

IS  ] 

*j5 

‘K 

ti7  • 1 

*7 

' 

<0 

3i  : 

71 

79 

1 

81 

8i 

81 

81 

5i 

141 

JKH 

a3i 

241 

; 

■03 

'i43 

»4I 

■4f 

Toi 

573 

673 

7i5 

7»7  , 

1 

7^9 

7^9 

1 

7>9 

7-i9 

7»9 

7*9 

J 

On  voit,  parectte  table,  qn'en  prenant  le  milieu  entre  «leux  observa- 
li«)ii8.  la  probabiliki  «pie  l'em'ur  soit  nulle  sera  ^ el  celle  «pie  IVr- 

r«'ur  ne  surpass«‘ra  pas  ^ tant  en  plus  «ju’en  nmins  sera  «>r,  «lans  elia«|u«’ 
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oliHcrvalioii  |iiirliciilivri’ , il  _v  a j de  proliahilité  (|iie  l’erreur  sera  o.  el 
eiimtne,  par  liypollièse.  l’eiTeur  ne  peut  être  (|ue  o ou  ± i , il  est  clair  <jm- 
la  prubahilité  <|ue  l'erreur  ne  surpassera  pas  ^ sera  de  niéine  î'  Ainsi. 

i|iioi(pie  la  pi'(d)abililé  (|ue  l’erreur  sera  nulle  soit  la  même,  soit  ipi’on 
prenne  le  résultat  moyen  entre  deux  observations,  on  qu’on  prenne  le 
résultat  partieulier  d’une  observation  unique,  eependant  la  piadialnlilé 

que  l’erreur  ne  surpassera  pas  ^ .sera  plus  grauile  dans  le  premier  eas 

que  dans  le  second,  ees  deux  probabilités  étant  comme  e'est -à-dire 

ilans  la  raison  de  ^ ; 3. 

De  même,  eu  prenant  le  milieu  entre  trois  observations,  on  aura 
pour  la  probabilité  ipie  l’erreur  sera  nulle.  ^ pour  la  probabilité  que 
l’erreur  ne  sera  pas  plus  grainle  (|ue  ± et  pour  eelle  que  l’erreui 
ne  sera  [las  plus  ){rande  (|ue  mais  dans  eliaqiie  observation  par- 

tieiilii're  la  probabilité  <iue  l’erreur  soit  nulle  est  et  eelle  que  l’erreur 
ne  surpasse  pas  i ou  est  de  même  parce  (|ue  par  liypothés*'  l’er- 
reur ne  peut  être  ijue  mille  ou  ± i;  doue  la  probabilité  que  l’erreur  soit 
nulle  sera  à la  vérité  plus  jrrande  dans  le  résultat  partieulier  d’une  obser- 
vation uniipie  (|ue  dans  le  résultat  moyen  de  trois  observations,  et  eela 
dansja  raison  de  9:7:  mais  en  revanebe  la  probabilité  que  l’erreur  ne 

surpassera  pas  ± ^ sera  plus  jjrande  dans  le  second  eas  que  dans  le  pre- 
mier en  raison  de  19 : 9.  et  eelle  que  l’erreur  ne  surpassera  pas  ± * le 

.sera  encore  davantage,  cette  probabilité  étant,  dans  le  second  cas.  pins 
grande  (|ue  <lans  le  pretnier  en  raison  de  25:9. 

\ oilà  donc  en  (|uoi  consiste  principalement  l’avantage  ()u’il  y a à 
prendre  b‘  milieu  entre  les  résultats  de  plusieurs  observati<ins.  l’our 
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rcndtv  lu  cliosc  eiU'oir  plus  SRiisiblc,  nous  allons  recluTcliur  U*s  probu- 
bililos  quf  l’crri'ur  nu  surpassera  pas  la  fraelion  en  supposant  siieees- 
siveinellt  n éjçal  à i.  2,  3,...,  e’esl-à-ilire  pour  une  observation  uni(|ue, 
pour  deux,  pour  trois et  nous  aurons 


n 

l’robabililés.  . . 


1 , 2 , 3 , 4 > ^ 

I 7 ip  71  701  0~3 

3’  P 27’  81’  243' 


ou  bien,  eu  réduisant  au  inéine  dénoniinateur  72Ç), 


n 

1, 

a, 

3, 

4. 

5, 

Probabilités.  . 

243 

5i3 

63() 

<io3 

• 

7»9 

7») 

7’!) 

7'<» 

7«t 

On  voit  par  là  (|ue  la  probabilité  (|iie  l'erreur  ne  surpassera  pas  ^ va 

eu  au^'inentant,  à mesure  que  l’un  prend  un  plus  grand  nombre  d'obser- 
vations, mais  avee  cette  dillérenee  que  la  probabilité  est  plus  grande 
pour  deux  observations  que  pour  trois,  pour  quatre  que  pour  cinq,  et 
en  général  pour  un  nombre  pair  quelconque  que  pour  le  nombre  im|>air 
(jui  le  suit  immédiatement;  de  sorte  que,  dans  l’Iiyputhèse  dont  il  s'agit, 
il  est  plus  avantageux  de  ne  prendre  le  milieu  qu'entre  un  nombre  (|uel- 
conque  pair  d’observations. 

1 1 . Rkmahuiik.  — Nous  avons  vu  dans  le  11“  5 que  si  l’on  développe 
la  fraction  1 — î | rt  -t-  6 (ar ^ ) j en  une  .série  de  cette  forme, 

Z,  Z',  Z",...  étant  des  fonctions  de  i,  on  aura 


L~ 


Z'  = ^ = 2 Z, 


P vX  q étant  telles  que 


Sl'H  I/UTII.ITÉ  DE  PKENDKE  LE  MII.IEL 


l!« 

ri-  i|iii  iloMiii' 

/*’  — y’  = — 7.az  -i-  {a'  — 4^')  *“• 

et.  ilr  lit, 

5 _ I — ai  — V I — aai  -i-  (a=  — ^b’jz’ 
P ~~  ihz 

(le  sorif  t'ausaiil,  pour  plus  de  simplicilé. 


on  aura 


et  eu  général 


ï =H'i  — îai  + (a'  — 4ft‘)  3'. 


Or,  si  l'on  dévelopjie  celte  i|uaulité  en  une  sérié  de  |iuissaiices  ration- 
nelles i‘t  entières  de  z,  on  verra  aisément,  par  ce  (pie  nous  avons  dit  plus 
haut,  (|ue  le  coeiricieni  d’une  puissance  i|uelcun(|Ue,  comme  z",  déno- 
tera le  nombre  des  cas  oii  la  somme  des  erreurs  de  n observations  pourra 
être  -f- _u  ou  — fi.  de  sorte  ipie  le  double  de  ce  coellicieni  exprimera  le 

nombre  de  tous  les  cas  on  l’erreur  movenne  sera  ± ^ ■ lie  là  il  est  l'acile 

. • n 

de  conclure  que  la  ipiantité 


étant  regardée  comme  une  fonction  de  z et  développer  suivant  les  puis- 
sances de  celle  variable,  donnera  une  série  de  telle  nature  que  le  coef- 
lii'ienl  d'une  puissance  ipielcoiupie  z"  exprimera  justement  le  nombre 

de  cas  où  l’erreur  inoyenni’  pourra  être  renferniéi*  dans  ia*s  limites  — 

+ de  sorte  ipie,  ce  coellicieni  étant  divis*-  par  le  nombre  total  de 
cas  {a  -I-  a//)",  on  aura  la  valeur  de  la  probabilité  que  l’erreur  moyenne 
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ne  siii'|>as.s(-r:i  p:i.s  la  IVaiTioii  soit  en  plu.'iuii  en  moins.  Or,  la  (|uaiiliti‘ 

iloni  il  s’a};il  ii'iHanl  aulro  rliosc  (pi'mic  sorie  géométri(|iic.  elle  peut  se 
nu'ltre  sous  ceUr  forme  plus  simple 


l'  I — «Z  — Ç 
7.bz 


‘Y 


I — • tfZ  — I 

ibz 


’) 


.Ainsi , Ionie  la  (lillieulté  eonsislera  à nnlniif  celle  même  (|nanlilé  en 
«•rie  infinie  i|ui  procède  suivani  les  pui.ssances  de  z.  Pour  en  venir  plus 
faeilemeiil  à fioul,  un  la  supposera  égale  à une  indélerminée  _v,  et  l’on 
aura  une  êqualion  entre  y et  :,  ([u’on  pourra  par  des  différenlialioiis 
délivrer,  lani  de  la  puis.sance  que  de  l'irralionnalité  de  parce 

moyen,  on  aura  nue  écpiation  diHérenlielle  du  second  degré  entre  v et  z, 
el  il  n’y  aura  plus  <|u’à  suppowu- y = i-i- et  déterminei' 
les  coellicienls  .\,  B,...  par  la  comparaison  des  termes. 

•\u  reste,  comme  ce  calcul  est  un  peu  long,  nous  nous  contenterons 
de  l’indiquer  ici,  pour  mettre  sur  la  voie  ceux  qui  voudront  pousser 
cette  théorie  plus  loin. 

12.  Scm.iK.  — Nous  avons  supposé  dans  les  deux  Profilèmes  précé- 
dents (|u’il  y avait  un  nomfire  égal  de  cas  pour  avoir  une  erreur  positive 
et  pour  en  avoir  une  négative;  si  cela  n'était  pas  ainsi,  et  que  le  nomfire 
des  ras  qui  donneraient  o,  -r-  i el  — i d’erreur  fussent  a,  b et  c,  alors  on 
pourrait  résoudre  les  Profilèmes  avec  la  même  facilité  en  considérant  le 
trinôme  a-^  hx  + cjr‘,  à la  place  de  a + b{x  + ),  pour  avoir  le 

nomfire  des  cas  où  l’on  aurait  une  erreur  moyenne  donnée,  el  en  prenant 
ensuite  {a -h  b -h  c pour  avoir  le  nomfire  total  des  cas  à la  jdace  de 
(a  4-  2Ô)".  On  pourrait  même,  sans  faire  un  nouveau  calcul,  adapter  à ce 
cas-ci  les  formules  i|ue  nous  avons  déjà  trouvées;  car  si  dans  le  trinôme 

a-t-b.v-h^  on  met  place  de  x,  il  deviendra  \ 

ain.si,  il  n’y  aura  qu’à  mettre  dans  le  trinôme  (x-4-^j  des  Pro- 

îS 


tt. 
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lUl 

lilènn's  ()r(M‘t*denls  y Ac  à la  place  de  h,  cl  ciisiiitc  .»■  y ^ à la  place  de  x. 

Du  l'este,  nous  allons  traiter  ce  cas  d’iiiic  manière  iM'aiicmip  plus  géné- 
rale dans  le  Proldème  suivant. 

PHOBLèUK  III. 

I.'L  Supposant  que  chatptr  nhsenation  soit  sujette  à une  erreur  i/’une 
imite  en  moins  et  à une  erreur  de  r unités  en  plus,  et  que  te  nombre  îles  cas 
qui  /leucent  donner  o.  — \ , +r  d’erreur  soit  respecticement  a,  b.  c.  on 
demande  quelle  est  ta  probabilité  que  l'erreur  moyenne  de  plusieurs  obser- 
cations  sera  renfermée  dans  des  limites  données. 

Soit  n le  nombre  des  observations  dont  on  veut  prendre  le  milieu  : on 
rorniera  la  puissance  ilu  trinôme  a -t-  ^ -i-cx',  cl  le  coellicicnl  d'une 
puissance  (|uelconque  ■i''  dénotera  le  nombre  des  cas  où  la  soiiime  des 

erreurs  sera  a,  et  par  conséquent  où  l'erreur  moyenne  si'ra  -•  Consi- 
dérons donc  la  quantité 

(o.Uex)-, 

laquelle  se  réduit  à 

b + x{a  -t-  ex' )]■ 

X" 

et  l'on  aura,  eoiunic  un  sait, 

[/i  a- x(  a -s  ex')]*  =<!'-(- n A"  ' x ( o -H  ex'  ) -e  " ^ 6"~'x’(« -(- ex' )' -t- . . . , 

d'oii  il  est  facile  de  voir  que  le  cuellieienl  d'une  puissance  queieoii(|iie  .r* 
sera 

n ( n — I )...(«  — « I ) 

•>.3...* 

_ « - I )•.;  :ll'  '•M  - ft.  .«a. 

ï.J...(f— r)  I 

.4.  «(»-»)•■■("  — J + (<-?>•)(< . 

^.3. . .{j  — 2r)  I.?. 
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rettc  «'rie  clanl  (-oiitiiiufH*  jusqu’à  ce  (|uc  l'on  parvienne  à des  tenues 
negatil's;  donc  ce  cocllicienl  sera  celui  de  la  puissance  dans  la  quan- 


j ; donc,  si  l’on  désigne  en  général  par  fti)  le  coclli- 
cienl de  la  |)uissancc  .r"  de  celte  dernière  quantité,  on  aura 


lite  a H h ex' 

' X 


‘ 7 . . , . ( t/.  -4-  /I  ) 


l).  . .(f  u) 


fi{n 

— r — i) 

«(/I  — i). . u) ^ 

5 X 'J» . 3 . . . ( -4-  /I  — 'i  r — 7} 


_tf  -I-  « — 


oii  il  l’audra  toujours  omettre  les  termes  qui  contiendraient  des  puis- 
sances négatives  de  a ou  h. 

Donc,  puisi|ue  pour  n observations  la  somme  de  tous  les  cas  csl 
f«  j-Zi-t-c;",  on  aura  pour  la  probabilité  que  l’erreur  moyenne  soit  j 
la  (|uantilé  *1*'  1“  I*  probabilité  que  l’cm’ur  moyenne  sera 

renfermée  entre  ces  limites  — ^ sera  exprimée  par  la  série 

(a  X-  fl  -t-  c)' 

Problème  IV. 

14.  Supposant  tout,  comme  dans  te  Problème  précédent,  on  demande 
quelle  est  l’erreur  moyenne  pour  laquelle  la  probabilité  est  la  plus  grande. 

Nous  avons  vu  que  la  probabilité  que  l’erreur  moyenne  soit  c.sl 
(u.)  étant  le  coellicienl  de  la  puissance  x“  dn  trinôme 

H-  J cx''j  ; ainsi  il  ne  s’agit  que  de  savoir  quel  est  li-  terme  de  la 
puissance  n""'  de  a -i-  - ex'  qui  aura  le  plus  grand  coeHirienl;  poiii- 


aS. 
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ci-lii  il  est  clair  qu’il  n’y  a qu’à  chercher  le  plus  grand  tenue  du  Iriiiùnie 
« -+- A -F  c élevé  à la  puissance  /i;  car  supposant  que  ce  terme  soit 
na’^l/c',  1,  •/  étant  les  exposants  de  «,  A.  c,  dont  la  somme  doit  être 

égale  à n,  et  n le  coeflicient  de  ce  ternie,  il  n’y  aura  (|u'à  mettre  j à la 
place  de  h,  et  ex'  à la  place  de  c,  et  l’on  aura 

pour  le  terme  cherché  de  la  puissance  n"""  du  trinôme  -t-cx'i 

ainsi  on  fera  ~ ^ + r-/  = jx,  et  l’on  aura 

ry-  ? 
n 

pour  l’erreur  moyenne  dont  la  prohahililé  si>ra  la  plus  grande. 

Or,  par  les  règles  des  comhinaisons,  on  sait  que  le  eoellicient  - du 
terme  doit  être 

I . a . 3 ...  « 

i.».3...aXi.a.3...^Xi.a.3...y’ 
dénotons  ce  terme  par  M.  en  sorte  que  l’on  ail 


I . a . 3 . . . « X n*  4'^  W 
i.a.3...aXi.a.3...J3xi.a.3...y 


; M. 


et  il  faudra  qu’en  faisant  varier  les  exposants  a,  ji,  y,  la  valeur  de  M dimi- 
nue; faisons  donc  varier  « d'une  unité,  en  sorte  que  a devienne  a -4-  i , 
et  comme  at  -i-  ^ y = n,  il  faudra  que  p ou  y diminue  en  même  temps 
d’une  unité:  or,  il  est  facile  de  voir  que  si  dans  la  valeur  de  M on  met 
« -h  1 pour  a et  — I pour  ;S,  celte  valeur  deviendra 


^ «M 

a 4 1 4 ’ 

donc 

a -h  1 6 

et.  par  conséquent, 

a -7  1 O 
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récipruquemcnl,  si  l’on  auf^menU-  |5  d'une  unité,  el  qu'on  diinimn-  a 
aussi  d’une  unité,  on  trouvera  la  eondition 

P + i ’ 

ainsi  il  faudra  que  l’on  ait  en  même  temps 

a + I 


el 


? 


Or,  e’est  ce  qui  aura  lieu  si  | = j' 


On  trouvera  de  la  même  manière  ÿ = 'l*'  qu’en  prenant  un 


eoelTirient  indéterminé^,  on  aura,  dans  le  cas  du  maximum, 

X = pa,  p=zpb,  y — pet 

mais  a ^ y = n;  donc  p — — doue  enlin 

g nh  ne 

^ ~ a + 6 -e  c’ 


« + 6 -e  c 


Si  les  quantités 


nh 


a ->  b c a -t-  b -t-  e n-eA-f 
tiers,  on  aura  exactement 


sont  des  nom  lires  en- 


3=  • 


nh 
s 6 - 


coiiime  nous  venons  de  le  trouver:  mais  si  ces  quantités  ne  sont  pas  des 
nombres  entiers,  alors  il  faudra  prendre  pour  a,  jS,  y les  nombres  en- 
tiers (|iii  en  seront  les  plus  proebes.  On  piml  prendre  cependant,  pour 
plus  de  simplicité,  ces  mêmes  quantités  pour  les  valeurs  de  a,  JS,  y,  car 
l’erreur,  s’il  y en  a,  ne  pourra  jamais  être  que  très-petite;  de  cette  ma- 
nière nous  aurons  pour  l’erreur  moyenne  qui  a la  plus  grande  probabilité, 
l’expression 

ry  — |3  rc  — h 
n a + b c 
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15.  OiHOLLAiHK.  — De  là  il  s’cnsuil  <|u'on  peut  toujours  regarder  la 
<|uan(ile  - eomme  l’erreur  ilii  résultat  moyen,  et  (|u’ailisi  on  peut 

prendre  la  même  <|uan(ité  pour  la  correelion  de  ee  résultat. 

I.orscpie  r=:i  vl  c = h,  eomme  dans  l’Iiypotliése  du  Proldùme  I.  la 
eorreeliou  du  résultat  moyeu  devient  nulle;  elle  le  serait  aussi,  si  l'un 
avait  I)  = rc\  mais  dans  tous  les  autres  ras  elle  sera  d'autant  plus  grande 
i|ue  re  dillérera  davantage  de  h. 

pROBLÈ.MK  V. 

Ili.  O/l  supjMse  que  chaque,  observation  soit  sujette  à des  erreurs  quel- 
conques données,  et  qu  on  connaisse  en  même  temps  le  nombre  des  cas  où 
chaque  erreur  peut  avoir  lieu;  on  demande  Ut  correction  qu'il  faudra  faire 
au  n‘sultat  moyen  de  plusieurs  obsen  ations. 

Soient  p,  q,  r.  s,...  les  erreurs  auMjuelles  elia(|ue  observation  est  su- 
jette. et  a,  b,  c,  d,...  les  cas  qui  peuvent  donner  ees  erreurs,  savoir  a le 
nombre  des  ras  qui  donneraient  l'erreur  p,  b le  nombre  des  ras  qui  don- 
neraient l’erreur  q,  et  ainsi  des  autres;  il  est  clair,  par  ee  que  nous 
avons  démontré  dans  les  Pridilcunes  précédents,  ijue  si  l’on  élève  le  po- 
lynon)e 

ojrr  -e  bxs  -r  ex' 

à la  puissance  n.  et  (|u’on  dénote  par  M le  coellicient  de  la  puissance  x", 
on  aura 

M 

( u-e  A -e  c -e . . . )" 

pour  la  probabilité  que  l’erreur  du  résultat  moyen  de  n observations 
soit  ~ ür  on  sait,  par  la  théorie  des  combinaisons,  que  le  coelficient  M 
sera  de  cette  forme 

I 1 . 3 . 4 • ■ • n X n*  A ' . . . 

i.ï.3...aXi.*.3...3Xi.a.3...j<X...’ 
où  les  expo.sanLs  «,  j5,  y,...  doivent  être  tels  que 

a -t- = n,  et  xp-*-tiq-V-yr-i-...  — u. 
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De  plus,  il  est  l'acile  ilo  (lêmonlri!r,  par  une  inélliode  semhlaMe  à celle 
. (lu  Problème  precc-deiil,  (|ue  le  eoellicieiit  M sera  le  plus  jirand.  lors- 
(|u'oi)  aura 

nu 

a , 

a -t-  0 -f-  <?  a- . . . 

, nh 

^ (I  -f-  A -t-  c + . . . ’ 

(IC 

^ a + b + c + . . 

d’où  il  s’ensuit  que  l’erreur  moyenne,  pour  laquelle  la  probabilité  sera 
la  plus  ÿ'rande,  sera  exprimée  par 

U itji  -I-  hiji  ■+■  cr  -e  . . ■ 

Il  a + b + c + . . . 

.Viiisi  celte  i|uantilé  repri'senlera  la  correction  (|u’il  l'audra  l'aire  au  ré- 
sultat moyen  de  plusieurs  observations. 

17.  (>moi,i,.\iHK  I.  — Si  l’on  regarde  les  i|uanlités  «,  b.  c,...  comme 
des  poids  appliqut's  à une  droite  indetinie,  à des  distances  égales  à p,  i/, 
r,...  d’un  point  fixe  pris  dans  celte  droite,  et  qu’on  cbercbe  le  centre  de 
gravité  de  ces  poids,  la  distance  de  ce  centre  au  point  fixe  sera  la  correc- 
tion (jii’il  faudra  faire  au  résultat  moyen  de  plusieurs  observations;  cela 
suit  évidemment  de  la  formule  que  nous  avons  trouvée  plus  liant  pour  la 
valeur  de  cette  correction. 

18.  (à>ii(ii.i..4iKK  II.  — Üonc,  si  l’on  suppose  (|ue  cbaquc  ob.servalion 
soit  sujette  à toutes  les  erreurs  pos.sibles  ipii  peuvent  être  comprises 
entre  des  limites  données,  et  qu’on  connaisse  la  courbe  de  la  facilité 
des  erreurs  dans  laquelle.  b‘s  absci.sses  étant  supposées  représenter  les 
erreurs,  les  ordonnées  représentent  les  facilités  de  ces  erreurs,  il  n’y 
aura  qii’ti  cb(■rcbcr  le  centre  de  gravité  de  l’aire  totale  de  celte  courbe, 
et  l’abscis.se  répondant  à ce  centre  exprimera  la  eorreclion  du  résultat 
moyen.  De  là  on  voit  que  si  la  courbe  dont  il  s’agit  est  égale,  est  semblable 
de  ciité  et  d’autre  de  l’ordonnée  qui  passe  par  l’origine  des  abscisses,  en 
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sorte  ijiie  ccUt'  ordonnée  soit  un  dianiéire  de  la  eourlie  dont  il  s’agit, 
alors  la  eorreelion  sera  nulle,  le  rentre  de  gravité  tombant  iiéressaire- 
luent  dans  le  diamètre.  <>  ras  a lieu  toutes  les  Ibis  (|ue  les  erreurs 
peuvent  être  également  positives  et  négatives. 


Phobi.kme  VI. 

I!).  Je  suppose  qu'on  ait  rerifie  un  inslnirnenl  quelconque.,  et  qu  avant 
réitéré  plusieurs  fois  la  mente  rérijieation  on  ait  tniiu  é tlijférentes  erreurs, 
liant  chaeune  se  trouve  répétée  un  certain  nombre  tle  fois;  on  demande 
quelle  est  l'erreur  qu’il  faudra  ptendre  /jour  la  correction  de  l'instrument . 

Soient  p,  q,  les  erreurs  trouvées,  et  .soient  «.  jS,  y,...  les  nombres 
(|iii  marquent  rombien  de  fois  rbaijue  erreur  s’est  trouvée  répétée  en  fai- 
sant n vérilirations;  supposons  (|ue  le  nombre  des  ras  qui  peuvent  don- 
ner l'erreur/j.  ou  q,  ou  r,...  .soit  désigné  respertivement  para,  h,  c....: 
qu'on  élève  le  polyonme 

axf"  -f  hx^  ->r-  vx' 


à la  puis.sanre  n,  et  soit 

un  terme  queironque  de  re  polynôme  : le  roellirient  Na'A'V...  de  la 
pnissanre  pa  -J-  q^  ■*-  ry  de  x ilivisé  par  (a  ~ b -v-  c -h  . . . j"  déno- 
tera la  probabilité  que  les  erreurs  p,  q,  r,...  se  trouvent  rombinées  en- 
semble, de  manière  que  p soit  répété  a fois,  q (S  fois,  r y fois,  et  ainsi 
des  autres.  ,\insi  rette  probabilité  sera  la  plus  grande  dans  la  roinbinai- 
son  où  la  valeur  de  N a'tr'té...  sera  la  plus  grande  ; mais  on  a 

^ 1 . 1 . H . . . n 

I . . 3 . . . a X I . • 3 . . . X I . r>. . 3 . . . y X . . . ' 

(omme  nous  l’avons  déjà  vu  dans  le  Problème  précédent:  donc,  par  le 
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tii^int"  Prolilèinc,  hi  plus  ^nimli*  valfur  «le  a” Ir^ , aura  liiMi  loi'.sinif 

na 

* rt  /i  -t-  <;  -f- . . . ’ 



ne 

^ a + b + c -f-  . . 


(■quatioii.s  par  lesipiciles  on  pourra  (IrlcrniiniT  les  inronmicsa,  h,  c,...; 
et  l’on  aura,  rn  faisant  a -h  f/  -i-  c + . . . = s. 

a——  /i  — r— 

« n n 


Or  nous  avons  ileniontré,  dans  le  Problème  cité,  (|ue  la  correction 
qu'il  faut  faire  au  résultat  inoven  <l’un  noiniire  (|uelcoiupie  d’ohserva- 
tion.s  est  exprimée  par 

op  -f.  hij  O rr  -t- . . . 

« -t-  A + e a- . . . 

<lonc,  mettant  dans  celle  expression  les  valeurs  de  a,  b,  c,...  ipic  nous 
venons  de  trouver,  la  correction  dont  il  s*a};it  deviendra 

apa-jSy  a-yra-  ,j_. 
n 

c’est-à-dire  égale  à l’erreur  inovenne  entre  toutes  les  erreurs  particu- 
lières que  les  n verilieations  ont  donnée.s. 

20.  CoROLi.viHK.  — Si  l’on  voulait  tenir  conipte  aussi,  au  nioins  d’une 
inanièn^  approchée,  des  erreurs  intermédiaires  auxquell(‘s  l’instrumeni 
pourrait  être  sujet,  il  n’y  aurait  qu’à  prendre  dans  une  ligne  droite  inde- 

Hnie  des  abscisses  proporlionnelles  aux  erreurs  trouvées  p,  q,  r 

coniine  au  n"  17;  et  y ayant  applii|ué  des  ordonnées  proportionnelles 

aux  (|uàntites  «,  h.  c on  ferait  passer  par  les  extrémités  p,  q,  r,... 

une  ligne  parabolique;  on  cliercberait  ensuite  le  centre  de  gravité  de 
l’aire  de  toute  la  courbe,  et  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  centre  sur 
l’axe  y coiiperail  une  abscisse  (|ui  serait  la  correction  de  l’instrument. 

II.  ifi 


SUK  i;ütilitk  dk  prendhk  le  milieu 


■Mi 

On  voit  p;ir  là  coniint'nt  on  peut  eonuuilrc  à posteriori  la  lui  de  la  l'aei- 
lité  de  eliaeune  des  ernuirs  aux(|iielles  iin  instrumeni  peut  éire  sujet. 


21.  I.  — Ou  a trouvé  ci-dessus  (|ue  la  plus  fraude  proha- 

liililé  a lieu  lorsque 


a 


sa 

- — ï 

n 


n n 


lie  sorte  que  les  valeurs  de  a,  h,  c,...  sont  les  plus  probables  qu’oii 
|)uis.se  supposer.  Si  on  voulait  savoir  de  plus  quelle  est  la  probabilité 
que  ees  mêmes  valeurs  iie  .s’éearteroul  pas  de  la  vérité  d'une  quantité 

queleonque  il  u’_v  aurait  qu’à  mettre,  dans  l'expression  géiu’rale 

de  la  |>robabilité  (Problème  précédent) 

'Sa'h^c'... 


1111  s{a-^-a)  s(3-hr)  s(y-hz) 

au  heu  de  «,  ti,  c,  les  quantités  -h  - ^ - >•••.  et. 

faisant  sueeessiveineut  égaux  à ±i.  ± a,  rtS,...,  ±r,  eu 

sorte  cependant  que  l’on  ait  toujours  x-i-  v — ï4-...  = o,  à cause  que 
(par  bvpotbi'se)  a -h  A + c-h...  = s et  2 -4- (3 -i- '/  ^...=  n.  on  aura 
autant  de  probabilités  parlieulières,  dont  la  somme  sera  la  probabilité 
clierebée. 

Soit  P la  |iroliabilité  que  l'on  ait 


J. 

fl  = ~ * 0 

n 


- £/. 


mettant  ces  valeurs  dans  l'expression  précédente,  on  aura 
. _ 1 .2.3. . .n  a“ 

n-  1 . 9. . 3 . . . 2 1 . 2 . 3 . . . ^ 

Soit  de  plus  Q la  probabilité  <pie  l'on  ait 
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on  aimi  la  valour  <le  Q on  niettanl  res  valoui's  dans  la  mémo  expression  . 
et  il  est  facile  île  voir  i|u’on  aura 


Donc,  si  l'on  fait  en  général 


et  que  j V dénoté  la  .somme  de  toutes  les  valeurs  particulières  de  V.  en 
faisant  variera",  v.  :....  depuis  o jusqu’à  + r,  et  ayant  soin  que  l'on  ait 
toujours  X -i-  V -h  :...  = O,  la  proliahililé  clierehée  s«'ra  égale  k P f V. 


làiinme  il  n’est  pas  faeile  de  trouver  l’intégrale  j' V,  siirtoul  lorsqu’il 


y a plus  de  deux  variable's,  on  pourra  .se  contenter  de  l’avoir  d’une  ma- 
nière approchée;  pour  cela,  il  n’y  aura  ijii’à  prendre  une  valeur  moyenne 
de  V et  la  multiplier  par  le  nombre  de  toutes  les  valeurs  particulières 


de  V qui  doivent  entrer  dans  l’inlégraley  V, 


et  la  dilTlculté  ne  consis- 


tera qu’à  trouver  ce  nombre.  Or,  si  l’on  désigne  par  m le  nombre  des 

quantités  et,  jS,  y il  est  facile  de  concevoir  que  le  nombre  dont  il 

s'agit  ne  sera  autre  chose  que  le  coellicient  de  c’est-à-dire  le  terme 
tout  connu  de  la  série  (|ui  représente  la  puissance  m du  polynôme 


-I-  -é . . . -t-  -4-  I -t-  -t- 


Qu’on  dénote  ce  terme  par  T,  et  l’on  aura,  comme  nous  le  démontrerons 
plus  bas. 


,J. (mr-l-  i)(  mr-i-  t*  J ( mr  -H  3). . .(nir  -t-  m — i) 

1 .2.3. . .(m  — i) 

_ [( m — 2)  r] [(m  — 2 ) r -4-  1 1 [(m  — 2)r  -t-  2] . . .[(m  — 2)r  -t-  m — 2] 
■■  i"2.3...(m-i) 


m(m  — I)  [(m  — .jjr—  i][(m  — .Or] [(»i  — 4)r-4- 1 ]...[{/« 

"T"  1.2.3.  . 4n7-'lj 


— 3 
9.6. 
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fil  cuiuiiiiianl  «•ette  série  seuleiiieiit  jusiiu’ii  ce  ijiie  ([iiel(|u'un  des  fac- 
teurs I,  (m—  a)r,  (m  — ,'t)  r— i deviemie  liégalif. 

Donc,  si  W esl  la  valeur  moyenne  de  V,  on  aura  |mur  la  valeur  appru- 
(•liée  de  I' V la  (|uanlité  TW,  et  la  probaliilité  cherchée  sera  à peu  pri*s 
cfîale  à PTW. 

Si.  au  lieu  de  prendre  pour  W la  valeur  moyenne  de  V,  on  prend  la 
plus  petite,  il  est  clair  (jiic  TW  sera  nécessairement  moindre  c|ue  la  véri- 
table valeur  de  j V,  et  par  eonsétjuent  la  probabilité  cliercbée  sera 
nécessairement  plus  grande  ipie  PTW;  ainsi,  on  pourra  parier  avec 
avantage  ITW  contre  i — PTW  (|u'en  faisant 

a a h 3 c y 

s « ’ s n ’ J n ’ 

on  ne  se  trompera  pas  d’utie  (quantité  plus  grande  (jue  - tant  en  plus 
ipi’en  moins. 

ii.  RKMvngiiK  11.  — Supposons  que  n soit  un  nombre  très-grand,  et 
ipie  par  cons(>i|uent  les  nombres  «,  7,...,  dont  la  somme  esl  n,  soient 

aussi  très-grands;  pour  trouver  dans  ce  cas  les  valeurs  de  P et  de  V,  on 
remarquera  : 

I"  Que  lorsque  « est  un  trè.s-grand  nombre,  on  a,  à très-peu  près. 

loK  I 1 loga  -f  log3  log«  — i logT:  -4-  log«  — «, 

!t  étant  le  rapport  de  la  péri|)bérie  du  cercle  au  rayon;  d’où  il  suit  (|ue 
l’on  aura 

, I . a . 3 ...  « I , ( , 

log  = - loETT  -+-  - logll  — «. 

«"  2 2 • 

et  |iar  consé(|uent 

1.2.3...»  ^T.ll 
ÏP  ~ " "e-  ' ’ 

donc,  à cause  de  a -t-  4-  7 + ...=  n,  on  aura 


rn 

r:3[Xîr^Xîi7X..i 
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a“  Si  011  [iivnil  U;  luÿ^aritliini'  ili*  V,  on  aurii 

loKV-arlog  ( i -1-  ^ + |î  log  -1-  i j H-  y log  ( i 4 ^ j + . . . . 

inaiH 


(loni-,  à causi*  de  x -{-  y + z-h...  = o,  on  aura  à lri-s-pt*u  |ll•i■s 


et  (lo  là 


Soicnl  maintenant 


et 

on  aura 
donc 


= r=  + v«.  2 = ïv'« 


;-t-i|/+ïa-...  = o et  A+R-i-i;-l-...=  i; 


(un)  ’ /ABC... 


Or,  romme  rim-rément  ou  la  diflerenee  des  quanlité.s  x,  y,  z est  i, 

la  diflerenee  des  variables  |,  i|/.  Ç,...  sera  -|=>  et  par  eonséqueni  intini- 

V" 

ment  petite;  de  sorte  (jue,  si  l’on  appelle  eetle  dilFérenee  d$,  on  aura 


P:=  — 


Done 


PV  =-  — 


ARC... 
1 / P y P \ 

■ ï ( V K e.  / 


</9- 


v'a“-  ABC. . . 
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:iOfi 

Donc,  si  l’on  iiilèjsrc  la  «lilTérentielle 

. V Ç*  \ 

^ A A B c ■^  " 7 

m — 1 (ois,  iMi  incitant  il’alionl  à la  |)lac«  tli;  £ sa  valeur  — 6 — Z— .... 

et  faisant  varier  ensuite  sueeessiveineni  les  variables  Ç de  la  niéine 

dillëiiMilielle  c/5,  et  (|u’on  eoinplète  l’inléfîrale  en  sorte  que  les  valeurs 
lie  £,  !}i.  s'élenilenl  depuis  — p jusqu'à  p (en  faisant  r—p\n),  ou 
aura,  en  nonnnani  eetle  intégrale  R,  la  i|uantité 

R _ 

vr-“'AT«n.. 

pour  la  probabilité  que  les  valeurs  de  a,  b,c,...  seront  exactes  à près. 

Soit,  par  exemple, /n  = 2,  en  sorte  que  l’on  n'ait  trouvé  que  deux 
erreurs  dillérentes,  dont  l'une  ait  été  répétée  a fois  et  l’autre  fois, 
dans  un  nombre  très-grand  n de  vérilieations  de  rinstruinent:  en  ce  eas 
il  n'y  aura  qu'une  seule  intégration  à faire,  et  la  différentielle  ii  intégrer 
sera,  en  ineliant  — 6 à la  place  de  |,  et  faisant  c/5  = c/ij-. 


laquelle  n’est  intégrable  [lar  aucune  des  inelbodes  connues,  à moins 

()u’on  ne  réduise  en  série  la  (|uantité  ex|)onentielle  e .Decelte 

manière  on  aura  la  dillérentielb* 


rf  iji  1 1 — k -I- 


■> 


2 . 3 


en  faisant,  pour  abréger.  K — 


\ -t  B 
2 AB  ' 


de  sorte  que  l'intégrale  sera 


ko|‘  ^ k‘ij>’ 
2.5  2.3.7 
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Doni' 


R = a 


kp' 


lloiU' 


K’p-  _ K»p’ 
ï X 5 Ï.3  X 7 

R 

4 r.  A lt 


■)' 


exprimera  la  probaliilité  ipie  les  valeurs  de  a et  h soient  renl'ermées 
entre  ces  limites 


( A ± \ et  s j B db  V 

\ / \ V«  ' 


e'e.st-ii-dire  que  les  fai'ilités  des  erreurs  i|ui  se  sont  trouvées  répétées  a 
et  P Ibis,  lesquelles  sont  proportionnelles  à j et  jt  ne  s’écartent  |>as  des 
i|uantités  A et  I),  données  par  les  oliservations.  d’une  quantité  plus 
jtrande  que  -A* 

V" 

Si  l’on  fait,  pour  plus  de  simplicité,  p = ti.vAB,  on  aura  K =^,' 

à cause  de  A-l-B  = t,  et  la  prohahilité  dont  il  s'apt  seca  exprimée  de 
cette  manière 


2 / u’ 


U’  U'  \ 

1 X 3 2.4  X 5 ~ 2 .4 .6x  7 ■ ■ ■ / ' 

Donc,  si  l’on  .suppose  fi  = 1 , on  aura  la  .série 


' 2X3'*^2.4x5  2. 4.6  x 7 

dont  la  somme  e.st  à très-peu  prés  o,rtôô<)24:  de  sorte  que  la  prohahilité 
cherchée  sera  à peu  près 

= ,..hH2b88. 

.Ainsi,  on  pourra  dans  et*  cas  parier  avec  avantaÿ'e  que.  en  supposant 
les  facilités  des  erreurs  respectivement  éjjales  à .A  et  B,  on  ne  se  trom- 
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|)fi-a  |)iis  (II!  la  i|uaiitité  (|ui , à cause  de  n Irès-firand . est  ii(!ces- 

sairemetil  iniinimcnl  petite. 

Il  serait  beaucoup  plus  dil'licile  de  trouver  la  valeur  de  K si  les  varia- 
bles J,...  étaient  plus  de  deux,  surtout  à cause  (jne  l’inleiiration 
doit  être  telle,  (|u’elle  n'embrasse  (|ue  les  valeurs  de  ces  nu-mes  variables 
(|ui  sont  comprises  entre  les  limites  — p et  -*-p:  mais  on  pourra,  dans 
ces  cas,  se  si-rvir  de  l'approximation  (|ue  nous  avons  donnée  dans  le 
numéro  précédent. 

Pour  (!ela,  on  remaiapiera  (pie  puis(pie  nous  avons  l'ait  r = p\  n,  et 
(pie /I  est  supposé  fort  grand,  le  nondire  r devra  être  fort  grand  aussi: 
de  sorte  (pi'on  aura,  à très-pni  prés. 


i.».3...(m  — ( ) 


' — m ( ni  — 2 )“  ‘ .1- 


-'(ni-  4r  • 


(!ti  conliiuiant  cette  série  justpi'ii  ce  (pie  (piebpi'nn  des  nombres  m — a, 
m — i,.,.  devienne  négatif;  donc  on  aura 


ni  ( ni  — I ) . , 

— m [m  — - 2 r ' ■*•  ! — 4r‘  ' — • 


1 .2.3. . .{ni  — I)  V Ain.'... 


et  il  n'y  aura  plus  (pi'à  multiplier  celte  (piantité  par  \\ , c'esl-à-dir*-  par 
la  valeur  inoyemie.  ou  si  l'on  veut  jiar  la  plus  petite  valeur  de  V.  Or. 
comme  on  a 


il  est  clair  (pie  la  plus  petite  valeur  de  V sera  celle  oii  la  (juanlite 

V '4*  ''*1 

Y ^ -t-...  seç*  la  plus  grande:  et  il  est  facile  de  voir  ipieeela  arri- 
vera en  pi'enant  £ = .i  'ji  = — p,  « = o à cause  de  S-t-'i ..  = n. 

el  supposant  ipie  \ et  R soient  les  plus  petites  de  toutes  les  (piantiles 
.V.  R.  (i,...:  ainsi,  on  aura 


\A  - 
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Donc  faisant,  pour  abrépcr. 


M— 


m (m  — a)“"‘  + 


m{m  ■ 


I .Ï.3. . .(m  — i) 


on  aura  la  quantité 


M 


laquelle  sr-ra  nécessaireineni  moindre  que  la  proliahilité  cherchée;  de 
sorte  qu'en  nommant  H cette  quantité,  un  pourra  toujours  parier  avec 
avantage  H contre  i — H qu’en  supposant  les  facilités  des  erreurs  égales 
respectivement  à A,  B,  C,...,  on  ne  se  trompera  pas  de  la  quantité  très- 

petite  -ér- 
V « 

Lemme  I. 


43.  Soit  X une  fonction,  rationnelle  et  sans  diciseur,  de  x : on  demande 
le  coefficient  de  la  puissance  dans  la  série  résultante  du  déi-elop/iement 

de  la  fraction  , — ^ — -• 

{ a — X )* 

On  a,  comme  on  sait, 

I I nx  n ( « -t- 1 ) X’ 

= — H 1 H . . . 

(fl— -xp  a"  O**'  aa**’ 

1 .2.3. . .(n  — i)  , 2.3».  .nx  3.4. . .(rt  i)x*  . 

_ ô*  n**’ 

~ 1 . 2 . 3 . . . ( n — I ) ’ 


donc,  si  l'on  ordonne  la  quantité  X par  rapport  aux  puissances  de  x,  en 
commençant  par  la  plus  haute,  de  manière  que  l'on  ait  en  général 


X = Ax“ -e  B* -t- Cx* - ’ -I- . . . -t- Mx'“ -t- N^'* -f- . . . , 
et  qu’on  multiplie  cette  série  par  celle  (|ui  expriimlla  valeur  de 
il  est  facile  de  voir  que  le  terme  qui  contiendra  la  puissance  x-“  .sera 
i.2.3...(n  — I)  ^ a.3...n  ^ 3.4...(n-e  Q p ^ 

fl"  fl"*'  „ 

X.  , 


1 .2.3. . .(n  — 1) 


II. 


•*7 
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lie  .sorte  ((lie  le  eoeHicienl  cherehé  sera  rppré.seiilé  par  la  série 


— i)^  ^ ^ Jn  ^ j, 

a'  ■ o*'^'  ‘ ’ a^‘ 

i.a.3. . .(/i  — i) 

Deilutons  par  X'  la  sumiiie  de  Ions  les  ternies  de  la  valeur  de  X,  où  les 
|iiiissaiiees  de  x ne  sont  pas  (ilus  hautes  i|up  x",  eu  sorte  que  l’on  ait 

X'  - M x-  + Nx"  -t  l>x“  J- ...  : 

divi.saiil  parx-"’*"',  ou  aura 

M ^ 

X X’  X*  ’ ‘ ’ 

doue,  diH'érentiaut  « — i fois  et  faisant  ensuite  x = a,  on  aura 


i.2.^...^a  — jJ 

a* 


2 . 3 ...  « 


N 


le  signe  supérieur  étant  (lour  le  eas  où  n est  impair,  et  l’inférieur  pour 
celui  où  n est  pair. 

Doue,  le  eoenieieul  elierelié  de  la  puissance  .r“  sera  égal  à ce  i|ue  de- 
vient la  qtiautiié 


JL.] 

(_,y- 

Vx'*-’-' .) 

i.2.3...(n  — I)  rfx"  ' 


lorsqu’on  y fait  x = a. 


24.  RE.MVRiii;i;.  —.Si  l’on  divise  la  quantité  X par  et  qu’on  en 

rejette  ensuite  tous  les  termes  où  il  y aura  des  puissances  positives  de  .r. 

il  est  visible  qu’on  aura  la  valeur  de  donc,  à la  place  de  la  quan- 

tité .X'  on  (leiit  prendre  la  quantité  même  ,X,  en  ayant  soin  de  rejeter 
les  termes  dont  nous  venons  de  parler:  de  celte  manière  on  aura,  (mur 
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IVxprrssion  du  ooeHicii>nl  r.lierché  de  or”,  la  (|iiantité 


1.2.3. . .(n  — i) 


en  rejetant  dans  celle  (|uanlilé,  avant  on  après  les  différenlialions,  tontes 
les  puissances  positives  de  x,  et  faisant  ensuite  x = «. 

25.  CoRoi.LAiRE.  — Supposons  qu'on  demande  le  coelTicienI  de  x'' 
dans  la  série 

x~  X ’ + X-'  4-  X*  -e  X'  + X’  H 4-  xé 


élevée  à la  puissance  n. 

Suivant  les  règles  ordinaires  de  la  somination  des  progressions  géo- 
mélri(|ues.  on  trouve  que  la  somme  de  cette  série  est  représentée  par 

I — X ’ 

de  sorte  que  la  puissance  n""'  de  la  même  série  .sera  égale  à 


('-xY  ~ ■ 

<>)inparant  donc  cette  formule  avec  celle  du  Lemnie  précédent,  on 
aura 

\rzx-'"(l-X*-*-/'-^'j” 

_ x”"' nx~^"~'^“"*' 4-  " ^ ” ' I J—  n — l')»4-i(/l^-i) 

2 

_ j-(  — S).4-3(;l.e.;^  . 

2.3  * ' ** 


donc,  divisant  par  et  fai.sant,  pour  abréger,  , 

«a4-ju  = 7:, 

on  ï)ur» 

x«-ei  2 

2.3  ■ ■ ■’ 

27. 
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Pt  ()iir  i'onspi|upnt,  en  difTérentiaiil  « — i lois. 


— (r  -1-  i)(z  + 2). . .(r  4 n - 

— /|(Z4-1  — p)(z4-2  — p)...(z4-n—  I — p)x^l" 

4-  ^ — -(j:  4-1  — ïp)(z4-2— 2p)...(z4-n  — I — 


ün  rejollcfa  donc  de  cetle  série  les  ternies  où  les  exposants  de  a-  s«’ 
trouveront  positils,  l•*esl-à-dire  (|ue  si  fesl  le  nombre  entier  ipii  est  é(;al 

on  immédiatement  plus  grand  i|ue  > on  continuera  la  série  seule- 
ment jusqu'au  terme  i'*”';  ou  bien  il  sullira  de  la  continuer  jusiin'à  ee 
que  quel()u'un  des  premiers  facteurs  z-t-i,  n -h  i — p,...  devienne  né- 
gatif; ensuite  on  fera  a:  = i et  on  divisera  le  tout  par  i .3.3...(n  — t):  on 
aura  ainsi  la  valeur  du  coellicient  eberehé,  laquelle  sera  par  conséquent 

^ i (i:-M)(z4-a)...(z-e«  — i) 

— i)L  /I  / I ! 

— n (z'-4-  1 — p)(z  4-  I — p). . .(z  4-  n — I — p) 
n ( n — I ) , 

4“ ^ (Z  4-  I — 2p)(z  4-  2 — ap). . .(z  4-  n — 1 — 7.p) 

ni  n — I ) ( n — 2 ) , , , , , , ... 

— -(Z  4 I — 3p)(z  -e  2 — 3p). . .(z  4-  ;i  — I — ip) 


De  là  on  tire  la  solution  du  Problème  suivant. 

Phoblkme  Vil. 

26.  On  a plusieurs  obsavalions  dans  chacune  desquelles  on  suppose 
qu’on  ait  pu  se  tromper  également  d'une  quelconque  de  ces  quantités 
— a — 2,  — 1,0,  I,  2,...,  /î;  on  demande  quelle  est  la  prohabilité 
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(fue  l'erreur  du  résultat  moyen  de  n obsen^ations  sera  ou  quelle  sera 
renfermée  entre  ces  limites  - - et  — 

Pour  trouver  la  |irolial)iIitù  que  le  résultat  moyen  soit  il  faut  clu'r- 
« lier  le  coenieient  de  la  puissanee  du  polynôme 


X X~’  -f  X~’  -X  X“  -i-  x’  + x'  xé 


elevé  à la  pui.ssanee  n,  et  diviser  ensuite  ce  eoenieient  par  la  valeur  du 
même  polynôme  élevé  k la  puis-sanee  n,  qui  répond  à x = i.  r’est-k-dire 
par  a + j3  -t-  I e’est  re  (|ui  suit  évidemment  de  ee  que  nous  avons  dé- 
montré dans  les  Prohlèmes  précédents. 

Doue,  par  le  Corollaire  précédent,  on  trouvera  que  la  pndialiilité  elier- 
cliée  sera,  en  faisant  n = na+ix,  p = a-h  /3-t-i, 


— n(7;  -*■  1 — p)(it  — p). . .(ît  -I-  H — * — p) 

n(n— i),  ,,  , , 

-e  — ! (TT  + 1 — 2p)(7r  -t- 1 — ip)...(r  4-  n — i — *p) 


en  continuant  cette  .série  jusqu’à  ee  ()ue  (|uel<|u'un  des  facteurs  :r  + i, 
, s -t-  I — p,...  devienne  négatif. 

Telle  est  l’expression  générale  de  la  probabilité  que  l’erreur  moyenne 

di'  n observations  soit  .^v  ainsi,  pour  avoir  la  probabilité  <|Ue  l’erreur  soit 

contenue  entre  les  limites  — ^ et  il  n'v  aura  qu’a  faire  varier  a dans 

la  quantité'précédente,  et  prendre  la  somme  de  toutes  les  quantités  par- 
ticulières (|ui  répondront  à 


— /> —a.  —I.  O,  >,  a </• 
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Or,  |iuis(|ue  la  <|iiai)tilê  jul  ii'eiitre  i|iie  diins  la  valeur  île  r,  il  ii'y  aura 
iloiie  ijue  eelte  quantité  de  variable;  de  sorte  que  la  dillieullé  se  réduira 
à sommer  des  suites  dont  le  terme  général  sera  de  eette  forme 

Pour  eela,  soit  la  somme  de  cette  série  repiéseiilée  par 

« (i  -e  i)(j  -I-  s). . .(j  A ), 

U étant  une  fonction  inconnue  de  s,  et  mettant  j — i à la  place  de  ,t  et  « 
à la  place  de  u,  on  aura 

«'i(j  -t- 1)(»  -H  2). . ,(i  a-  ^ — ')■> 

eette  (|uaiitilé  étant  retranchée  de  la  précédente,  ou  aura  la  dilféreiice 

[«(a  -i-  — h'*](j  -f-  i)(r  -I-  2). . ,(f  + Â — 1); 

mais  il  faut  que  celle  dilférence  soit  égale  au  lerme  général  de  la  série 
donl  on  cherche  la  somme,  donc  on  aura  l’équalion 

u(t-hk)  — u't  = s + k, 

à laquelle  on  salisfera  en  faisant 

J “4-  A ' a- 1 

« =;  — i ; 

k -4-  1 

de  sorte  que  la  somme  générale  de  la  série  dont  le  terme  général  est 
(i  -I-  I)  (i  2). . ,(x  + ^ J sera  représentée  par 

(j-t-l)(j-4-2)...(l+A)(r-t  ti  -r  l) 

. _ , 

cl  par  conséquent  la  somme  de  tous  les  termes  compris  entre  ces  deux-ei 
(a' + iKi” -4- 2). + A ) et  (i”  + i)(^' + 2). . -e  A ) 
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stTii  égalé  à 

(i" -t-  i)(»*4-  a).  ■ .(J*  + fr)  — ^ ') 

k ■+  I 

Appliquaiil  ilone  eeci  à la  Ibrintile  trouvée  plus  liant,  ou  aura,  pour  la 
proliahilité  ipu*  l’erreur  uioveiiue  louihe  entre  et  l’expression  sui- 
vante, clans  laquelle  j’ai  l?lil,  pour  aliréger,  ria  — p = ü fi  ri  a + (/  = 7. 

77,73 '7  ,;-;[/(•/  + n-  I)  - (ô  -H  i)(i-e  a)...(i  • «) 

— «[(7-p)...(y-pT-  n-i)— (ô-p  -i  i)...(i3-?-t-  «)) 

-1-  ~ [(y  ~ ■*?)•••( y — ap  n — 1)  — (i3  — ap  -t-  i)...(ô—  ap  + »)] 


tietle  série  doit  être  eontinuée  jus(|u’à  ee  que  i|uelqu’un  des  raeteiirs 
7 — 0,  7—  2p....  devienne  négatif;  et(|uanl  aux  autres faeteurs  5 — p-t-  1 , 
5-20-1-  I si  quelqu’un  d’entre  eux  se  trouve  iiegalil',  alors  il  fau- 

dra augmenter  le  nonilire  5 d’autant  d’unités  (|u'il  faudra  pour  le  rendre 
positif;  rela  suit  évidemment  de  ee  que  la  série,  dont  la  précédente  est  la 
somme,  ne  doit  être  eontinuée  que  jusqu’à  ee  que  quelqu’un  des  pre- 
miers faeteurs  a:  ^ 1 — p,  rt  -t-  1 — 2p....  devienne  négatif,  eomme  nous 
l’avons  vu  dans  le  numéro  pn'-eédent. 

27.  CoRoi-i.siHE.  — Supposons  que  les  nomlirés  « et  jS  deviennent 
inlinis,  au.ssi  hien  que  p et  9,  mais  de  façon  qu’ils  aient  entre  eux  des 
rapports  finis;  et  soient 


en  sorte  que  l’on  ait 

^ = !xl,  p = ar,  ^ — aa, 

/.  r,  s étant  des  nombres  finis;  dans  ee  cas  on  aura 
p = a-t-3  = (i-e/)a,  o = na  — p—{n  — r)a,  7-  lia  I </  ' (n  - c)a; 
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tic  .sorte  (lu’eii  $ul)stilu:int  ces  valeurs  dans  la  Idrinule  préfédelile,  el  né- 
gligeant ce  (|u’on  doit  négliger  à cause  de  a = oc  . on  aura  eelle-ei,  on 
/=  . 4 /. 

— (n  — rj*-r  n(n  — r— /)•—  — r—  |. 

eliacune  tie  ces  lieux  séries  devant  être  eontinnée  seuliunent  jusi|ii'à  ee 
tjiie  i|neli|n’une  îles  quantités  n-hs—/,  n+s  — a/,...  et  n — r—f, 
n — r — a/,...  devienne  négative. 

Le  eas  de  ce  Corollaire  a lieu  lorsqu’on  suppo.se  que  chaque  olwerva- 
tion  est  également  sujette  à tontes  les  erreurs  possihles  rumprises  entre 
fies  limites  ilonuées;  car  si  un  prend  la  plus  granile  erreur  négative  pour 
l'unité,  et  tpi’on  désigne  la  plus  grande  erreur  positive  par  /,  la  Ibrmule 
précédente  dénotera  la  proliahilité  que  l'erreur  du  résultat  moyen  île 

/(  observations  soit  renfermée  entre  ces  deux  limites  — - et  -t-  -• 

n n 

Au  reste,  nous  donnerons  plus  bas  une  méthode  lu-aticoup  plus  simple 
pour  résoudre  ces  sortes  de  questions. 

Phobi.éme  VIII. 

28.  Supposant  que  les  erreurs  qu'on  peut  commettre  dans  chaque,  obser- 

cation  soient  — <a — a,  — i , o,  i , a. . . . , w,  et  que  le  nombre  des 

ras  qui  re/mndent  à chacune  de  ces  erreurs  soit  resfieclicement  pro/)ortionnrl 

à I,  a,  a -t-  1,...,  3,  a,  i,  on  demande  quelle  est  la  probabilité 

que  l'erreur  du  résultat  moyen  de  rn  obsercalions  soit  comprise  entre  les 

limites  et 

m m 

Comnieni-ons  par  chercher  la  probabilité  que  l’erreur  moyenne  soit 
cette  probabilité  .sera  égale  au  coelficienl  de  la  puissance  a-*  du  polynôme 
a:'”*'  a-  -e . , . -e  w j"  ' ( r.i  -t-  x“’~'  -t- 
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élevé  i)  la  puissance  m.  ce  coeflicient  étant  ensuite  divisé  par  la  valeur 
du  inénie  pidynonie  élevé  à la  puis.sance  n,  qui  répond  à x = i. 

Or  on  a 

I + IX  f.)  I -+  x'"=:{l  + X -f  x“/i=  ^ 1 

donc  le  indyiiùmc  dont  il  s’agit  sera  égal  à 

i-x“— 

1 — X / ’ 


et  par  consét|Uent  la  puissance  n de  ce  pcdynôme  sera  représentée  par 

J— "“(i- 

( 1 — X )'" 

t>tte  t'urinule  étant  comparée  à celle  du  n"  25,  on  aura 


il'oii  l'on  lire 


« = a w,  « jt  = WJ  ri»,  X ^ 4 I n-  I , 


m '*>  M O &i 

« = 2/71,  a = = — 1 et  P = — ; 

/»  a *^2 


jIoïu’  f Problème  précèdent)  ht  probabilité  clierchée  m/t;i 


— im(::  + 1 — p)(  r:  -t  I — p). . .(!T  + ini  — I — p) 

-r  I m ( I ni  — I ) , , , , 

- (-4  I — ip)(r  + i — ip)...(i: -t- im  — I — »p) 


en  supposant  - = mw  ■+■  a et  o — v + i , et  continuant  la  série  jus*|u'ii 
ce  (|ue  quelqu'un  des  l'acleurs  k-h  i — o,  ;r -i-  i — as,...  devienne  né- 
gatif. 

De  là  on  trouvera,  coininc  dans  le  Proldènie  précédent,  que  la  prolia- 

liilité  (lue  l’erreur  inovenne  se  trouve  entre  les  limites  — ^ cl  sera 
' * un 


II. 


î8 
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nxprimpp  par 


— 7,m[{y  — p). . .(•/  + im  — I — p)  — (d  4-  I — p). . .{d  -I-  îm  — pj] 

4-  îi — ».p)...(y 4- *m  — i — ap)—  (d 4- 1 — ap)...(d am  — ap)] 


•/  plaiil  =mrù  4- y et  d = mw—p.  A l'é^çanl  de  la  continuatiuii  de  ees 
lieux  si'ries,  il  faudra  suivre  les  rèj^les  prescrites  plus  haut  (2A). 

2!l.  C>)ROLL.UHK.  — Suppusuns  maintenant  que  les  nombres  w,  p et  q 
deviennent  iulinis,  mais  en  sorte  nue  l'on  ait  P-  = r,  — = s,  r s étant 

' U 'jl 

di‘s  nombres  finis,  et  la  formule  précédente  deviendra  (2.5) 

( «m  4-  »)"  — 2m[a(m,—  i)  4-  i]’“  4-  ^ 1 ^ il  [a(m  — a)  4-  J . 

I . a . 3 . . . a m . a'" 

(ani  — r)’*  — a»i[a(/n  — I)  — r]’“  4-  il  [a(m  — a)  — r]“  — . . . 

■ I .a.  3. . .am.a-" 

ces  deux  séries  étant  continuées  jus(|u’à  ee  que  quelqu'une  des  quantités 
qui  sont  élevées  à la  puissance  a h devienne  négative. 

Otle  formule  exprimera  donc  la  probabilité  que  l’erreur  moyenne  de 

/(  observations  soit  compris!'  entre  les  limites  — - et  dans  l’hypotbèse 

que  cbaqiie  observation  soit  sujette  à toutes  les  erreurs  possibles  conte- 
nues entre  ces  deux  limites  — i et  4-i,  et  que  la  facilité  de  chaque 
erreur  soit  proportionnelle  à la  dilfénmci-  (pi'il  y a entre  celte  erreur  et 
la  plus  grande  erreur  possible  dans  le  même  sens;  cette  hypotbèse  est 
plus  conforme  à la  nature  que  celle  du  n“  27;  la  courbe  des  erreurs  (20j 
serait  ici  un  triangle  isocèle  quelconque. 

30.  SeouE.  — En  général,  on  pourra  trouver,  à l’aide  du  Lemme 
précédent,  la  probabilité  que  l’erreur  moyenne  soit  égale  à une  quantité 
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iluiinct-  ilaiis  riiypollù-se  (|iie  les  erreurs,  auxquelles  chaque  oh.servalioii 
est  siijelte,  forment  une  progression  arithmélique,  et  que  les  facilités  île 
ces  erreurs  forment  une  progression  algélirique  i|ueleün<|ue,  dont  les 
dilférences  d'un  ordre  quelconque  deviennent  nulles;  car  soit 

Ax~“  -e  -e. . . -e  Px-’  -i-  Qx*-i-  ttx'  . -f-  Vxé 

le  polynùine  dont  les  exposants  de  x représentent  les  erreurs,  et  les  coef-  . 
licients,  les  facilités  de  ces  erreurs;  qu’on  dénote  par  AA,  A’.\,.,.  les 
dilférences  premières,  secondes de  la  siirie 

A,  B,  C 

en  sorte  que 

AA  = B-A,  A’A  = (;  — aB  + A 

et  qu'on  dénote  de  même  par  AV,  A’V,...  les  dilfén-nces  de  la  série 

V,  X.  Y.... 

supposée  continuée  au  delà  de  V,  un  aura,  comme  on  .sait,  pour  la 
valeur  du  polynôme  proposé,  la  série 

_ fA-Vx-’-és"  AA- AVx'-’-é-e'  1 

Or,  si  la  série 

A,  B,  C V,  X,... 

4 

est  telle  que  ses  difl'érences  d’un  ordn-  (|Ueleonque  m,  par  exemple, 
deviennent  nulles,  on  aura 

A"  A = O,  A*  V = O, 

et  toutes  les  dilférences  ultérieures  seront  aussi  zéro:  de  sorte  que 
l’expression  précédente  deviendra  tinie  quand  même  le  polynôme  pro- 
po.sé  contiendrait  un  nombre  inlini  de  termes;  de  pins  cette  expression 
pourra  s»>  réduire  à cette  forme  ï étant  une  fonction  rationnelle 

et  entière  de  x;  de  sorte  qu’en  élevant  cette  quantité  à une  pnis.saiice 
queli'on(|ue,  on  aura  toujours  une  expression  qui  .sera  <lans  le  cas  <le 
celle  du  la'inme. 

a8. 
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Lkmme  II. 

.11 . On  demande  le  mefjicienl  de.  la  puissanre  dans  la  série  qui  résut- 
tera  du  développement  de  la  fraction 

\ 

(a  — x)*’ 

.\  étant,  comme  dans  le  Lemme  l.  une  fonction,  rationnelle  et  sans  diviseur, 
de  .r. 

Oii  sail  (|iic  la  fraction  sc  décomposer  en  dill'é- 

n-iiles  fraclions  telles  que  celles-ci 

A A'— > 

(a  — x)“  (<J  — x)e- ‘ (a  — xp-’  ^ a — x 

B B'  B'  B '*-0 

^ {b  — x f ^ (A  — x)r  ' ^ (6  — x)"~’  4 _ 

les  coellicients  .V,  A',...  étant  é(,'aux  à ce  que  deviennent  les  quantités 

. _i ,,  I 

, ' _ fA  — X)*  {b  — xp 

(6  — x)"’  rfx  ’ ïrfx*  ’ ’ 

lorsque  x = fl,  ef.  les  coelTicienls  R,  B'.  B",...  étant  égaux  ii  ce  que  de- 
viennent les  quantités 

J 

I [a  — x)r  (fl  — xjr 

(fl  — x/"’  dx  ’ 2</x*  ' ’ 

lorsque  x^b.  Doue  la  fraction  proposée  se  chanjçera  dans  ces  deux 
suites  (le  fraclions 


AX 

A'X 

I-  ^ 

A(— OX 

{a 

-xr 

{a  — xp^' 

fl  ~ X 

_i_  

B\ 

B'X 

-4-  - --  -1_ 

(A 

-xp 

(A  — x)^' 

b — X 

Mais,  par  le  Lemme  I,  le  coenicient  de  la  puissance  dans  la 
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série  résultante  d’une  Craction  telle  que  peut  s’exprimer  par 


X 


i.a.3...(m  — i — i) 


en  y faisant,  après  les  dillérentiatimis,  x = a. 

A'X 

Doue,  en  général,  la  fraetion  donnera  pour  le  eoeilieient  de 

. x''  la  quantité 


rf. ! 

1.2.3...  .<  (£r*  1.2.3. . .(/n  — 2— i)  Je- 

où  il  faut  faire  x = a.  Doue,  puis<|ue 

d“-'yî=.yd'^'z  ■4-(m  — i)dyd’^'z  -t-  ^ i -e...-e  î 

il  est  facile  de  voir  que  les  fractions 


AX  A'X  ^ A<-^"X 

(«  — x)“  (a  — x)"~'  ' ' a — X ' 

prises  toutes  ensemble,  donneront  pour  le  eoeilieient  de  .V*  la  quantité 

(—  Ip"*'  (o  — x)* 

1.2.3. . .(m  — i)  dx^'  ’ 

X étant  fait  égal  à a. 

De  même  les  fractions 

BX  B'X  B"  -X 

(a  — x'i"  "*”(4  — x)*"'  ^ — X 


donneront  pour  le  eoeiricicnt  de  x“  la  quantité 

</-.  - ^ - 

(— i}^' x^-^'{a  — x]- 

1.2.3. . .(n  — I ) dx^‘  ’ 

X étant  fait  égal  à ô. 
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Donc,  en  réuiiissaiil  ces  deux  (juantités,  on  aura  pour  le  coeflicieiil 

de  dans  la  série  résullaiile  de  la  fraction  , , l'expression 

in  — x'rlb  — xY  ' 


l-  T 


d— 


\ 


1.7.3. . .(»i  — i)  àr*’“' 

^ 

(— 1)^;_  — j)- 

1.7.3.. .(n  — i)  dx'-' 


(x  = n) 


(x  = /j) 


en  ayant  soin  rie  rejeter  dans  la  valeur  de  — ^ trrutes  les  puissances  po- 
sitives de  x. 

32.  (^OROU.AIHE.  — Il  est  faeile  de  conclure  de  là  r|ue  si  l'on  iléve- 
loi»pail  en  série  la  fraction 

\ 

( a — x)"(i  — x)*(c  — X je. . . ’ 

on  aurait  pour  le  larellicienl  de  x“  l’expression  suivante 


. "‘-i  . 

— ir~'  Lx- 


'‘~^‘(A-x)«(c  — x)c... 

Jx—> 

X 


1 . 7 . 3 . . . ( m — I ) 

d-‘  r 

(—If-'  _ |_x^'*~'  («  — x)"(c 

1 . 7 . 3 . .  . ( /I  — I ) dx»  ' 

X 

r“-^'(«-xr(A 

1.7.3. . .(/» — i)  dxc— ' 


r/7 


■[- 


1 


(X  a) 


[X  — h) 


IX  = C) 


l■n  ne  prenant  dans  la  valeur  de  tpie  les  puissances  négatives  ilc  x, 
et  rejetant  toutes  li-s  positives. 

33.  REMAKc;tE.  — Par  le  moyen  du  l.einme  preci-dent,  on  pourra 
donc  déterminer  aisément  la  probabilité  que  l'erreur  moyenne,  résultant 
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(le  tant  d’olisenaiioiis  qu'on  voudra,  soit  nulle  ou  (■{'ale  à une  (|uantilp 
dniuu-e,  lorsque  le  polynôme  (30) 

Ax~”  -(-  Rj-  Px-'  -t-  Qx*-(-  Rx'  -(-...  a-  V x’ 

forme  une  série  nVurituite  (|ueleon(|ue;  ear  alors  la  somme  de  cette  série 
pourra  s’exprimer,  comme  on  sait,  par  une  fraction  rationnelle  telle  tpie 

(«  — — x)’(c  — xŸ-  ■ ■ 

H étant  une  fonction,  rationnelle  et  sans  diviseur,  de  j;  de 'sorte  qu'en 
élevant  cette  quantité  à une  pui.ssauee  qucicoinpie,  on  aura  toujours  une 
expres.sion  <|ui  pourra  se  rapporter  à relies  du  I.emmc  ci-dessus. 

■Au  reste,  rhy{)othése  la  plus  conforme  à la  nature  est  celle  où  l'oii 
su|>pose  que  chaque  observation  soit  sujette  à toutes  les  erreurs  com- 
prises entre  des  limites  duuné(‘S,  en  sorte  (]ue  le  nombre  de  toutes  les 
erreurs  possibles  soit  inlini,  comme  dans  les  n"*  27  et  29;  or,  pour  trou- 
ver en  ce  cas  la  probabilité  que  l'erreur  moyenne  d’un  nombre  (|iiel- 
coiique  d’obs('rvatious  soit  aussi  renfermée  entre  des  limites  données,  il 
n’est  pas  nécessaire  de  considérer  d’abord  un  nombre  lini  d’erreurs  et  de 
suppo.ser  ensuite  que  ce  nombre  devienne  inlini,  comme  nous  l’avons 
pratiqué  dans  les  numéros  eit(>s;  mais  on  peut  y parvenir  directement 
par  une  métbode  beaucoup  plus  .simple  et  plus  {îénérale,  laquelle  est 
fondée  sur  le  Lemme  suivant. 


I.CMME  III. 

34.  N(‘  V (iénoir  une  fonction  quelconque  de  x.  telle  que 
quantité  constante,  on  aura 


l'ra‘dx  = a- 1 -e  - - ± 

J'  Lloga  rfx(loga)'  (/xqlOKO)*  * rfx“(  loga)"'’ 

c’est  ce  qui  est  aisé  à vérifier  par  la  dilférentiation. 


-ron.st.; 


35.  CoHoi.i.tiiiE  I.  — Si  l’on  fait  _v  = -r”,  étant  un  nombre  entier 


■m 
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i‘l  posilif,  (in  aura  dom- 


mx“~‘  m(m  — i)j 
(lo(ça)>  (lofta)*' 


ml  m — I ) ( /n  — ï )...a. 
(loga)"*' 


Qu’on  riiiti'grulr  j x^a^dx  en  sorti-  qircllt-  soit  milk-  lorsqui- 

,r  = O,  1-1  l’on  aura 


tfa'dx  rr  if 


logo 


mx~-' 

(lôgîTj* 


.+(-ir 


i.a.3. . . m I 
tlugâf*'' J' 


Or,  si  l'on  sup|ius(-  ipu-  a soit  uni-  Irarlion  moimlri-  ipic  riiniti-,  en 
sorti-  ipii-  ^ soit  un  nuinliri-  plus  granil  qui-  l'uniti-,  rt  qu’on  fassi-  a-  = x . 
il  i-si  l'ai-ilf  ili-  voir  qui-  si-ra  uni-  quaiititi-  inlinif  il’un  orilrt-  inlini- 

nn-nl  plus  grand  que  .t”  et  qii’auenne  puiasauee  linie  de  x\  doue  -y-, 

( a) 


on  liii-n  ad  ad"  sera  nulle,  et,  à plus  l'orti-  raison  aussi,  toutes  les  autres 
quantités  <r'ar”“',  j-™’  ”,...  seront  nulles.  de  sorte  qu’on  aur,i  dans  ees 

eas 


I ar^/t'dx  — 


I . a . 3 . . . m 
( -^ogay"-  ' 


D’oii  je  i-om-lus  que  la  quantité  est  égale  à l'intégrale  de 

prise  depuis a-=o  jusqu’à  x=x  . et  divisée  par  i — i ), 

pourvu  quel/  soit  un  nnmlire  positif  luoindre  que  l’unité. 

Si  a était  un  nuinbre  positif  plus  grand  que  l’unité,  il  n'y  aurait  qu’à 

niettre  ^ à la  plai-e  de  x dans  la  forinule  préeédenle,  et  l’on  en  eoiu-lurait 
que  la  quantité  serait  égale  à l’intégrale  de  — ~ prise  de  méine 

ile|)uis  X = O jusqu’à  .r  = X , et  divisée  par  — i);  on  voit  par 

là  roininent  on  peut  réduire  les  puissani-es  queleonques  de  — en  des 
sériés  infinii-s  qui  proi-édent  suivant  les  puissanees  de  a. 
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30.  Corollaire  II.  — Duni',  si  l’on  a uno  l'unctiuii  i|ii<'l('on(|iie,  i-alioii- 
iifllc  ot  sans  (livisour,  de  a loi  le  que 

A = Paf  Qnf-'  4-  RaP-' 

et  qu’on  demande  le  coellicient  de  la  puissance  a'"-'  dans  la  Ibiietion 

,,  --^1  il  n’v  aura  qu’à  mettre,  à la  place  de  .-f-'-i’  somme  des  va- 
(logay*  • ' ' (logo)" 

leurs  de  ^ depuis  a:=ojus(|u’àÆ=».  divisée  par  i .2.3...(/n— i) 

(Corollaire  précédent),  et  rassemldanl  tous  les  termes  où  a se  trouvera 
élevé  à la  puissance  donnée,  on  aura  pour  le  coeflicient  de  celte  puis- 
sance la  série 

Px^' Q(x  — i)^' -I- R(jr  — -t- . . . 

1 . 2 . S . . . ( m — I ) 

laquelle  ne  devr.i  cire  continuée  <|iie  jusqu’à  ce  que  quelqu’un  des 
termes  a;  — i,  x—  a,...  devienne  népatif;  et  comme  ce  coellicient  ne 
dépend  point  de  la  valeur  de  a,  il  est  clair  que  la  formule  que  nous  ve- 
nons de  trouver  aura  toujours  lieu,  soit  que  a soit  plus  grand  ou  moindir 
([ue  l’unité. 

Si,  au  lieu  de  la  fonction  — r>  on  avait  celle-ci 

(lognr 



(log«— a)-’ 

comme  loga  — « = log-^>  il  faudrait  substituer  à la  place  de  -- 

e«  (logrt— a)" 

la  somme  des  valeurs  de — — - depuis  x = o jiisipi’à  x = x , divisée 

par  i.a.3...(m—  t),  et  l’on  aurait  pour  le  coellicient  de  la  série 

Pf*-^x*  '4- — i)^  ' -t- Re*^''~’5(x  — , 
7.i.3..7(m-T) 

Knfin,  si  l'on  avait  la  fonction 

A 

( logo  — a )“  ( logrt  — (5 )*7T.  ’ 

»!• 


II. 


■m  SUU  L’UTILITÉ  DE  PKENURE  LE  MILIEU 

oii  (l(‘c'uiii poserai!  d’abortl,  par  les  méthoiles  connues,  la  t'raelion 


en  eelles-ei 


(logn—  arilogn—  3)". . . 

K K'  l'i”--" 

. _ - -4- , . . 

(loga  — af  (loga  — a)"~'  loga— a 

U _ U'  _ ne- '» 

(loga  — 3)*  (logo  — 3)*'''  loga  — 3 


ensuite,  niultiplianl  eliueune  de  ces  i'raetiuns  par  A,  un  aurait  aillant  de 
ronetions  de  a,  dans  lesquelles  on  pourrait  trouver  le  rocHicient  de  la 
puissance  a-'  par  la  formule  ei-dessus. 


.17.  Rkm  vhqi:k.  — Par  le  moyen  du  Lemnie  précédent,  on  peut  trouver 
rinléfîrale 


lorsque  y — Xe”*"*,  X étant  une  fonction,  rationnelle  et  sans  divisi-iir, 
de  X,  telle  que  sa  dill'éreiitielle  d’un  ordre  quelconque  soit  constante: 
car  pour  cela  il  n’y  aura  qu’à  mettre,  dans  la  formule  du  Lemme,  X à la 
place  de  J et  ae~"  à la  place  de  a;  moyennant  quoi  on  aura 


X i/\ 

e”-*  log«  — a </x(  logrt  — a)‘ 


(/’X- 

<lx‘{  loga  — 3c  )* 


-I  eonst. 


lit  l’on  trouvera  de  même  l’intégrale  de  vu-’'r/.r,  lorsque  y sera  com- 
posée de  didérenles  fonctions  de  même  espèce  (|ue 

D’où  il  s’ensuit  (|ue  l’on  pourra  aussi  trouver  l’intégrale  de  ya^dor 
lors(|ue  y sera  de  cette  forme  : Xcosax  ou  Xsina.r,  ou  composée  de 
plusieurs  fonctions  d’une  forme  semlilalde;  car  il  n’y  aura  qu’à  mettre 
à la  place  des  sinus  et  cosinus  les  expressions  exponentielles  imaginaires 
<|ui  leur  sont  équivalentes,  et,  le  calcul  achevé,  on  remettra  à la  place  de 
ces  expressions  les  sinus  ou  cosinus  qui  y répondent. 
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O sont  là  les  seuls  cas  où  la  l'orniule  soit  iiilépralile,  au  moins 

par  les  méthodes  eoiinues  jus(|u’ii'i;  dans  tous  les  autres  ras  l'intéjiratiou 
ne  peut  s’exéeuler  (|ue  par  approximation. 

PROBI.éMË  X. 

.‘18,  On  stip/Hise  (ftu-  chaque  observ  ation  soit  sujette  à toutes  les  eireurs 
possibles  comprises  entre  ces  deux  limites,  p et  — q,  et  que  la  Jacditi  de 
chaque  erreur  x,  c'est-à-dire  le  nombre  des  cas  où  elle  peut  avoir  lieu  divise 
par  le  nombre  total  des  cas.  soit  représentée  par  une  fonction  quelconque 
de  X désignée  par  y;  on  demande  la  probabilité  que  l'erreur  moyenne  de 
n observations  soit  comprise  entre  les  limites  r et  — s. 

On  eommemera  d'ahurd  par  elierelier  la  prohaliilité  ([ue  l’erreur 
moyenne  soit  z,  et  relte  probabilité  étant  représentée  par  une  fbnetiou 
de  I,  il  n’y  aura  qu’à  en  prendre  l’intégrale  depuis  z = r jusqu’à  z — s: 
ee  sera  la  probabilité  eberehée. 

.Maintenant,  pour  avoir  la  probabilité  (|ue  l’eiTeur  moyenne  de  n obser- 
vations soit  z,  il  faillira  eonsidérer  le  polynôme  qui  est  repré.senlé  par 
l’intégrale  de  yar'dx,  en  supposant  eelle  intégrale  prise  de  manière 
qu’elle  s’étende  depuis  x =■  p jusqu’à  x = — q\  ou  élèvera  ee  polvnùme 
à la  puissance  n,  et  l’on  eberebera  le  eoellieient  de  puissance  z de  a,  pâl- 
ies règles  données  dans  les  Corollaires  du  Leiuine  précédent:  ce  coelli- 
cient,  (|ui  sera  une  fonction  de  z,  exprimera  la  probabilité  que  l’erreur 
moyenne  soit  z,  comme  il  est  facile  de  le  voir  d’apri-s  ce  qui  a été  dé- 
montré plus  haut. 

39.  Exkmpi.e  I.  — Suppo.sons  d’abord  que  v soit  une  (|uantité  con- 
stante K,  en  sorte  que  toutes  les  erreurs  soient  également  probables,  et 

l’intégrale  de  yafdæ  .sera  <le  sorte  qu’en  prenant  cette  intégrale 

depuis  x = p jnsi|u’à  x=^  — q,  on  aura  pour  sa  valeur  complète 

k(ar -T  rt , ...  , . . , , . ,, 

j— ; qu  on  eleve  donc  cette  quantité  a la  puissance  n,  et  I on 


% 


l'ii  avant  soin  ili-  iu>  l'ontinnor  la  sorii»  (|ue  jusqu’à  oe  qu’on  parvioniif  à 
ilfs  termes  x — rru  qui  soient  négatifs.  Faisant  ilone pn  —x  = s,  e’est-à- 
ilire  X = pu  — z,  ou  aura  la  probabililé  (pie  l’em’ur  nioyenne  (le  n obser- 
vations soit  Z.  Un  intégrera  niaintenaiit  la  formule  précédente  en  y fai- 
sant varier  x,  et  l’on  prendra  l’intégrale  en  sorte  qu’elle  soit  nulle 
lorsque  x =pn  — r,  et  complète  lorsque  x ~ pn  H-  r;  on  aura  de  cette 
manière  la  <|iiantité 


— {pu  — r)"  n{pn  — r—  tp—  (/"<  — r— 


laquelle  exprimera  la  probabilité  (|Ue  l’erreur  moyenne  de  n observations 
soit  contenue  entre  les  limites  r et  — t;  au  reste  cette  formule  revient  à 
la  même  (|ue  celle  du  n®  27. 


iO.  Exkmpi.k  II.  — Un  suppose  que  la  i|uantité^  soit  K p‘ — x’‘),  et 
(|ue  les  deux  limites  des  erreurs  soient  p et  — p,  il  faudra  intégrer  la 
dilléreiitielle  Kfr'f/j*  — x^)dx,  et  prendre  l’intégrale  en  sorte  qu’elle 
s’étende  depuis  x = — jusqu’à  x = p.  Or,  puisque  la  seconde  dilfénîii- 
tielle  de  p*  — x*  est  constante,  011  aura  par  le  Lemme  cette  intégrale 

[ p*  — j;*  i.r  ^ I 

“*1  log«  "''(loga)'  noga)*J’ 
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laquelle  étant  coiuplélée,  coiiime  on  vient  de  le  dire,  donnera 

iKp{a' -i- a~f)  aKfrtr  — fi~r) 

(lô^a)'  (logo)’  ’ 

on  élèvera  donc  cette  quantité  à la  puissance  n,  et  l'on  aura 

(2K/>)*(nr  4-  fl-/)"  _ (2  K)"//"-'  (fl/  4-  fl-/)"-'  (fl'  4-  «-') 

(loga)"  (iogfl 

n(n  — i)  (aK  )"p"-’(a/ 4- fl-/p-’(a/  — «-/)’ 

2 (loga)*"*’ 

011  développera  les  puis.sanees  de  a'’ 4-  a"'’  et  de  a'’ — et  l’oir  cher- 
chera ensuite  par  les  règles  du  11“  36  le  coeincient  de  la  puissance  rr. 
Pour  laciliter  ces  opérations  nous  supposerons 

(fl/-t-  a-/)*=  (J/"4-  Pfl/"-’/  4-  Ofl/*-*/  4-. . . 

( fl/  4-  fl-/  )"-'  ( fl/  — «-/  ) = fl"/  4-  P'  <r/-’/  4-  ü'  «■/  •/  4- . . . 

(fl/  4-  «-/)“-’(«/  — <«*■/)’=  «•/  4-  P' «"/-’/  4-  O'//’/”*/  4-. . . 


et  l’on  trouvera,  pour  le  coellicient  de  la  puissance  np  — jc,  la  série 

y (x-4/i)’-'4-...|</4: 

— H 4-  P'  (4r  — ayi )*■  4-  0'  ( a’  — 4 p l"  4-...]  c/j- 

4.  • lar*""' 4- P'(j:— au)'"-"'  4- U' (ar  — 4u)“-"' 4-...]</j- 

a i.a.3...(a/i+ 1)  ‘ - i 


On  fera  dune  z = np  — j,  c’est-à-dire  x = np  — z,  et  l’on  intégrera  de 
manière  que  l’intégrale  soit  nulle  lorsque  3 = r et  complète  lor.sque 
z — — s,  c’est-à-dire  nulle  quand  x = np  — r et  comidète  quand 
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2ao  suit  L'LTIUTÉ  DE  PUENDHE  I.E  MIMEE 

■r  — >i/>  -I-  Si  on  aura  la  <|uantil(‘ 


I A~3.r^7i  I *’ ~ »)p  +*!” 0 [("  - 4)/*  + *1“  -!-••■ 

— — r)"-t-  P[(;i  — 2);»  — r]“  — Q[(n  — 4)/;  — r]”~. . . j 

~ " 1 "*'**’"^  + P l(n  — 2)/i  + *]"*'  + y[(n  - 4)/'  +»]“*'+••  • 

— [np  — r)"+^  — P'[(n  — 2)/<  — r]""'  — 0'  [(n  — 4)p  — r)"*^'  ~ •••  J 

{ np  + j|'"‘  -t-  P"[{n  — T.)p  + H-  Q'  [(«  — 4)/'  r)"*’ 

— {np  — r)"*’ — P"((n  — i)p—  r — Q"  {n  — 4)P  — j 


«(;i  — i)  (7k)” P*’ 

7 1 .7. 3. .,(7/1  4- 7) 


laqiiHIe  (‘xprimera  la  prolialiilitr  (|ue  l’rrreur  mojeniu-  (Ir  n obs/Tvalions 
soit  roiiiprisi*  entre  les  litnite.s  r et  — *;  au  reste  il  liunlra  toujours  se 
souvenir  que  les  séries  précédentes  ne  doivent  être  runtinuées  que  jus- 
qu’à ee  que  quel(|ues-unes  des  quantités  (|ui  sont  élevées  aux  puissances 
2//,  an  --  I....  deviennent  iiéj'atives. 

il.  REMvnQCE.  — L’hypothèse  du  dernier  exemple  parait  la  plus 
.simple  et  la  plus  naturelle  qu’on  puisse  imaginer;  il  est  vrai  (|ue  relie  du 
Piaddi'ine  VIII  parait  encore  plus  simple,  puisipi’on  y suppo.se  que  la 
l'aeilité  des  erreurs  x et  — .r  suit  représentée  par  p — x,  p étant  la  [dus 
grande  valeur  possible  de  x.  c’est-à-dire  la  limite  des  erreurs,  tant  posi- 
tives que  négatives;  mais  cette  hypothi'se  a l’inconvénient  que  la  loi  de 
eonlinuité  n’y  est  pas  observée  eu  pas.saul  des  erreurs  positives  aux  néga- 
tives; c’est  pourquoi,  si  l'on  voulait  y appli(|uer  lu  métliode  du  Problème 
précédent,  il  faudrait,  en  faisant  y = K f//  — xj,  prendre  d’abord  l’inté- 
grale I ya*dx  depuis  x = o jusi|u’à  x = //,  laquelle  serait 

k|  P^\, 

|(lug<i)’  logo  I 

ensuite,  en  faisant  .x  négatif  et  conservant  la  même  valeur  de  y,  il  fau- 
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tirai  1 prcndrtî  dr  mrnie  rintégralr  j ya^dx  depuis x = o jusqu’à  .r  =/j, 
la(|Ui>lle  serait  feii  ne  taisant  que  mettre  ^ à la  plaee  île  a dans  l’expres- 


sion préeédente) 


K 


n-r  — I 
(IOK«)’ 


et  la  somme  de  ees  deux  intégrales  partieulières  serait  l'intégrale  eom- 
plèle  de  J ya'  dx  depuis  x — p jusqu'à  x—  — p dans  l’IiYpothèse  dont 
il  s'agit;  on  aura  done  la  quantité 


-f-  — 2 

(logaj* 


qu’il  faudra  élever  à la  puissanee  n,  et  sur  laquelle  on  pouira  ensuite 
opérer,  comme  dans  l’Kxemple  1;  on  pourra  même,  sans  faire  un  nou- 
veau calcul,  applii|uer  ici  les  formules  de  cet  Exemple  en  v mettant  an 
à la  place  de  n,  ^ à la  place  de  p et  de  q,  et  par  consé(|uent  p à la  place 
de  t=p^q\  de  cette  manière  on  aura  sur-le-cliamp  l'expression  de  la 
probahilité  que  l'erreur  moyenne  de  n observations  soit  renfermée  entre 
les  limites  r et  — s,  laquelle  sera 

77?::^  ilï  I ( /)n  -*-»)■•- 1 n [(  « - 1 )/>  -(-  ,]>■  -e  ’ - [(  n - * )p  -s  j j-  - . . . 

— (p«  — r)*'-e  5«^(n  — i)/<  — r]*"  — — îiqn  — r)"-e...  j, 

ce  (|ui  s’accorde  avec  la  formule  du  n"  20. 


PllOBLÈME  XI. 

i2.  Siip/M)san/  que  chaque  ohsen'titiori  soit  sujette  à toutes  les  erreurs 
/Htssildes  comprises  entre  tes  limites  p et  — p p étant  l'arc  de  <)o  degrés  j . 
et  que  ta  facilité  de  chaque  erreur  x soit  pnqmrtionnelh'  à cos.f.  on  de- 
mande ta  proliahilité  que  l’erreur  moyenne  de  n ohsenations  sera  renfermée 
entre  les  limites  r et  — s. 
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SUR  L’UTILITE  DE  PRENDRE  LE  MILIEU 


On  aura  donc  ici  v = K cosar,  cl  il  s’agira  d’abord  d’intégrer  la  diiïé- 


mellanl 


■ e—'i-'  . 


à la 


rcnlicllc  Ka^cosx</jr,  dont  l’intégrale  ^cn 
place  de  cosar^  s«“  trouvera  par  le  n“  37, 
kn*  / 

» yloga+y  — I loga  — V — 1/ 

c’est-à-dire,  en  repassant  des  exponentielles  imaginaires  aux  sinus  et 
<'osinus, 

loga  cosa sina: 

(Ioga)-  + i “’ 


cette  intégrale  doit  maintenant  être  prise  en  sorte  ()u’elle  s’étende  <lepiiis 
X ~ — p,  auquel  cas  eosa-  = o et  sinx  = i , jusqu’à  x-=  p,  ou  cosa-  = » 
et  sina-=  i;  ainsi  l’on  aura  pour  l’intégrale  complète 

k (ar  -f-  a~r) 

”(  lo^-t-T  ■ 

Qu’on  élève  donc  cette  (juantité  à la  puissance  n,  et  faisant,  pour  abréger, 
A = K*  l^af  -e  naf"-  ’'  + af'  'r  | , 

on  aura  la  quantité 

A 

[(ioga)’-+-  r*’ 

dans  laquelle  il  s’agira  maintenant  de  cberclier  le  coeflicient  de  la  puis- 
sance fl*. 

Pour  cela  il  faudra  (36)  déconipost'r  la  frartioii 


i 

[(lognp-ri]*’ 


c’est-à-dire 


( loga  V ' J*  ( logn  — v'—  ‘ 


en  ces  fractions  simples 


E ^ ^ f _ 

(loge -4- V— ' i"  f loga -t- V — I )■“'  (loga-l- y — i)"~’ 

^ G ^ G’ G*  

(loga  — y— i)*  (log«  — y— iT"'  Oogu  — y — • 
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fl  l'on  aura  par  les  tnélhodes  eonnues  (31) 


K = 
Il  = 


( ï V — ' )* 


r - 


G' 


î(_ 


" ( « ^ ■ ) . . 


iiiiiltipliant  ensuite  par  A eliaeune  de  ees  fraetions,  un  Iriiuvera,  par  la 
inétiiode  du  n“  36,  que  le  eoeflicient  de  la  puissanee  sera  exprimé 
de  eette  manière  : 


K"rfx  I > , 

■ "vy '<  Ue  ' ■+  Ge*' 

+ Il  GeO-vV-' j (x — ^pY~' 

-+  " * ^ f + Ge'*-‘r'*'^'J  {x  - 4/')""'  -♦-••• 

-1 ^ — 1 f f l' e-*»'''  + G'  e'v'-'  ) X’  > 

I.Î.L..  n — a)  [ 

-r  H [E'e“‘'"*rH'“' H G'e'' '’r)v-'J  (x  — 

-I-  ” ^ ' * f F'e-f-‘r)v-'  -I-  G'e  '-‘r!>^](x  — 4^^''+  — 

- 7../.4ïï:7;bij [(F"'"''-  ^ 

^ ;i  [F>-  I'- (l'e  * j (x  — ap)"-* 

+.  j F'e  I*  ‘fW-'  -t  G'el'-'r**'^'J(x—  \pf  ^+... 


Or  on  a = eosx  d:  \ — i sinx,  et  ainsi  des  autres;  doue,  subsli- 

Inanl  ees  valeui's.  el  raisani,  pour  aliréper. 


G - F 

G - F x; 

G’  ^ F' 

G'  - F'  ra 

\ — ‘ 

G"-  F 

r- 

G'  - F” 

\ - ' 


Il  3u 
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■2;n 

où  les  i|iiantit<‘s /,  g,/',  g\--'  seront  néeessairfimenl  réelles,  la  formule 
préeédenU*  deviendra 

-e  n[/ oos(x  — a;>)  -I-  g^sin(x  — a/>)](x  — !/))■-' 

+ — ”-J^*[/eos(x— 4;>)  + ^sin(x  — 4/>)](x  — 4/) j 

• #r'sinx)x- 

+ n [/'  eos(x  — a/»)  -e  §•'  sin(x  — »/>)](x  — 

^ "'"p'J[/'cos(x-4/»)-i-^'sin;x-  4/i)](x-4/)f  +...  j 

+ 1 -+■  «■'■sinxlx— 

4-  Il  [/'ros(x  — a/>)  4-  g''  sin(x  — a/»)](x  — a/)p  ‘ 

4--“^*[/'cos(x-4/>)4-g"'siii(x— j/})](x— 4/;r  I 


où  il  faudra  continuer  les  dilférentes  séries  jusqu’à  ce  que  les  quantités  x. 

X — 2p,  X — leurs  exposants  deviennent  néj;alifs:  rette  i)uan- 

lité  exprimera  donc  la  prolialiilité  (pie  l’erreur  moyenne  de  n observa- 
tions soit  P»  — x;  par  consé(pient  il  n’y  aura  plus  (|u’à  l’intégrer  de 
manière  ipie  l’intégrale  soit  nulle  lorsijue  x=pu  — r et  complète  loi’s- 
ipie  X =/j/i  4-  » pour  avoir  l’expression  cherchée  de  la  probabilité  que 
l’errcfir  moyenne  soit  renfermée  entre  les  limites  données  r et  — j;  mais 
comme  cette  intégration  est  facile  par  les  méthodes  connues,  nous  u’en- 
Irerous  pas  dans  un  plus  grand  détail  là-dessus;  et  nous  terminerons 
même  ici  nus  ircherches,  par  b‘S(|uelles  un  doit  voir  qu’il  ne  reste  plus 
de  diiriculté  dans  la  solution  des  questions  (ju’on  peut  proposer  sur  ce 
sujet. 


Digitized  by  Google 


SUR  LA 


PEI{CllSSIO^  DES  FLUIDES. 


3o. 


Digitized  by  Google 


PERCUSSION  DES  FLUIDES. 


{Mvtnnirex  He  V Académie  r^i^alc  tiex  Sciences  de  Turin ^ 1. 1,  178^-1785.) 


Parmi  un  granu  nombre  <le  i|ueslions  que  la  seienee  des  iluide.s  ullre  à 
résoudre,  celle  de  la  mesure  de  la  force  de  percussion,  qu’une  veine 
d’eau  sortant  d’un  vase  ou  d’un  réservoir  quelconque  exerce  contre  un 
plan,  est  une  îles  plus  importantes,  suit  par  sa  difliculté,  soit  par  ses 
différentes  applications.  On  a eu  recours  pour  la  résoudre  à la  théorie 
et  à l’expérience.  La  première  a donné  des  résultats  divers  selon  la  dif- 
férence des  hypothèses  sur  lesquelles  on  l’a  appuyée;  car  la  théorie 
rigoureuse  du  mouvement  des  Iluides  n’est  encore  et  ne  sera  de  long- 
temps qu'un  objet  de  pure  spéculation,  et  ce  n’est  qu’en  limitant  sa 
grande  généralité  par  des  suppositions  plus  ou  moins  conformes  à la 
nature  qu’on  peut  la  rendre  susceptible  de  fournir  des  résultats  précis  et 
applicables  à la  prati<]ue. 

M.  Daniel  Bernoulli  parait  être  le  premier  qui  ait  entrepris  de  résoudre 
de  cette  manière  la  question  dont  il  s’agit.  Sa  solution  se  trouve  dans  le 
tome  ^■|ll  des  anciens  Commentaires  de  Pe'tersboiirg,  et  elle  donne,  pour 
le  choc  per|#ndiculaire  d'une  veine  d'eau,  une  force  égale  au  poids 
d’une  colonne  d'eau  qui  aurait  pour  base  la  largeur  de  la  veine,  et  pour 
hauteur  le  double  de  celle  dont  il  faudrait  qu’un  corps  tombât  pour 
acquérir  la  vitesse  de  l’eau,  c’est-à-<lire  deux  fois  la  hauteur  due  à cette 
vitesse.  L’.\uteur  y confirme  ce  ré.sultat  par  (|uelques  expériences;  mais. 
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|>ar  (i'iuitivs  faiU’s  |)ar  M.  ^vrall'l  et  rappuitées  dans  le  même  volume,  on 
voit  i|ue  la  force  du  ehoe  est  toujours  moindir  que  la  théorie  de  .M.  Ber- 
noulli ne  la  donne. 

Depuis,  M.  d’Alemlierl  a attaqué  cette  théorie  dans  ses  principes,  et  a 
fait  voir  comment,  en  euvisaj^eanl  la  question  sous  un  point  de  vue  plus 
exact,  on  devait  parvenir  à une  formule  dilfércnte  de  celle  de  M.  Ber- 
noulli et  moins  éloij;née  des  expériences  de  AI.  Kralfl  {Théorie  de  la 
Hésistance  des Jluidcs,  Lhap.  VIII 

Kniiii  .M.  l'ahhé  Bossiit,  à (pii  nous  di‘Vons  un  des  meilleurs  Traités 
d'ilydrodynamiipie  théorique  et  pratique,  a cherché  de  nouveau  à déci- 
der la  ipieslion  dont  il  s’agit  par  des  expériences  faites  avec  beaucoup  de 
soin  et  de  .scrupule.  Elles  lui  oiitdonné  il  peu  près,  pour  la  hauteurde  la 
colonne,  ipii  me.siire  la  force  du  choc  direct  d'une  veine  d’eau,  le  double 
de  la  hauteur  due  à la  vites.se,  ce  ipii  s’aceonle  avec  le  résultat  de  la 
solution  de  AI.  Bernoulli,  (pioiqu’on  ne  puisse  disconvenir  de  l’insufli- 
sance  de  cette  solution,  par  la  manière  vague  dont  l’.-Vuletir  considère  et 
calcule  l’ellét  de  la  percussion  d’une  veine  de  fluide  contre  un  plan. 

Voici  maintenant  une  nouvelle  manière  de  déterminer  cet  ellét,  aussi 
directe  et  conforme  h la  nature  des  fluides  que  peut  le  permettre  le  peu 
de  connaissance  que  l’on  a encore  des  lois  de  leur  mouvement.  (’a;tte 
luelhode  a de  plus  l’avantage  de  S’appliquer  également  à la  percussion 
directe  et  à la  percussion  uhlique,  et  pourra  servir  non-seulement  à fix(>r 
sur  ce  point  d’Hydrodynanfujuc  l’aeeonl  de  la  thé(irie  avec  l’expérience, 
mais  encore  il  expli((uer  les  anomalies  de  celle-ci  et  à rendre  ses  résultats 
plus  décisifs. 

I.  Soit  .\B  I)  roritice  du  vase  ou  re.servoir  ijuelconque  d’oii  le 
fluide  (l’eau  par  exemple)  s’écoule  avec  une  vitesse  uniforme  donnée, 
pour  venir  frapper  perpendiculairement  le  plan  PQ,  en  s4l’te  que  l’axe 
de  la  veine  AIN  soit  perpendiculaire  à la  droite  PQ  et  la  coupe  en  deux 
également  au  point  N.  Comme  tout  est  égal  de  part  et  d’autre  de  cet  axe, 
il  est  visible  que  les  particules  du  fluide  auront  fa  même  disposition  et  le 
même  mouvement  des  deux  ciilés;  de  sorte  i|ue  les  deux  courbes  .AC,  Bü, 
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loniK'ies  par  les  lilets  extérieui's  de  la  veine,  seront  égales  et  semlilsilile- 
ment  placées  autour  de  l'axe  MN.  Lorsque  le  lliiide  est  parvenu  ii  un  étal 
permanent,  ees  eourhes  demeurent  invariahles  et  peuvent,  par  eonsé- 

FIb.  I. 


(pjeni,  être  regardées  eommc  des  eanaiix  dans  lesipiels  le  fluide  se  meut. 
Il  se  forme  de  semblables  canaux  dans  l’intérieur  de  la  veine,  et  l’elfel 
de  la  percussion  du  fluide  contre  le  plan  consiste  dans  la  pression  ipi'il 
exerce  contre  ce  plan  en  vertu  de  la  courbure  des  canaux  et  du  change- 
ment de  direction  des  particules  du  fluide,  les(|uelles,  sortant  du  vase 
ilans  une  direction  perpendiculaire  au  plan,  sont  forcées  par  sa  ren- 
contre d’en  prendre  une  parallèle  ou  presque  parallèle  à ce  même  plan. 
Pour  pouvoir  calculer  rigoureusement  cette  pression,  il  faudrait  donc 
connaître  la  ligure  de  tous  ces  canaux  et  la  lui  du  mouvement  des  parti- 
cules qui  les  parcourent.  Mais,  dans  la  nécessité  oit  l'on  est  de  simpliller 
cette  recherche  par  quelque  supposition  ou  abstraction,  on  peut  se  con- 
tenter de  considérer  les  deux  canaux  extérieurs  AMPC,  BMQD,  et  de 
suppo.ser  tout  le,  fluide  intérieur  .MPQ  comme  étant  en  repos  et  stagnant. 
Si  cetU^  supposition  n'est  pas  exactement  conforme  à la  nature,  elle  en 
approche  du  moins  beaucoup:  car  puisque  la  veine  est  forcée  par  la  ren- 
conti'e  du  plan  de  se  partager  en  deux  branches  égales  et  qui  suivent 
des  directions  opposées,  il  est  clair  qu'il  doit  nécessairement  y avoir 
tians  l'endroit  où  les  deux  branches  se  séparent  une  portion  de  fluide  (|ui 
n’aura  aucun  mouvement;  or,  plus  cette  portion  sera  grande,  plus  notre 
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hypolhi'se  approchn-a  de  la  viTÎlù,  fl  dans  tous  IfS  cas  elle  pourra  tou- 
jours être  regardee  conimc  la  limite  et  l’asviiiptote  de  ce  qui  a réelleinenl 
lieu  dans  la  nature. 

2,  D’après  celte  hypothèse,  voici  coiuiiieiit  je  délerniiiie  le  luotive- 
iiienl  du  Iluide  et  sa  pre.ssioii  contre  le  plan.  Puisque  rien  n’accélère  ni 
ne  retarde  le  mouveinenl  des  particules  dans  les  canaux  AC,  UD,  leur 
vitesse  scia  donc  constante  et  éj'ale  à celle  que  le  fluide  a en  sortant  du 
\ase. 

Je  noininerai  a la  hauteur  due  à cette  vitesse,  e’est-à-ilire  celle  d’où 
un  corps  pe.saut  devrait  lomher  pour  acquérir  une  pareille  vitesse. 

Comme,  à cause  de  l’incumpressiliilité  du  fluide,  il  doit  passer  dans 
chaque  section  du  canal  P.\  une  égale  quantité  de  fluide  à chaque 
instant,  la  largeur^'  du  canal  doit  être  partout  en  raison  inverse  de  la 
vites.se  du  fluide;  cette  largeur  sera  donc  constante  dans  tout  le  canal  et 
égalé  ,à  ,\,M,  moitié  dt-  celle  (h‘  l’oriflee  que  nous  nommerons  />.  Or,  la 
tranche  infliiiment  petite  et  rectangulaire  ^^7i,  par  la  force  centrifuge 
ilue  à sa  vitesse,  exerce  contre  la  partie  ^'l'de  la  paroi  concave  une  pres- 
sion égale  au  poids  de  cette  particule  multipliée  par  en  nommant  r 

le  ravon  os<-nlatenr  de  la  courbe  en  ff;  c’est  ce  <|ui  est  connu  par  la  théo- 
rie des  forces  centrifuges.  Dotic,  puisque  le  poids  est  ici  proportionnel 

an  volume on  aura_^x  pour  la  pression  >>\ir  gi, 

et  par  conséquent,  eti  divi.sant  par  gi  et  mettant  ^ pour  on  aura  — 
pour  la  pres.sioti  sur  cha<|Ue  point 

Cette  pression  s’exerçant  sur  la  portion  du  fluide  PMQ  que  nous  sup- 
posons stagnante,  elle  doit  être  égale  partout,  suivant  les  lois  connues 

de  l’équilibre  des  fluides;  ainsi,  la  quantité  — est  constante  dans  toute 

la  courbe  P.M  ; par  eonséquenl,  le  rayon  oscillateur  r est  aussi  constant, 
et  la  courbe  est  nécessairement  un  cercle  dont  rest  le  rayon.  Il  en  est  de 
même  de  la  eouriM’  MQ  de  l’autre  canal  simiblable. 
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Maintenant  il  est  clair,  par  les  principes  de  l'Hydrostatique , que  le 
fluide  P.MQ  étant  pn’ssé  dans  tous  les  points  de  la  surface  curviligne 

l’MQ  par  une  fori'C  égale  à il  en  doit  résulter  une  pression  égale  sur 
chaque  point  du  plan  PQ  sur  lequel  le  fluide  est  appuyé:  de  sorte  que  la 
pression  totale  (|ue  souffrira  ce  plan  sera  exprimée  par  2^.  en  nom- 
mant P la  largeur  PQ  du  plan,  ("est  dans  cette  pression  que  consiste 
l’action  du  fluide  contre  le  plan,  ou  la  force  de  sa  percussion,  force  qui 

est  ilonc  mesurée  par 

.1.  Dans  celte  formule,  les  trois  quantités  «.  h,  p sont  données,  puis- 
i)ue  a est  la  hauteur  due  à la  vitesse  du  fluide,  b la  largeur  de  rorifîce  ou 
de  la  veine,  et  p la  largeur  du  plan.  Il  n’y  a d’inconnue  quer,  c’est-à-dire 
le  rayon  du  cercle  ipii  forme  la  courliure  des  canaux.  Or  si  l’on  suppo.se, 
ce  (|iii  est  le  cas  le  plus  naturel,  (pie  les  particules  de  Iluide  ne  puissent 
quitter  le  plan  contre  leipiel  elles  frappent  (|ue  dans  une  direction  paral- 
lèle à ce  plan,  alors  la  ligne  PQ  sera  tangente  en  P et  Q des  arcs  de 
cercle  P.M  et  Q.M;  et  comme  la  perpendiculaire  .MN  est  déjà,  par  l’hypo- 
thèse, tangente  des  mêmes  arcs  en  .M,  puisque  la  direction  du  fluide  en  M 
est  supposée  .suivant  cette  perpendiculaire,  on  voit  que  P.M  et  .MQ  seront 

deux  (piarts  de  cercle,  et  (|u’ainsi  on  aura  r=PN=  Donc  la 

force  de  la  percussion  de  la  veine  contre  le  plan  aura  pour  mesure  un 
poids  égal  à ^ab,  c’est-à-dire  à une  colonne  de  fluide  dont  la  hase 
serait  b largeur  <le  la  veine,  et  la  hauteur  serait  an,  double  de  celle  due 
à la  vitesse  du  fluiile.  ('.'est  ce  qui  s’accorde  avec  les  expériences  de 
M.  Bernoulli  et  de  M.  l’abbé  Bossut. 

4.  .Mais  il  peut  arriver,  surtout  lorsque  le  plan  n’est  pas  beaucoup 
plus  grainl  que  la  largeur  de  la  veine,  qu’une  partie  des  particules 
.s’échap|ie  du  plan  dans  une  direction  oblique  à celui-ci.  Dans  ce  cas 
donc,  il  faudra  supposer  (|ue  la  tangente  ilu  cercle  en  Pet  Q fasse  un 
angle  donné  avec  la  droite  PQ.  Soit  9 cet  angle,  il  est  facile  de  voir  ipie 
IL  3i 
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PN  s«»ra  le  sinus  versp  «le  sou  euinpltiment  dans  le  eerrle  PM:  ainsi  l'on 
aura 

^ = rsin  verse (90"— ^),  ou  yj  = ar(i  — sino), 

«■I  l’expression  j^ton-rale  «le  la  force  «le  la  percussion  deviendra 

■xab(i  — sinç), 

laquelle  est  moindre  i|ue  la  précedenle  dans  le  rapport  «le  1 — siiiî.  à 1. 

Otle  formule  peut  expli(|ui*r  pourijiioi,  dans  les  exp«'-riences  de 
M.  Kralfl,  la  hauteur  de  la  colonne  dont  le  poids  exprime  la  force  de 
percussion  s’est  toujours  trouv«-e  moindre  (|ue  le  doiilde  de  la  hauU'iir 
due  à la  vitesse.  En  g«'iieral,  elle  fait  voir  «jue  celte  dernière  nu'snre  est 
le  maximum  «le  la  force  de  percussion,  parce  que  l’angle  ^ ne  .saurait 
devenir  m'-gatif,  et  <|ne  pour  atteindre  ce  maximum,  ou  du  moins  en 
approcher  le  plus  (pi’il  est  po.s.sihle,  il  faut  diminuer  autant  qu«'  l’on 
peut  l’angle  ç,  et  faiiv  en  sorte  «|ue  la  dernière  direction  des  particules 
ou  des  lileLs  du  fluide  soit  parallèle  ou  pre.sque  parallèle  au  plan,  «•«• 
qu’on  ohtiendra  en  augmentant  la  largeur  du  plan  jusqu’à  ce  que  toute.s 
les  particules  soient  «'unlraint«>s  de  couler  le  long  «h;  ce  plan  avant  de 
.s’en  échapper. 

5.  Con.sidt-rons  maintenant  la  percu.ssion  ohlii{ue,  et  snppos«)ns  de 
nouveau  que  la  veine  «lont  la  largeur  est  .\H  et  la  direction  .M.N  se  par- 
tage, par  la  rencontre  «In  plan  PQ  inclini-  à .M.N,  en  deux  hranches  .\.Ml‘t; 
et  H.MQD,  en  sorte  que  l’espace  int«Tmediaire  P.MQ  soit  rempli  d’un 
fluide  stagnant  et  en  «'■quilibre  ( fig.  2). 

Il  est  d’ahord  clair  «pie  lors«(ue  le  mouvement  du  fluide  est  parvenu  à 
un  (Hat  permanent,  comme  nous  le  supposons  ici,  il  iloit  «Hre  uniforme 
dans  l’un  et  dans  l’autre  canal,  parce  qu'il  n’y  a extérieurement  aucune 
force  qui  puisse  l’accélérer  ou  la  retarder.  Ainsi,  comme  par  l’incom- 
pressibilité et  la  continuité  de  fluide  il  en  doit  passer  toujours  la  mèine 
quantité  dans  chaque  s«'ction  du  même  canal,  il  faudra  aussi  que  tontes 
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CP8  spciioiis  soient  égales,  eninine  ilans  le  cas  précédent,  mais  la  largeur 
des  deux  canaux  pourra  être  ici  diirérrnte. 

Soit  a la  liaiitcnr  due  à la  vitesse  de  la  veine,  laquelle  se  maintient  la 
même  dans  les  deux  canaux.  Soient  de  plus  AM  ~ m l'amplitude  du  canal 


Hj.  1. 


AP,  et  B.M  = /i  ranipliliide  du  canal  HQ,  eu  .sorte  que  m + u — b largeur 
donnée  de  la  veine  ou  de  l’oririce  du  vaâe  d’oii  elle  sort. 

Rnlin,  soient  r le  rayon  osculateur  de  la  courlte  ,MP  du  premier  canal, 
<■1  P celui  de  la  courlie  MQ  du  second.  On  prouvera  aisément,  par  un  rai- 
sonnement semldahle  à celui  du  n"  2,  que  la  l’orce  centrifuge  du  tluide 

produira  sur  chai|iie  point  de  la  coiirhc  PM  une  pression  égale  à ei 

sur  chaque  point  de  l’autre  courbe  Q.M  une  pression  égalé  à <à‘s 

pressions  agissant  sur  le  fluide  stagnant  P.MQ  doivent  être  partout  égales. 
D’où  il  suit  : i”que  les  rayons  r et  p sont  constants,  et  que  par  consé- 
quent les  courbes  MP,  NQ  des  deux  canaux  sont  circulaires:  a®  que  l’on 

aura  — = - , en  sorte  une  la  courbure  des  canaux  sera  en  rai.son  inverse 
r P ' 

de  leur  largeur.  Donc,  puisque  m + n = b et  — = on  aura  m=  7^’ 

n = ‘A  l'"'  pression  sur  le  tluide  stagnant  sera  exprimée  par 

3i. 
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Or,  ce  fluide  étant  soutenu  en  même  temps  par  le  plan  PQ,  il  doit  exer- 
cer sur  chaque  point  de  ce  plan  une  pression  perpendiculaire  et  égale 

aussi  à — — • Donc  la  pression  totale  sur  le  plan  sera  en  noinmanl 
r -(-p  r r r-t-p  , 

P la  largeur  PQ  de  ce  plan;  et  cette  quantité  exprimera  le  volume  d’une 

(|uantité  du  même  fluide,  dont  le  poids  sera  égal  à la  Idrce  <le  percussion 

contre  le  plan  ; mais  il  reste  encore  il  déterminer  les  rajons  r et  p. 

6.  Supposons  d'ahord  que  par  la  rencontre  du  plan  les  particules  de 
la  veine  de  fluide  soient  détournées  de  leur  direction  primitive  M,\, 
autant  qu’elles  peuvent  l’être,  en  sorte  qu’elles  ne  puissent  quitter  ce 
plan  que  dans  une  direction  parallèle  à la  sienne.  La  droite  PQ  f Jig.  3 J 


Fig.  3. 


P 


sera  donc  tangente  en  P et  Q aux  cercles  P.M  et  QM  ; par  conséquent , les 
centres  de  ces  cercles  se  trouveront  sur  les  droites  PF,  Q(j  menées  pei- 
pendiculairement  à PQ.  D’un  autre  côté,  la  droite  .MN,  qui  représente 
la  direction  primitive  de  la  veine,  est  aussi  tangente  en  M aux  mêmes 
cercles;  donc  les  centres  de  ces  cercles  se  trouveront  aussi  sur  la  droite 
KG  perpendiculaire  il  M.N.  Donc  ces  centres  seront  en  F et  G,  où  cette 
droite  rencontre  les  deux  droites  PF,  QG.  On  aura  ainsi  PF  = F.M  = r, 
QG  = (îM  = p,  et  par  conséquent  FG  = r-t-p.  Or,  puisijue  FP  et  GQ 
sont  parallides  entre  elles  et  perpendiculairi‘s  à PQ.  il  est  visible  que  F'G 
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sera  à PQ  dans  la  raison  du  sinus  total  au  cosinus  de  rinclinaison  de  FU 
à PQ,  011  au  sinus  de  l'im  linaison  de  MN  à PQ.  (à*tte  imlinaisun  est 
celle  de  roliliiiiiité  du  clioc  du  lliiide  contre  le  plan.  Nommant  donc 
i)  l'angle  de  cette  ohliquité,  ou  l'angle  d’incidence  de  la  veine  sur  le 
plan,  on  aura 


Sill6l’ 


donc 


r-(-p  = 


et  l’expression  de  la  force  du  choc  trouvée  ei-dessus  deviendra 

tah  sinu, 

laipielle  est,  comme  on  voit,  à celle  du  choc  direct  (3},  dans  la  raison 
du  sinus  de  l’angle  d'incidence  au  sinus  total. 


7.  t’a'tte  loi  est  celle  qui  est  reçue  communément,  d’après  la  théorie 
ordinaire  du  choc  des  corps  solides  et  i.sotés,  <pioiqne  cette  théorie  ne 
soit  point  applicable  aux  fluides.  La  théorie  précédente  l’établit  d’une 
manière  directe,  et  l’expérience  ne  s’en  éloigne  pas  sensiblement.  Il  est 
vrai  que  .M.  l’abbé  Hossut  a toujours  trouvé  dans  les  chocs  obri(|ues  des 
résultats  moindres  que  la  loi  des  sinus  d’incidence  ne  les  donne;  mais 
on  peut  rendre  raison  de  ce  déchet , comme  nous  l’avons  fait  pour  les 
expériences  de  .M.  Krafft  sur  le  choc  direct,  en  supposant  (]ue  la  der- 
nière direction  des  canaux  n’était  pas  tout  à fait  parallèle  au  plan;  ce 
qui  est  d’autant  plus  probable  cpie,  dans  les  expériences  de  M.  l’abbe 
Bossut,le  plan  était  le  même  pour  le  choc  direct  et  pour  le  choc  oblique, 
tandis  que  dans  le  cas  de  ce  dernier  il  parait  (|ue  les  branches  dans  les- 
quelles la  veine  se  partage  doivent  diverger  davantage  pour  pouvoir 
prendra?  la  direction  du  plan.  Dans  cette  supposition,  il  est  clair  que  les 
droites  PF  et  QG  ne  seront  plus  parallèles,  mais  deviendront  divergentes, 
en  sorte  (|ue  la  proportion  de  FG  î»  PQ,  c’est-à-dire  de  r-t-p  à p,  sera 
toujours  plus  grande  que  celle  de  i à siii'»);  par  consé(|uent,  l’expression 
de  la  force  du  choc  sera  toujours  aussi  plus  grande  que  aaèsinw.  .Mais, 
pour  déterminer  la  proportion  dont  il  s’agit,  il  ne  sullirait  pas  de  con- 
naître les  angles  FPQ  et  GQP;  il  faudrait  de  plus  connaitre  la  distance 
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MN  Hii  plan  au  |ioinl  iIr  la  veinf  ou  elle  cominonre  à .se  diviser  en  deux 
hranriies,  distance  ipii  peut  varier  selon  les  circonstances  de  l’expé- 
rience, et  (|tii  peut  contriliner  aussi  à en  (aire  varier  les  résultats.  .An 
reste,  conime  cette  détermination  géoinétritpu*  n'a  ptiint  de  dinicuité,  et 
tjn’elle  ne  peut  d’ailleurs  jeter  aucune  lumière  sur  la  question  présente, 
nous  ne  nous  )■  anèterons  pas. 

S.  Jusi|u’ici  nous  n’avons  considéré  qu’une  veine  de  fluide  plane  ou 
plutôt  rectangulairi';  imaginons  maintenant  une  veine  cylindrique  qui 
vienne  frapper  directement  un  plan  circulaire  dont  le  centre  pass<-  par 
l’axe  de  la  veine.  On  peut  dans  ce  cas  regarder  la  Jlj’.  i , page  a3(),  comme 
une  coupe  faite  par  l’axe  du  cylindre,  et  ctimme  les  circonstances  sont  les 
mêmes  pour  chaque  coupe,  il  s’ensuit  qu’elles  doivent  être  toutes  égales 
et  semlilaldes,  en  sorte  (pie  la  ligure  (pie  prendra  la  veine  par  la  nm- 
contre  du  plan  sera  celle  d’un  solide  de  révolution  engendré  par  la  rota- 
tion de  la  courhe  CA  autour  de  l’axe  MN.  La  veine  formera  ainsi  une 
espi'Ce  d’entonnoir  conoidal  dont  l’intérieur,  formé  par  la  révolution  de 
la  courhe  P.M,  pourra  être  regardé  comme  stagnant,  suivant  l’hypothèse 
adoptée  jus(|u’ici,  et  il  sullira  de  considérer  le  mouvement  du  Iluide 
dans  uii  canal  .\.M1*C  compris  entre  deux  plans  inliniment  proches  pas- 
sant par  l’axe  AN. 

D’abord  il  est  visible  (pie  la  vitesse  du  Iluide  doit  être  uniforme  dans 
chacun  de  ces  canaux,  piiisipi’il  ii’y  a aucune  cause  d’accélération  ni  de 
retardation.  Ensuite,  si  l’on  nomme  do.  le  (lelit  angle  formé  par  les  deux 
plans  du  canal , .r  et  y l’abscisse  et  l’ordoum'c  d’un  point  quelconque  g 
de  la  courbe  du  canal  l’M  rapportée  à l’axe  .M.N,  et  a la  largeur  ou  raiii- 
plilude  du  canal  dans  c(‘t  endroit,  il  est  clair  ipi’on  aura  zyda  pour  l’aire 
de  la  section  du  canal,  et  par  conséquent  zyx.  36o"  sera  l’aire  entière 
de  la  section  du  colloïde.  Uette  aire  doit  être  eoustanle,  puisipie  à cause 
de  la  cuntinuité  et  de  l’incompressibilité  du  Iluide,  ainsi  que  de  l’unifor- 
mité  de  sa  vitesse,  il  doit  pas.ser  ii  ciiaipie  instant  une  quantité  de  fluide 
(“gale  à celle  ipii  sort  en  même  temps  par  l’orilice  du  vase.  De  sorte 
ipi’eri  nommant  II  l’aire  de  cet  orilice  ou  de  la  section  de  la  veine  cylin- 
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(Iriqut!,  on  auiTi 

n 

xr  X 36o"  = B,  cl  de  là  x — - • 

•'  r X 3<>q" 

Il  est  clair  de  plus  que  zydctds  s»‘ra  le  volume  de  réléineni  du  Iluide 
qui  répond  à la  portion  intinimenl  petite  ds  de  la  courbe  M^P,  et  cet 
élément  exercera  sur  la  paroi  du  canal  sur  laquelle  il  appuie,  et  dont 

l’aire  est  ydxds,  une  pression  représentée  par  nommant 

comme  ci-dessus  a la  hauteur  due  à la  vitesse  constante  du  Iluide,  et  r le 
rayon  osculaleur  de  la  courbe  du  canal.  Donc  la  pression  sur  eliaque 

point  de  la  surface  du  Iluide  intérieur  qui  est  supposé  stagnant  sera 

laquelle  doit  être  partout  lu  même  par  les  lois  connues  de  l’Hydrosta- 
tique. 

Soit  donc  H cette  pression  constante,  on  aura 


It  = 


dune  on  aura 


36o“y- 


in  r= — 


_dr 

dt 


n = - 


, dx 
îoB  dt 


3tio”  ydy  ' 

niultipliant  pary't/vet  intégrant,  il  viendra 


n>-’  a«B 


sian  / 

= 3s^r"*'-- 


dx  \ 


Au  point  M,  où  la  veine  eommonoe  à diverger»  sa  liirection  est  suivant 
dx 

Taxe  MN;  on  a donc ^^  = 0 et  ï;  donc  la  constante  arbitraire  sera 
aussi  égale  à 1;  par  conséquent,  l'équation  complète  sera 

n^** iah  i dx  \ 

a 36o*  \ ds) 
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Au  poinl  1*  où  le  canal  louche  le  plan,  on  ay  = NP  Pt  ^ 

sinus  (le  l’anj;le  (iiie  la  direction  du  canal  dans  ce  point  fait  avec  le 
même  plan.  Si  donc  on  nomme  ç cet  angle,  qui  est  (•videmment  celui 
(|ue  l((s  particules  du  lliiide  Ibnl  avec  le  plan  en  le  quittant,  on  aura 


anB 


Or  la  pression  11  agissant  sur  tous  les  points  du  plan  circulain',  dont 

PN  est  le  rayon,  il  en  n'sullera  une  pression  totale  égalé  à FI  • — > 

pjs  * 36o“  • 

puisque  - - est  l’aire  de  ce  |dan;  donc  e(‘tte  |iression  totale  sera 

exprimée  par 

B(i  — sin9). 

(Vesl  la  valeur  de  la  l'orce  de  percussion  que  le  tluide  exerce  contre  le 
plan,  laipielle  sera  donc  la  plus  grande  lorsque  ç=o,  c'<>.st-â-dire  lors- 
((lie  la  dernière  dino'tion  du  lluide  est  parallèle  an  plan;  et  elle  sera  dans 
ce  cas  2flll.  égale  par  conséquent  au  poids  d'une  colonne  du  même  lluide 
dont  la  base  .sérail  II  largeur  de  la  veine,  et  dont  la  hauteur  serait  a« 
double  de  la  hauteur  due  à la  vitiwse  du  lluide;  ce  (|ui  s'accorde  avec  ce 
(|iie  nous  avons  trouvé  dans  le  n"  ,1,  en  considérant  une  veine  plane. 

Dans  les  autres  cas  où  ç n’est  pas  nul , et  où  par  consé(|uenl  le  lluide 
(juitte  le  plan  dans  une  dinu'lion  obli(|ue,  la  valeur  de  la  l'orce  de  per- 
cussion contre  le  plan  sera  moindre  dans  le  rapport  de  i — siiif  à i,  ce 
(|ui  s’accorde  encore  avec  la  formule  du  n"  4-  relative  à ces  derniers  cas. 

!l.  Le  Pnddèine  i|ue  nous  venons  de  résoudre  sur  l’action  d’une  veine 
cylindrique  contre  un  plan  perpendiculaire  à sa  direction  deviendrait 
beaucoup  plus  dillicile  si  l’on  supposait  le  plan  exposé  obli(|uement  il 
cette  direction.  Car  alors  renlonnoir  conoidal  formé  par  la  veine  ne 
serait  plus  de  révolution,  et  il  faudrait,  pour  en  déterminer  la  ligure, 
avoir  égard  non-seulement  à la  pression  de  chaque  lilet  de  fluide  sur  le 
fluide  intérieur  stagnant,  mais  encore  à la  pression  mutuelle  et  latérale 
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(ifs  tilcis  coiitigtis,  Vf  (|ui  eiiga^'cryit  dans  des  furmules  ass<‘/.  compli- 
quées et  n’oirrirail  (|ii’un  (•xcrcicc  lIWnalysc  inutile  à l’objet  <le  ce 
Mémoire. 

Il  nous  sullira  donc  pour  le  pnVsenl  d'avoir  confirmé  à priori,  par  une 
théorie  aussi  simple  que  satisfaisante,  ee  que  quelques  Auteurs  avaient 
trouvé  à posteriori  sur  la  mesure  de  la  force  de  percussion  d’une  veine 
de  fluide  contre  un  plan,  et  d’avoir  par  cette  confirmation  fixé  d’une 
manière  incontestable  un  point  si  essentiel  d»‘  l’Hyilraulique. 

On  peut  donc  prendrt'  désormais  poqr  ri-gle  générale  et  constante  que 
dans  le  choc  direct,  et  lors((ue  son  etlél  est  le  plus  grantl,  ce  (|ui  a lieu 
quand  le  plan  est  assez  large  pour  ipie  toutes  les  particules  du  fluide 
soient  contraintes  d’en  suivre  1a  direction  en  le  quittant,  l’action  contre 
le  plan  est  égale  au  poids  d’une  colonne  du  fluide  de  la  même  gros.seur 
<]ue  la  veine  et  d’une  longueur  double  île  celle  d'où  un  corps  pesant 
«levrait  tomber  pour  acfpiérir  la  vitesse  du  fluide.  Il  n’en  est  pas  de 
même  lorsque  le  plan  est  exposé  à l'impulsion  d’un  courant  dans  lequel 
il  est  entièrement  plongé.  Dans  ce  cas  on  n’a  pu  encore  déterminer 
à priori  la  valeur  de  cette  impulsion,  et  tous  les  ell'orts  qu’on  a faits  jus- 
qu’ici pour  y parvenir  n’ont  servi  qu’à  produire  des  recherches  analy- 
tiques plus  ou  moins  profondes,  mais  toujours  insuffisantes  pour  donner 
des  résultats  simples  et  applicables  à la  pratique.  Opendant  les  expé- 
riences réitérées  qu’on  a faites  surtout  dans  ces  derniers  temps  tendent 
toutes  h prouver  qii’ici  l’impulsion  est  simplement  égale  au  poids  d’une 
colonne  du  fluide,  laquelle  aurait  pour  base  le  plan  choqué,  et  pour 
hauteur  celle  (|ui  s»*rait  due  à la  vitesse  du  fluide.  .Ainsi,  tant  qu’on 
n’aura  pas  démontré  cette  règle  à priori,  on  ne  pourra  pas  la  regarder 
comme  au.ssi  sure  ipie  celle  <|ui  concerne  l’impulsion  (l’une  veine  contre 
un  plan  ; mais  un  pourra  toujours  remployer  dans  la  pratique  commi‘ 
une  règle  d’approximation  fournie  par  l’expérience. 


11. 


3i 
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POIB  LES  DirKàBENTIELLES  AFFECTÉES  d’L'N  BAIHCAL  CAREB 
itOUR  LEQUEL  LA  VARIABLE  NE  PASSE  PAS 
LE  QUATRIEME  UEUtti:. 


^ A/éntotrey  dr  V Académie  mvale  tirs  Sciences  dr  Turin,  I.  Il,  1784  •■1785.  ) 


On  sait  i|Uf  toute  formule  dinereutielle  qui  contient  un  radical  carré, 
où  la  variable  n’a  pas  plus  de  deux  dimensions,  est  intégrable  par  les 
logaritbmes  ou  par  les  arcs  circulaires;  car  il  est  toujours  possible  de  la 
réduire  à une  forme  rationnelle,  en  faisant  disparaître  le  radieal  par  une 
substitution  convenable.  Mais  celle  réduction  ne  réussit  plus  en  général, 
lorsque  le  radieal  conlienl  des  puissances  de  la  variable  plus  liantes  que 
la  seconde,  et  l’intégration  échappe  alors  aux  méthodes  connues.  Si  la 
plus  haute  de  ces  puissances  ne  monte  pas  au  delà  du  quatrième  degré, 
on  peut  dans  plusieurs  ras  construire  l’intégrale  par  les  arcs  des  sections 
coniques.  I.a  recherebe  de  ces  cas  a beaucoup  occupé  les  Géomètres; 
leur  travail  est  avantageux  aux  progrès  du  Calcul  intégral,  parce  qu’il 
sert  à ramener  à des  classes  déterminées  un  grand  nombre  de  différen- 
tielles de  formes  dilférentes;  mais  il  n’est  d’aucune  utilité  pour  l’intégra- 
tion elfectivc  de  ces  différentielles,  car  la  rectification  des  sections  co- 
niques n’est  encore  connue  que  très-imparfaitement,  attendu  le  peu  de 
convergence  des  séries  qu’on  a trouve  ju.squ’ici  pour  cet  objet.  Les  séries 
sont  à la  vérité  le  si'ul  moyen  de  résoudre  ce  Pndilème.  et  en  général  de 
rappeler  à l'intégration  toutes  les  formules  différentielles  d'une  forme 
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t^ssfntiellemcnt  iiTHtioniiflIe;  mais  ce  moyen  n'est  vraiment  utile  qu’au- 
taiu  qu’on  peut  remlre  les  séries  toujours  convergentes,  et  (iiminuer 
même  il  volonté  rerreur  qui  doit  résulter  des  termes  qu’on  y néglige. 

La  niélliode  que  je  donne  dans  ee  Mémoire  joint  à ect  avantage  celui 
d’étre  générale  pour  toutes  les  formules  diil'érentielles  qui  eontiennenl 
un  radical  carré,  dans  lequel  la  variable  ne  forme  |ius  plus  de  quatre 
ilimensions.  Je  commence  par  exposer  la  métliode  dans  toute  son  éten- 
due; j’en  fais  ensuite  l’application  à la  rectification  de  l’ellipse  et  de 
l’hyperbole. 


Exposition  de  la  niétiiode. 

f.  Soit  proposée  la  forinnle  dilferenlielle  Pdx,  dans  laipielle  P soit 
une  fonction  quelconque  rationnelle  de  jt  cl  d’un  radical  de  la  forme 

^ « -t-  li.r  ■+■  c.r’  -t-  -h  fx*, 

que  nous  dénoterons,  pour  abréger,  par  R.  Puisque  R’  est  une  fonction 
rationnelle  de  il  est  clair  que  P ne  peut  être  (|ue  de  la  forme 

A .f  BR 

C 4-  Itlt’ 

où  A.  U,  C.  D sont  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Multipliant  le  haut  et 
le  bas  par  C — DR,  et  faisant 

AC— BI)R’  (BC— AI);R’ 

“ C’-DR>  ’ C'-DR‘  ’ 

on  aura  donc 

P==M4-^. 

où  M et  N sont  des  fonctions  rationnelles  de  x.  De  sorte  que  la  dilféren- 
tielle  proposée  Vdx  se  trouvera  partagée  en  deux  parties,  l’une  toute 
rationnelle  }i\dx,  et  qui  s’intégrera  par  les  logarithmes  ou  les  arcs  de 

cercle;  l’autre  irrationnelle  dans  laquelle  il  n’y  aura  d’autre  irra- 
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tioiiiiiililé  que  eelle  du  nidieal  R;  et  e’est  à riulégrsition  de  eelle-fi  i|ue 
se  rédiiil  la  dillieullé  d'intégrer  la  proposée. 

2.  Notre  méthode  demande  (pie  la  formule  diirérenlielle  - ne  eon- 

tieiine  aucune  puis.sance  impaire  de  x\  ainsi  il  faut  commencer  par  les 
faire  disparaître,  s’il  y en  a. 

Supposons  d’abord  que  les  termes  bx  et  ex’  ne  .se  trouvent  point  dans 
le  radical  H;  il  ne  s’agira  que  de  faire  disparaître  les  piii.ssances  impaires 
de  X de  la  foiictiou  rationnelle  N.  Or  il  est  clair  qu’elle  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

F 4- G J 

Il  + Lx’ 

où  F.  (i,  H,  I,  sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  x’,  e’est-à- 
dire  des  pidynômes  en  x,  sans  puissances  impaires.  .Multipliant  donc  le 
haut  et  le  bas  par  H — L.r,  et  faisant,  pour  abréger, 

IIF  - LGx’  _ IIG  - FL 
H*-L'x’“‘’  H--I.*x‘“'' 

on  aura 

N = T + Vx, 

où  T et  V seront  des  fonctions  rationnelles  de  x-’.  De  sorte  que  la  diffé- 
rentielle SI*  trouvera  de  nouveau  partagée  en  deuv,  l'une  ijui  a 

la  condition  demandée,  l'autre  — qui  est  intégrable  par  les  loga- 
rithmes ou  les  arcs  de  cercle,  piiisqu’en  faisant  x’  =_yelle  devient 



a V « -t-  ej"  +fx‘ 

V étant  une  fonction  rationnelle  de  y. 

3.  Supposons  à présent  que  le  radical  R contienne  tous  ses  termes.  Je 
reinaripie  que  le  qninûme 

a -I-  &x  -1-  ex’  ex*  +-  /x* 
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|M'iil  loujotirs  SC  nieltrc  sous  la  forme 

f(ni  ^ tix  -+-  x’)(m'  + n’ X -t-  x'j, 

les  (leux  IriiuHiies  m -î  nar  + cl  m'  h n'x  -t-  x’  »Hanl  réels;  c'est  ec 
(fui  esl  eoniiii  par  la  tli('orie  d»*s  é(|ualioiis;  et  l'on  a pour  la  déterniina- 
lion  des  coeirieients.  en  supposant /=  i , 

e -t-  v » e — V » 

n =: X-,  „ ^ ï_, 

2 2 

b — e;i  H-  en*  — n*  . h — en'  -+-  en'*  — n'* 

//I—  ;/I  — J , 

e — 2 n e — 2 n 

I’  — ( 3e'  — 8c)»’  + (3e‘  itice*  — i6c*  -t-i64e  — 64o)  / — {8ft  — 4ee  e’)’  = o. 

L'équation  en  l,  élan»  du  Iroisiéme  degré  avec  le  dernier  lerine  négatif, 
a nécessairement  une  racine  réelle  positive  qu'on  prendra  pour  / dans  le 
radical  \ /:  il  n'v  a de  dillieulté  que  dans  le  cas  de 

8 i — 4 ee  -f-  e*  =:  O. 

OÙ  cette  racine  devient  nulle;  alors  on  a 

ou  1 = 0,  ou  /’  — (3c*  — 8c)/ a- (4c  — e*)’  — »i4((~o. 

Si  ()4«  > ('ic  — c';’,  r(‘‘quation  ayant  son  d((rnier  ternie  négatif  a 
neeessairemenl  une  racine  réelle  positive  (pi’on  pourra  prendre  pour/; 
mais  si  (4c  — e’)’  — iM\a  = /i*.  alors  on  prendra  la  racine  / =o.  et  l'on 
aura 

c , c 
n = ->  n =; 

2 2 


Si  j n’était  pas  égal  à i,  on  diviserait  par  /les  coenieients  a,  h.  c,  e. 
Lola  posé,  je  fais 


(•)  f •>yez  les  âfrmoim  fie  hrrVn  jK)ur  177U,  pagi*  '147. 

On  (rouverH,  dans*  le  lome  111  des  OEuvres  de  Laf^range,  k*  Méiiunre  auquel  H*  rap|>nrte  «“f 
renvoi.  {Stitr  tle  VEdttrur,) 
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i\  étant  une  fonction  rationnelle  de  a:.  Or  l'équation  entre  x et  r.  étant 
inulti|diée  en  croix  et  ensuite  dilïérentiée,  donne 


2(m  • nj  - -I- n' ) — )•’( tJX -c  n )](/x, 

d’oii  l’on  tir»- 

r/x  'f.tiy 

{m  -y  ax  x’)x  ix{f  — .vO  + n'f—  «»•' 

.Mais  la  même  éi|uation,  ordonné-e  par  rapporta  x.  donne  par  la  résti- 
lution 

="  ^ ( /—  X’  ) + «'.f  — «>■’  = V(  — 4 ( mr- ) ( /—  X'  ) 

= V * -♦-  + ’/X*' 

en  faisant 

X =/>(«'■- 4m'). 

3 — 'xf(nn'  — 7.m  — uni'), 

y xz  n’—  4m. 

Ainsi  la  proptisée  se  trouvera  d’abord  transformée  en 

7 N (/»' 

V * -♦-  jî.»-‘  + y.v* 

ensuite,  substituant  dans  N,  pour  x,  sa  valeur 


«>•*—  «'/->-  y g -i-  ^ -t-  y y- 

et  employant  la  réduction  du  n"  I pour  faire  disparaitre  le  radical  dans 
le  dénominateur  de  N,  il  est  visible  que  la  dilfén-ntielb-  dont  il  s'agit  se 
décomposera  naturellement  en  deux  parti»!s  : l’une  toute  rationnelle,  i-l 
11.  33 
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iSH 

iloiil  rintéÿ^i'Hlion  n’a  auciini'  (iiiricullù,  l'autre  irrationnelle  et  de  la 
forme 

Qdr 

V*  -t-  Pr’  + y.v* 

dans  la(|uelle  Q s«'ra  une  fonction  rationnelle  de  y*,  et  qui  sera  par  eon- 
s«'>quent  dans  l'état  demandé. 

Il  est  bon  de  remar(|iier  ((ue,  puisque  la  substitution  employée  donne 

_ R 

■ m + nx  x' 

on  est  assuré  que  la  nouvelle  variable  y sera  nécessairement  réelle,  tant 
(pie  X et  R .seront  réels.  Cette  eondition  de  la  réalité  des  variables  intro- 
duites par  des  substitutions  n’est  pas  nécessaire  loreipril  .s’aj'it  d'inté- 
grales exactes  et  absolues,  parce  qu’on  a des  moyens  de  faire  disparaître 
ensuite  les  imaginaires;  mais  elle  devient  indispensable  dans  les  intégra- 
tions approchées,  car  on  ne  peut  bien  juger  de  la  convergence  d'une 
série,  à moins  que  tous  ses  ternies  ne  soient  réels  et  évalués  en  nombres. 
Sans  celle  ronsidération  j’aurais  pu  résoudre  le  Problème  précédent 
d'une  manière  plus  simple,  en  substituant  immédiatement  à la 

place  de  x,  et  égalant  ensuite  à zéro  les  coeflicients  dey' et  dey-’  dans  le 
(fuinome  sous  le  signe  radical;  on  trouve  de  cette  manière  que p e\.  q 
sont  b's  racines  d’une  équation  du  second  degré  dont  les  deux  coeffi- 
eienls  dépendent  eux-méines  d’une  équation  du  troisième;  mais,  quoique 
celle-ci  ait  toujours  une  racine  réelle,  on  n’e.st  pas  assuré  que  celle-là  ait 
les  siennes  réelles  aussi,  ce  <|ui  est  néanmoins  nécessaire  pour  que  la 
nouvelle  variable  y ne  soit  point  imaginaire. 

4.  La  dilférentielle  à intégrer  ne  .sera  donc  que  de  la  forme 

\dx 

\ fl  -I-  bx’  s-  ex* 

N étant  une  fonction  rationnelle  de  .r*.  ür,  notre  méthode  demande  de 
■ plus  que  le  trinôme 

» •(  hx’  ■+■  cx‘ 
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soit  résoluble  en  deux  binômes  réels  de  la  forme 


i-W 


n -t-  ^x',  •/  -e  ix‘, 

ce  qui  exige  que  l’équation 

a -f-  hy  cv*  — *> 

ail  ses  deux  racines  réelles,  et  (|ue  par  eonsé(|uent 

ou  ^ 4<*c- 

Il  faut  donc  résoudre  encore  le  cas  où 


6’  -C  4 “c. 

Pour  cet  ell'el  j’emploie  la  substitution 


^a-ybx’  + cx‘ 

laquelle  donne 

(a  i bx‘  ■ ex* )^*=  x’, 

et,  dillérentiani, 

( a -+-  bx-  -t  ex*  )ydy  = ( i — by’  — 9 ex’  »■’  ) x tlx, 

d’où  l’on  tir»- 

dy  xdx  dx 

i—by’—  aêjê’r'  “ y(a  bx'  -t  ex*)  ~ yô-e  ix’+'ex*’ 

mais  la  même  équation  étant  ordonnée  par  rapport  à x,  et  résolue  à la 
manière  des  é<|nalions  du  s«*cond  degré,  donne 

lex'  V’  -f-  by'  — I = 6»  ' — i)’  — 4®cr*  = y'i  — iftv'  •*-{h' — 4"c)  *■*; 

de  sorte  que  la  dill'érentielle  propos«'-e  s»!  changera  d’abord  en 

- Nrfr 

y' I — ■xby'  {b'  — 4 “c ) V* 

ensuite,  substituant  dans  N il  la  place  de  x’  sa  valeur 


I — -1-  y' I — tby'  — (A’  — 4oe).v* 

ac/' 


33. 
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Pi  laisant  disparaitiv  1p  radical  du  dpnoininatpur  dp  N,  il  est  clair  (jue  In 
traiial'ormcp  en  y conliciidra  deux  parties,  une  toute  ratioiinellp  et  dont 
rintéfîralioii  n'aura  aucune  dilTicullé,  et  l’autre  de  la  forme 

L(/)' 

y I — 2 br'  -(-  ( 6'  — a ac  ) r* 

où  I.  sera  une  fonction  rationnelle  de  v’. 

Or,  puisque  'fOC,  il  est  clair  ipie  le  trinôme 

I — 2 A)-’  + ( A’  — ^ac)x' 

est  toujours  résoluMe  eu  deux  hinômes  réels,  qui  seront 

I — (A  e 2 y«c)y’  cl  i — (A  — 2 y«c)_y-, 

le  radical  V ne  étant  nécessairement  réel  à caus«‘  de«c>o.  Ainsi  la  dilfe- 
renticlle 

L</)' 

y I — 2 by’  + ( A-  — 4 oc  ).»•• 

à lai|uelle  nous  avons  réduit  la  proposée,  aura  la  eomlition  diunamlée 
(|iii  niampiait  à relle-ci. 

Il  est  clair  aussi  que  la  substitution  employée  ne  rendra  jamais  la 
variable  v imaginaire  tant  que  x et  le  radical  y« -t- />x*-t- cx‘  seront 
réels. 

.\u  reste,  la  condition  à laquelle  nous  venons  de  satisfaire  se  trouvera 
remplie  d'idle-mème  par  la  transformation  ilu  n"  3,  toutes  les  fois  que  le 
quinôuie  sous  le  radical  s(*ra  ré.solubip  en  deux  faeleurs  simples  réels  et 
en  deux  imaginaires;  car  si  les  deux  étpiations 

x"  -e  nr  a m =0,  x’  n'x  + m'  :=  o 

ont  l'une  des  racines  réelles  et  l'autre  des  racines  imaginaires,  les  deux 
quantités  n‘  — .'j/w,  n’’  — .'irn'  seront  de  signes  dilféreuts,  et  par  const'- 
(|uent  les  coefficients  a et  7 du  tritiôme  a -t-jSv’  + yj*  .seront  aussi  de 
différt'uls  signes,  en  sorte  (|ue  ce  trinôme  sr-ra  nécessairement  résoluble 
en  deux  binômes  réels. 
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5.  De  ce  que  nous  venons  de  démontrer  jusqu’ici,  il  s'ensuit  (lue  l’iii- 
tégraliun  de  la  diirérentiellu  proposée  Pr/r  s<?  réduit  toujours  à relie 
d'une  <li(rérentielle  de  la  forme 

ydx 

\{a  bx’ )(ni  + nx’) 

oii  N est  une  fonction  rationnelle  de  a-’,  et  où  a,  />,  m,  n sont  des  coefli- 
cients  (luelconqiies  réels.  Ainsi,  toute  la  difliculté  ne  consiste  (|u’k  trou- 
ver l’intégrale  de  cette  dernière  dilférentielle.  Quant  à l’intégrale  exacte, 
elle  (larait  iiupossilde  en  général;  du  moins  l’analvse  connue  ne  fournit 
aucun  moyen  pour  l’obtenir.  .Mais  il  y a deux  cas  oii  elle  se  |irésente 
d’elle-niéme  : le  premier  est  celui  où  l’un  des  coenicients  l>,  n est  nul. 

l’autre  est  celui  où  - = — ; dans  ce  dernier  l’irrationnalité  disparait, 

et  dans  le  premier  il  iie  reste  (]ue  l’irrationnalilé  relative  à la  (piadrature 
du  eercle  ou  de  l'hyperlude,  et  qu’on  peut  toujours  faire  disparaître  par 
les  méthodes  connues.  Si  donc  la  proposée  u’esl  pas  exactement  dans 
l’un  de  ces  deux  cas,  mais  seulement  ilans  un  cas  très-voisin  de  l’un 

d’eux,  c’est-à-dir*'  si  l’une  des  uuantitées-'  — est  très-petite,  ou  si  elles 

sont  il  très-peu  près  égales,  on  pourra  alors,  au  défaut  d’une  intégrale 
exacte,  en  avoir  une  très-approchée  par  le  moyen  des  séries,  et  d’autant 
plus  approchée  que  la  ((uantité  supposée  très-petite  le  sera  davantage, 
en  dispo.sant  la  série  relativement  aux  puissances  ascendantes  de  cette 
ijuantité.  La  méthode  que  je  vais  expo.ser  a |)our  objet  de  ramener  à cet 
état  toute  dilférentielle  de  la  forme  proposée,  quels  que  soient  les  coelli- 
cients  fl.  h,  m,  n. 

<).  Soit  en  giMieral  — = ou  ou  pout  toujours  su|)pos<'r, 

puisque,  si  *1  “ *)'  aurait  qu’à  échanjçer  a en  m et  b en  n. 

Je  fais 

a \ m X-  nx' 
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\{a  -e  6x‘)(m  -t-  nx') 


ayi,m  nx'] 

X 


par  où  l’on  voit  d’abord  que  lu  nouvelle  variable  y sera  réelle  Unit  que  ee 
radical  et  la  variable  x le  seront. 

La  diirérentielle 

ilx 

y'(  a bx’  ) ( m /w’  ) 


se  cbanpu-a  donc  en 


mais  l'équation 


X d JC 

ar  ( m + nx'  ) ' 

x’  ( a -t-  6x’  ) ;=  >•'  ( m -e  nx‘  ) 


étant  ditl'éi’entiée  donne 


(a  -t  ibx'  — na'r')xdx  = a‘(m  -+■  nx‘)j'i/y, 


par  conséquent 


xdx 


arir 


ar(m^nx’)  a -h  7bx‘— na‘  r’' 


de  plus,  la  même  équation,  ordonnée  par  rapport  à x et  résolue  à la 
manièi'e  des  équations  du  second  de^tré,  donne 


donc 


tbx  + a — na’f’  — y a’  ( i — any’  )’  -i-  4 a’  A my’ 

= a y 14-  2(2fcm  — an ) >-’  -y  a’n’r'; 

ady  _ dr 

a -I-  2Àx’  — na-  y’  y<|  j ) r’  4-  a’n’  r‘ 


Si  donc  on  substitue  cette  quantité  à la  place  de 

tlx  

y ( a -i.  Ax’  ) ( m -t-  nx’  ) 

et  qu’on  mette  aussi  dans  l’expression  de  N,  au  lieu  de  x’,  sa  valeur 


na’  r’  — a -e  a y I 2 ( 2 Am  — on  )y’  4-  a’  n’  > ‘ 
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Kii  faisant  disparaître  le  radieal  du  dénominateur,  s'il  est  néees-saire,  on 
réiluira  la  dilTérentielle  proposée 


à la  forme 


Lrf, 


Ni/x 

y (a  + bx'  nx') 

Mrfv 


y'i  -t-  2 [ibm  — un)r’  a’n’j'’ 


OÙ  L et  M seront  des  fonetions  toutes  rationnelles  de 
Or  le  trinôme  sous  le  signe 


I -e  2 ( 2 bm  — an  ) -e  a'  n\r‘ 

se  résout  dans  les  deux  hinômes 

I ■+-  ( tbm  — au  - 2 y A’m’  — abmnj  r't 
I -I-  (ibm  — an  — 2 yi'm'  — ôJoin)  y’, 

6*  n* 

()ui  sont  toujours  réels  à eause  de  — = ou  > — ; car  puisque 


h'm'—a'n'=  ou  >■0, 


les  faeteurs  bm  an  et  bm  — an  seront  nécessairement  de  même  signe: 
donc  aussi  leur  somme  2bm  sera  du  même  signe;  ainsi,  bm  et  bm  — an 
étant  de  même  signe,  leur  produit  ô’m’  — abmn  s<!ra  toujours  une 
quantité  positive.  On  voit  aussi  que  les  deux  quantités 

ai»!  --  a/i  -1-  2 y têm'  — abmn, 

Tibm  — an  — 2 \ b’m’ — abmn, 

sont  de  même  signe,  puisque  leur  produit  a’n’  est  nécessairement 
positif;  et  comme  la  demi-.somme  des  mêmes  quantités  est 

7,bm  — an  bm  bm  - an, 


et  que  nous  venons  de  voir  que  bm  et  bm  — an  sont  de  même  signe,  il 
s'ensuit  que  les  deux  quantités  dont  il  .s'agit  seront  toujours  de  même 
signe  que  bm. 
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Si  donc  on  l'ail 

iA;n  — an  î y 6’/n'  — abmn  — p', 

ihm  — an  — 2 v'ï^m*  — abmn  — d: 

les  signes  snpérifoirs  étant  pour  le  cas  de  hm  positif,  et  les  inférieurs 
pour  celui  de  bm  négatif,  les  (juantités  p et  q seront  toujours  réelles,  et 
l'oii  aura,  en  tirant  la  racine  carrée. 


/»  = y dr  ton  -t-  ^ ± ( bm  — an], 

q = bm  ~ ^ ±{bm  — an)  ou  = y ±(/)m  — on)  — y ïETm: 


de  sorte  qu'on  pourra  toujours  prendre  p et  q positives,  et  alors  p sera 
toujours  plus  grande  que  q. 

Ainsi,  la  transforiuée  de  la  proposée 


sera 


N//x 

y(n  -e  bx')[m  4- 


, , Mrfr 

L(/C4 • 


où  I,  et  M seront  des  fonctions  ralionnelles  de  v',  p et  q des  quantités 
reelles  et  positives  dont  l'une  p^  q,  et  le  radical  y ( i d; p‘_v^)  < i ± ) 

nécessairement  réel,  puisque  v est  réelle  tant  que  .r  et  la  proposée  sont 
réelles,  comme  on  l’a  vu  ci-dessus. 

De  sorte  que  la  dilliculté  ne  consistera  plus  que  dans  l'intégration  de 
la  nouvelle  dilferentielle 

Mrfr 


7.  Des  (|u'on  est  une  fois  parvenu  à une  dilferentielle  de  celte  <ler- 
niére  forme,  il  n’y  a plus  cpi'à  continuer  et  répéter  les  suhslitutioiis  et 
les  transformations  (|iie  nous  venons  d’enseigner:  et  pour  cela  on  pourra 
s«‘  servir  des  formules  précédentes  en  y faisant 

o=ri,  m = i,  b — ±p’.  n = ±q’, 

et  ainsi  de  suite.  Voici  le  tableau  de  ces  operations. 
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Soil 


P'-P  ^ V/'’-'/’. 
/»'=y»'  + vy 


î'  =/>  ~\‘P‘-1’’ 
<f  - p'  - - 1'' • 

^=rpT- sp"'-q"\ 


on  fera  successivemenl 


r'= 

r= 


r« 

I ± 7’.r’ 

v'K' 

i±  j'’/’’ 
r*H' 

i±0"”’ 


en  supposant,  pour  abréger. 

K :=  vî* —p'y')  ( ' * l'y')  < 

K'  = v(  r±>"r“’)  ( > ± q''ÿ‘')> 
H' = v/(T±/»'^"Hi±î"’r"’)  • 


ou  aura  par  la 


±q\r''-i 

R' 

zt  np* 

±q'y’'- 

I + K' 

%p' 

±9">r'’  — 

1 4-  R' 

^ — — Éll  — 

K ■ K'  ~ II' 

Donc  la  dilTércnlielle  se  ehangera  d’abord  en  Wdy'  ^ > on 

L'  et  M'  seront  des  fonctions  rationnelles  de  y’’:  ensuite  la  dilTéren- 
tielle  — s<^  changera  pareillement  en  L'rfy"  -*  ’ 1"  M" 

aussi  des  fonctions  rationnelles  dey"’,  et  ainsi  de  suite.  Et  il  est  clair. 
II.  ^4 
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il’aprcs  ce  que  nous  avons  (lémoulré  dans  le  numéro  précédenl,  (|ue 
y', y",...  rl  R',  R",...  seront  toujours  réelles. 

Il  est  hou  de  remarquer  au  reste  que  si  la  fonelion  M est  sans  dénomi- 
nateur, l(‘s  fonetions  dérivées  L' et  .M'  seront  aussi  entières  et  du  même 
ordre,  ou  d’un  ordre  inférieur,  car  on  aura,  par  les  suhsliliilions  pres- 
crites, 

</>• dy‘ 

H “ 

>■•(/,-  _ ,ly'  i±g’y'’—  i)dy' 

H ± -xp'  R' 

r*rfr »(±  q’r'’—i}dy'  (±q’y'‘  — i )’  -i-  (±p'’r')(i  ± q"r'’)t/y' 

nt~-—'4p‘  '■  4/,‘R=  ■ • 


Il  en  sera  de  même  des  fonetions  L",  M",  et  ainsi  des  autres  dérivées  de 
celles-ci  à riulini. 

11  est  clair  aussi  que  la  même  chose  aura  lieu  pour  les  fonctions  Lel  >1, 
relativement  à la  fonelion  d’où  elles  sont  dérivées  (6;;  de  sorte  que  si 
celle-ci  est  elle-même  sans  dénominateur,  touU'S  les  fonctions  L,  L', 

L" M,  .M',  M",...  seront  aussi  sans  dénominateur,  et  d’un  ordre  éj'al 

nu  inférieur,  mais  jamais  supérieur  à celui  de  la  fonction  primitive  N. 

8.  De  cette  manière  donc  la  dilférentielle  à intégrer 

Üdr 

6x’)(m  nj-j 

se  trouvera  transformée  en  celle-ci 

L«/>' — L' rf>*' -4- I/rfr" -t- . . . -e  » 

en  désignant  par  Z,  s,  r,  s les  derniers  termes  des  séries  .M,  .M',  .M" 

Y,  y',  y'' p,  p,  p" q,  q',  q" qu’on  pourra  continuer  aussi  loin 

qu’on  voudra.  Et  comme  les  memhres  \.dy,  \J dy',  L'rfv'',...,  sont  cha- 
cun intégrahles  en  particulier,  puisque  L est  une  fonction  rationnelle 
de  y^,  L'  de  y'* il  s’ensuit  que  l’intégration  de  la  proposée  sera 
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rrdiiile  k celle  tie  l:i  dinerenlielle 

’/.ilz 

v(rir  r^*>)(i 

dans  laquelle  Z est  une  fonction  ralionnelle  de  z*,  e(  de  plus  enlière  si 
la  fonction  primitive  N est  sans  dénuniinateur. 

Voici  maintenant  l'avantaj'e  de  celle  réiluction.  On  a vu  ff>)  (|ue/)  et  (f 
sont  des  quantités  positives  telles/» </:  donc,  pui.si|iie 

il  est  clair  que  /»’  et  y'  seront  aussi  positives,  et  /»'  >/»,  y'<y.  et  à plus 
forte  raison  </»'.  De  même,  ayant 

f'' ~ P' V" ~ P’-  V -’ÿ*  = ^ • 

il  .s'ensuit  que /»">/<’,  9">o  ;;  q et  ainsi  de  suite.  U'oii  l'on  eon- 
cliira  en  ^'énéral  que  les  (luantilés /»,/»', />*■,...  forment  une  .série  crois- 
sante k rinlini,  et  que  les  (|uanlilés  q,  q',  q",...  forment  une  série  eor- 
respondanle,  mais  décroissante  jusqu'il  zéro. 

Kt  il  est  lion  d'observer  que  si  l’on  prend  les  sommes  et  les  dillérences 
des  termes  correspondants  ilans  ces  deux  séries,  en  faisant 

P q — m,  P — q »,  p' -i- q' zz  m' , p’ — q'j=n' 

ee  qui  donne 

m -4-  n w»  — « ^ ^ 

P ^ 3 ’ ^ 3.  ’ ^ ~ 9.  ' ~ J * 

on  aura 

m'  = m •+■  «,  rt'  = 3 ^ mn, 
m''  = m'  -4-  tt*'  — 7 \!  m'  , 


ilr  sorlt*  qm*  dans  les  sorirs  m,  m\  m",...,  n,  n\  /i"....,  los  ttTinrs  corr 
respomlaiits  seront  toujours  moyens  proportionnels,  arithmétiques  ei 
j;êomélriques.  entre  les  douilles  des  termes  qui  les  préeîfdenl. 

34. 


Digitized  by  Coogle 


SUR  UNE  NOUVELI.E  MÉTUODE 


3tl8 

On  peut  donc  continuer  ces  séries  jns<|u'à  ce  qu'on  arrive  à des  termes 

lotit  le  second  soit  aussi  petit  (|u’on  voudra;  alors,  prenant 

res  termes  pour  ret  s,  on  pourra,  dans  la  diHérentiellc  correspondante 

ïilz 

y'( I ± r'i’jl  I rt  »‘z’) 

supposer  s nul , ce  qui  la  réduira  à 

7,dz 
± r'z' 

intégrable  par  les  logarithmes  ou  par  les  arcs  de  cercle,  selon  que  le 
signe  supérieur  ou  l’inférieur  aura  lieu. 

U.  Mais  connue  la  petitesst^  du  terme  r’a’  ne  dépend  pas  seulement 
du  coeUlcicnt  mais  aussi  de  la  valeur  qn'ou  donm*  à la  variable  z, 

pour  avoir  dans  tous  les  cas  une  approximatiou  sûre,  on  fera  z = -= 

V r» 

et  ^ = a,  ce  qui  cbangera  la  dilféreiitielle 

l.dz  T(// 

. en  T-  — , 

^ (i  ± ^ V ( ® 

en  nnnimaïuT  ce  (tue  devient  — par  la  substitution  de  -Lr.  à la  place  de 

. V e» 

Or,  depuis  t = o jusqu’à / = i et/  = — i,  il  est  clair  que  le  ternie  at^ 
sera  moindre  que  a;  par  conséquent,  en  négligeant  ce  terme,  on  sera 
assuré  de  ne  négliger  que  des  quantités  de  l’ordre  de  a. 

D'ailleurs  il  est  visible  que  la  valeur  du  radical  \ i ± sera  néces- 
sairement renfermée  entre  ces  deux-ci,  i et  \ i±  par  conséquent, 
l’intégrale  de  la  ditrérmitielle 

Xdt 

aura  pour  limites  celle  de  la  dilférentielle  et  cette  même  inté- 

y[a±r 
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grale  diviwi*  par  y i ±ar.  Ainsi,  coninin  on  est  le  niailre  île  reniire  la 
valeur  (le  a aussi  pelile  (|ue  l'on  veul,  on  pourra  aussi  resserrer  à 
volonli*  les  limites  dont  il  s’agit. 

Si  eepeildaiU  on  voulait  s’am'-ler  à une  valeur  de  a (|ui  ne  lïit  pas 
assez  petite  pour  fournir  des  limites  donm-es,  il  n'y  aurait  (|ii'à  résoudre 
en  série  le  radical 

y I ± a < ' 

et  prendre  autant  de  termes  (|u’on  le  jugerait  à propos. 

Celte  si-rie  est,  comme  on  sait, 

I I 3 1.35 

I q:  - a/’+  a’/‘q:  - . a’/*  + 

7 2.4  a.4-l> 

Soit  in  le  nomitre  des  termes  iiu'on  en  veut  prendre  et  II  le  dernier  de 
C(‘S  termes;  pour  emhra.sser  tous  les  termes  suivants,  il  l'andrail  mnlti- 
plicrilparlasérie 

(ira  — {2ET  — i)(ïra4-i)(7.ra  + 3)  ,,,  , 

1 f flf  / ■ 1 _ . . ».  CK  I • • • • 

arnfarn -f-uj  7.gi(2CT -4- 7,)(nj -f- 4) 

or  celte  sé-rie  (*st  évidemment  toujours  renferimV  entre  ces  limites  i et 
I q:  a + a’q:a’  + ...,  c'est-à-dire  entre  i et  • Donc,  en  général, 

la  somme  exacte  de  tons  les  termes  de  la  si'-rie  conlinu(>e  à l'inlini  .sera 
toujours  renferim'-e  entre  la  valeur  de  la  somme  d'un  certain  nomlire  de 
termes  pris  depuis  le  commencement,  et  la  valeur  de  la  somme  des 
mêmes  termes,  mais  en  divisant  le  dernier  par  i ± a. 

Par  conséijueni , l'erreur  n'sultant  des  termes  ([u'on  aura  négliges 
sera  toujours  moindre  i|ue  la  valcmr  du  dernier  terme  multiplié  |>ar 

; ainsi  l’on  peut  l'appnVier  facilement  et  la  diminuer  à volonté. 

Il  serait  facile  au  reste  d(‘  Irouva’r  des  limites  plus  exacti'S  et  plus  res- 
serrées, mais  cela  n'est  pas  nécessaire  ici,  où  l'on  su|>pose  que  a est  une 
quantité  fort  pelile  et  même  aussi  |>etite  i|ue  l'on  veul. 
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Mais  depuis  / = ± i jus(|ii'à  /=±ac,  le  lerme  a/“  elaiu  toujours 
>a,  l'approxiiiiation  précéileute  ne  saurait  plus  avoir  lieu.  Ou  fera 

doue  alors  / i,  et  la  dill'éreiitielle 


s«î  cliaugiua  en 


_ -ïdt 

v(»=t/‘J{ia=ar) 
l’  (tu 

y ( a ± U'  ) ( I ± SI  M’  ) 


1)  élaiit  ee  (|ue  devient  — T par  la  sulistitiitiou  de  ^ à la  plaee  de  t.  D'tte 

transformée  est,  eomnie  on  voit.  send)lal>le  à la  dilférentielle  en  /,  du 
moins  pour  la  partie  irrationnelle,  et  la  variable  u est  ici  ivnfermée 
entre  les  limites  o et  ± i , eomme  la  variable  t l’était  ei-dessus:  ainsi  l’on 
pourra  traiter  celte  dilférentielle  en  u de  la  même  manière  <|ue  l’autre 
en  /. 

Doue,  en  général,  .si  l’intégration  doit  .s’étendre  depuis  / jusqu’à 
t = g,  on  distinguera  trois  cas  : i“  lors<|ue /vl  g sont  renfermées  entre  i 
et  — i;  on  aura  alors  le  cas  de  /“  < i;  2"  lors(|ue /et  g sont  renfermées 
entre  i et  x ou  — tel  — x ; ce  sera  le  cas  de  ^ 1 , et  l’on  emploiera 

la  substitution  / = laquelle  rendra  «’  < 1;  3“  lorsque/ sera  entre  les 

premières  limites  et  g entre  les  secondes,  ou  récipro(|uement;  dans  ce 
«•as  il  faudra  partager  l’intégrale  en  deux  parties,  *la  première  «|ui 
s’étende  depuis  t — /juseju’à  / = ± 1 , et  la  stH-onde  depuis  / = ± 1 jus- 
qu’à I = gi  et  ebacune  de  ces  parties  rentrera,  comme  on  voit,  dans  l’un 
«les  cas  précé'dents. 


10.  ,\u  reste  il  est  à propos  d’observer  «|ue  «|uarid  on  a à intégrer  une 
ililférentielle  en  série  de  la  forme 

(A  -t-  A'f>-t-...)Xrf.r, 

X et  I étant  des  fonctions  di'  x,  et  A,  A',  A",...  des  coeflicients  con- 
stants, au  lieu  d’intégrer  chaque  terme  à part,  ce  qui  demande  souvent 
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des  réductions  pénibles,  il  sulfit  (a  étant  une  constante  indéterminée  , 
d’intégrer  tout  d’un  coup  la  diirérentielle 

\dx 

.-«5’ 

dont  l'intégration  n’est  guère  plus  ilillieile  (|ue  celle  de  \ surtout 
si  I est  une  fonction  rationnelle.  Alors,  noniinant  V l’intégrale  complétée 
d’apres  les  conditions  du  Problème,  il  n’y  aura  ipi’â  tlégager  la  (|uantile  a 
en  développant  par  les  méthodes  connues  la  fonction  V dans  une  série  de 
la  forme* 

U -t-  au'  -r-  a’«'  — 

et  l’on  aura  pour  l’intégrab*  de  la  proposée  la  série 
A M + A'  u'  -e  A"  « -,  A"  IC*  4- ... . 


On  sait  (pie  l’on  a,  en  faisant  a = o après  les  dilférentialioiis. 


(/V 

da 


d‘\ 


u = \, 


<("  = 


</n 


Î.3  da‘ 

Donc  l’intégrale  chercbé'e  sera  aussi  représentée  par 
, d\  A'  rf’V  A*  d'\ 


AV  -I-  A' 


da 


da' 


a . 3 da' 


en  faisant  varier  a seul  dans  V et  supposant  ensuit)>  a ri:  o. 

II.  Reprenons  les  transformations  du  n"  7,  et  remanpions  ipie, 

puisque  les  deux  séries  />,  p',  p" ç,  q',  q",...  sont  divergentes 

l’une  par  rapport  à l’autre  (8j,  si  on  les  continue  en  arrière  ainsi  : .... 
~p,  'p,  p,  ....  ’q,  'q,  q,  elles  deviendront  convergentes,  en  sorte  (|u’on 
parviendra  à des  termes  r et  s égaux,  ou  presipic  égaux  entre  eux;  ce 
qui  fera  rentrer  la  dilférentielle  correspondante 

V.dz 

v(i±r«a’)(i±7a’) 

dans  le  second  cas  d’intégration  dont  on  a parlé  dans  le  n"  5.  Voici  pour 
cela  le  procédé  du  calcul. 


.suit 

UNE  NOUVELLE  MÉTHODE 

p - 'p 

• t 9’. 

9 \ y-  ’9’. 

p='p 

-e  y 

'q  — "l>-  \'p'-’q\ 

II 

’9  v/>9. 

^ a 

’9-V>'9- 

Oi'  sort»'  qu’il  csl  tri's-fai’ili*  (l<’ronliiiupr  les sûrifs p,  -p,  ‘p q,  q,  ’q,... 

aussi  loin  (|iie  l'un  veiil,  |inisque  les  termes  eorres|iondanls  sont  tou- 
jours moyens  arithmétiques  et  j'éométri(|ues  entre  les  deux  preee- 
dents.  El  l'on  voit  en  même  temps  que,  (|uelle  <|ue  soit  la  dilVérenee  des 
deux  premiers  ternies  p,  q,  elle  doit  aller  toujours  en  diminuant  dans 
les  termes  suivants,  jusqu’à  devenir  nulle:  ear/J  étant  > q,  on  a évidem- 
ment 'p  < p,  'q  > q,  et  en  même  temps  'q  * p,  puisque 


. . A»  -e  9 ' ' - .1 

p - -\P<t--  '\P-  V9  : 

done  aussi  '/)<'/),  "q'^'q  et  < ”/>,  et  ainsi  de  suite:  en  sorte  que  la 
sérié />.  'p,  est  décroissante,  et  la  série  q,  'q,  'q,...  est  au  roulraire 
croissante,  mais  toujours  séparée  de  l'autre  par  un  intervalle  qui  diminue 
a l’intiui. 

12.  I>la  posé,  on  fera  suceessivemeni 


vit 

’r"» 

r ,±Y“.v’’ 

V_  V'H 

^ i±V*v’ 
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fl)  supposant 

K — ^[1  ±'p‘\r'){i±'q’'r’), 
'K  = V ô±>=V‘)(«±V‘r’). 
'K  = ±*<7'”/*). 


oc  <pii  iloiincrii  7 y 


±y.r’-'  + H 

± J ’ 

±2  y 

, ±VV-H-'H 

y ~ ~ . . ’ 

±3  p' 


(/y  il 'y  il 'y  il'r 

T “ ir  ~ “ "“ii 


Et  l'on  olisfrvfra  (pic  li's  nouvelles  variabltis  y,  ’v,...  seront  néees- 

saireinenl  r(‘ell(>s,  ainsi  ipie  les  radicaux  R,  'U 

Ear  d'aliord  il  est  clair  ipie,  et  R riant  rt'els,  'v’  si‘ra  rcelle:  et  l’on 
voit  en  ilii'nic  temps  que  lorsque  les  sijtnes  supérieurs  ont  li(‘ii,  la  valeur 
de  y*  sera  positive,  puisque  dans  ce  cas  R est  évidemment  > i;  lorsque 
les  signes  inrérieurs  ont  lieu,  on  aura  R<'9’v’-t-i,  car  en  metlant 
pour  '17’  sa  valeur et  prenant  les  eaiT(*s.  on  aura  d’un  rtité 

- P’r‘){<  — <l'.r’), 

savoir 
et  de  l’autre 

I 2 pqy'  p‘<l'x'< 

en  sorte  que  l'excès  de  (’y’y’  + i/  sur  R’  sera  ( />  + Ç)^Y*,  (pianlité 
toujours  positive;  doue,  comme  dans  ce  c.as 

. I '7’  V’  -1-  I — H 

V’  = — — r , — » 

2 

II.  SA 
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il  s’cnsuil  que  la  valeur  de  'v’  wra  aussi  positive.  Doue  'y  sera  réelle 
dans  l’uu  et  l’auti'e  ras.  Doue  aussi  R stua  réel  eu  vertu  de  l'équatiou 

ily  _ d'y 

Û “ ii'  ■ 

Kt  de  là  ou  déiuoiitrera  pareillement  la  réalité  de  ’vet  de  "R.  et  ainsi 
des  autres. 

Par  les  sulistitutions  préeedentes,  la  ilill'érentielle  — se  ehau^era 

doue  d’abord  en  Lrf')'  -t-  < 'I.  et  ’.M  étant  des  tbnetious  ralioiinélles 

n 

de  ensuite  la  dilTérentielle  se  changera  de  inéiiie  en 

"Mr/'v 


It 


*L,  ”.M  étant  aussi  des  t'ouetions  rationnelles  de  "v",  et  ainsi  de  suite. 
Doue  la  dilTérentielle 

.\  dx 

^ (rf  -I-  6x*)(m  «J*  j 


du  n“  5 se  trouvera  translorinee  en  eelle-ei 
l.(/r  -t-  Vd'y  s-  . . . - 

en  nommant  Z.  a,  r.  s les  derniers  termes  des  séries 


y.dz 

y(l  ± r'î’)(i  ± J’î’) 


M,  ‘M.  ”M y,  'y,  'y,.. ..  /».  '/»,  ’/i q,  'q,  "q ; 

et  comme  les  membres  L</v,  L</y,...  sont  ebaeuu  intéf;rables  en  parti- 
culier, l'intégration  de  la  proposée  sera  ainsi  réduite  à celle  di-  la  nou- 
velle dilTérentielle 

y.dz 

^(i  ± r‘z'){i 

où  Z est  une  l’ouctiou  rationnelle  de  z‘,  et  où  r et  r sont  des  constantes 
aussi  peu  dilTérenles  entre  elles  qu'on  voudra. 
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13.  Il  faul  r(*iHai'(|uei'  iTicore  que  lorsqm>  .M  est  une  ronelioii  sans 
(lénominaleiir,  on  peut  toujours  réduire  'M  à n’étre  (|u'iine  pareille  Ibne- 
tion,  et  du  même  ordre;  car  on  a d'abord 


Ensuite,  ayant 


on  aura 


dr d'y 

T “ 1T' 

— R -e  1 ± a'p’  r’ 

r'=  ^,-7  — » 

± V 

r'  dy  _ dr  { i ± a ’p’  '»-•  ) d 
R ~ ± ‘y’  ± 'q-  'R 


.Maintenant,  l’équation 

± 'q')  ' R I ± a ’p‘ 

étant  carrée,  si  l’on  y substitue  à la  [tiare  de  K’  sa  valeur  en  y,  et  qu’eti- 
suite  on  substitue  aussi  pour  y''*,  dans  les  termes  <|ui  ne  contienuent 
point  R,  la  valeur  ci-dessus,  on  en  tirera 


y-  = VR  V, 

en  supposant 

y _ y > ’ 

(/>’<;> -c  q')'q‘ 

y _ — (p’-e  q’)(i±:  f'p‘'y’i  ■+■  'y’C  ± •?  p''y'^ 


.Ainsi  l’on  aura 


r'dy  , '\'d'r 

-jp  Vrfr-t- 


Oti  réduira  de  la  même  manière,  par  des  subslitutiotis  successives, 
y‘,  y“,,..  à la  forme  YR  t-'Y,  oit  Y sera  une  fonction  rationnelle  et 
entière  de  y*  de  l’ordre  i|uatrième,  sixième,.,.,  et  ’Y  sera  une  pareille 
fonction  de ’y’  de  l’ordre  sixième,  biiitième,...;  et  l’on  atira  par  cons<'- 
(jiient  aits.si 

ydr  , "\d'r 

- r- 

et  ainsi  de  suite. 

35. 


Digitized  by  Coogle 


•276 


SUR  UNE  NOUVELLE  MÉTHODE 


D’où  l'on  voit  qu’en  général  la  dillércntielle 
{ a + 6 v’  -t-  e>-'  -t- . . . ) (/»■ 

J 


se  réduira  toujoui's  à la  diirérenliellc 


(_v  y*  -m:  y + . . 

'R 


•ll'r. 


où  Y sera  une  fonction  rationnelle  et  entière  de_)'*. 

On  fera  les  mêmes  opérations  sur  les  autres  transformées  eu  'y,  ’v, 
et  l’on  en  conclura  en  général  (|ue  si  dans  la  différentielle  primitive 


N f/.r 

- bj:‘){rn  - 


nj-’) 


N est  une  fonction  sans  dénominateur,  auquel  cas  nous  avons  déjà 
démontré  plus  haut  (|ue  M sera  aussi  une  fonction  de  même  forme  et  de 
même  ordre,  cette  fonction  sera  réduclihie  à celleH’i 

,,  7., h 

v(i  ± 

dans  laquelle  V sera  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  y,  'y,  'y 

et  Z une  fonction  rationnelle  et  entière  de  a’  du  même  ordre  (jue  la 
fonction  N. 

14.  Il  ne  s’agira  donc  plus  que  d'intégrer  la  dinérentielle 
Z</î  _ 

v(i  ±r’î’)(i 


dans  laquelle  r et  r seront  des  quantités  aussi  peu  dilférentes  entre  elles 
qu’on  voudra:  et  il  est  d’abord  clair  qu’en  les  supposant  égales  l’irration- 
nalité  disparaîtra,  et  l'intégration  n'aura  plus  de  <liffîculté.  En  même 
temps  il  est  visible  «pie  puis(|ue  le  radical  v'fi  ±r’;’)  (i 

sera  nécessairement  renfermé  entre  les  deux  quantités  i ± r’  a’  et 
par  conséquent,  l’intégrale  de  la  proposée  aura  pour  limites 
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l(!s  iiiU'Krales  do  — nt  (Ift  ■ — > liinitt's  (iii’on  ixmrra  rcs.s«-rr«;r 

aillant  qu'üii  voudra,  |uiisqu’on  c.st  le  inaitrc  do  diinimuT  à volonto  la 
dilVémirti  do  r et  i. 

Mais  si  ron  voulait  tenir  ooiii|)lo  do  l’oflot  do  ootio  dilTéronoo,  il  n’y 
aurait  qu’à  y oniployor  la  uiôthude  ordinaire  dos  séries;  ol,  pour  on 
rendre  l’oinploi  plus  oxaot  rolativoiuenl  à la  diriéronliello  proposée,  on 


la  mettra  d’abord  sous  la  forme 

Zdz 

ensuite  un  supposera 

4 = 4=  + ?.  4 

z‘  r’ 

c’est-à-dire 

_ r>  — ï* 

en  sorte  (|ue  /?  sera  une  quantité  fort  petite  do  l’ordre  do  r—  s,  ol  la  dil- 
férenlielle  on  question  se  oliangora  en  celle-ci 


’/.di 

«v(4'±  a’ 

la(|uollo,  pur  le  dévoloppomoni  du  radical,  deviendra 


Z I 
r*  b'±Z‘ 


i 

a (À'±  z’  j* 


1.3  P’ 
a . 4 I A’  ± Z'  )‘ 


dz. 


série  dont  cliaqiie  terme  est  rationnel  et  par  oousi-queni  inlégralile  par 
les  arcs  de  cercle  ou  par  les  logarithmes  selon  que  le  signe  supérieur  ou 
l’inférieur  aura  lieu. 

.Mais,  pour  u’avoir  pas  à intégrer  à part  eliaijue  terme  de  cette  série, 
on  intégrera  la  diirérenlielle 

/.dz 
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a <*liin(  une  eunstiiiite  iinlctenniiiée,  et,  nunimant  V l'intégrale  enmplétée 
suivant  les  eoinlitioiis  des  Prohlèmes,  on  dégagera  ensuite  a,  en  déve- 
loppant V dans  une  série  de  la  Ibrine 

H + rtu'  a’ «"  -f-  o*  -e  -e . . . ; 

on  aura  alors,  pour  l'intégrale  de  la  série  dont  il  s'agit,  eelUwi 


1^x3- 
3,4  “ 


-t  . . . . 


(iette  série  sera,  eoinine  on  voit,  fort  eonvergente  lorsque  jS  sera  une 
très-petite  quantité;  en  sorte  <|u’il  sullira  le  plus  souvent  de  n'en  prendre 
i|ii'nn  ou  deux  termes.  Il  y a eependant  un  eas  oit  l'approximation  serait 
toujours  inexacte,  quelipie  petite  que  fut  la  (|uantité  |5;  c'est  celui  oii, 
en  prenant  dans  la  formule  le  signe  inférieur,  on  aurait  dans  l'un  des 
termes  de  l'intégrale  z = ± h -t-  a,  a.  étant  une  quantité  du  même  ordie 
que  ,3;  alors  (/»’ — serait  une  (|uantité  du  même  ordre  que  (5’,  et  par 
conséquent  la  série  cesserait  d'être  convergente. 


1,5.  Pour  résouilre  ce  eas  d'une  manière  générale,  je  considère  la 
formule 


’/.ih 


dans  laquelle  la  différence  entre  m et  n est  supposée  très-petite,  et  (|ui 
doit  être  intégrée  depuis  jusqu'il  ; = les  (|uantités  /,  g étant 
l'une  ou  l'autre,  ou  toutes  deux,  peu  différentes  de  i^m. 

Supposons  d'abord  l'une  de  ees  (|uanlités  peu  differente  de  m,  et  par 
conséquent  aussi  de  n,  tandis  que  l'autre  est  assez  dilferente  de  — m-, 
comme  la  quantité  sous  le  signe  est 


et  que 


( ;«  — r ) ( n — I K "<  + î ) « -t-  I ), 

, , , / m n \ ' j m — n \ ’ 

) 
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011  imtiiTil  (ionnor  à la  (lilïéronliellt!  m:11i‘  fnrmo 

'Ldi  ____  

r, r; ;.//  «i-rn\‘  1 m — n~y 

+ — - -)  - -) 

et  il  est  clair  (|ue  ( ~ " j sera  toujours  très-petite  vis-à-vis  de 
) ’ ‘’i*  surte  que  la  résolution  du  radical 

ne  sera  sujette  à aucun  inconvénient.  On  aura  donc  à intéj’rer  la  forinule 


JL  J ■ 

V'(ni- j)(H-z)|  « 


n 2 

2 


1 ^ ' L 


i/j. 


dont  chaque  terme  est  intégrable  par  les  logarithines  ou  les  arcs  île 
cercle. 

Si  l’une  des  quantités /,  g était  peu  dillérente  de  — m,  on  donnerait 
aloin  au  radical  \ ( m‘ — î*)  'n’—  la  l'orme 


v(m'-i-z)(n  + î)Y/ (ï- 

et  l’on  aurait  à inicjfrer  cette  autre  série 

II»  — n \ ' 

I l'a/ 


) 


1.3 


v(/n-t-î)(n-4  ï)l  ^L±_2  ^ m-l-«y  ’4  ! 


")■  1 . 

.—  \iiZf 

\ 


qu’on  voit  être  nécessairement  convergente,  et  dont  l’intégraliou  est 
toujours  facile. 

Entin,  si  l’une  des  quantités/,  fêtait  Ircs-proclie  de  m,  et  que  l’autre 
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fùl  011  iiirmo  temps  peu  dHlereiiIe  de  — m,  on  p:irlagerait  alors  l’intê- 
grale  en  deux  parties,  dont  l’une  se  prendrait  depuis  m jusqu'à  zéro  et 
l’autre  depuis  zéro  jusqu’à  — m,  et  pour  la  priMiiière  on  einpiuierait  la 
première  série,  et  pour  la  seeonde  la  seeonde  série. 

K).  .Nous  linirons  par  présenter  eneore  uti  moyen  de  simplifiealion 
relativa-ment  à la  manière  de  eompléter  l’intégrale  ehen-liée.  Nous 
remonterons  pour  eela  à la  dilTérentielle  en  y du  n“  fi,  et  nous  remar- 
(|uerons  (|ue  si  l’intégration  de  eette  dillérentielle  doit  eommeneer  au 
point  où  y=*o,  alors,  eomine  y = o donne  aussi  y=o,  y^o,...,  ainsi 

que  y = o,  ’y  = o toutes  les  autres  différentielles  transformées 

devront  ans.si  eommeneer  an  point  où  leur  varialde  sera  nulle;  de  sorte 
()u’il  n’y  aura  dans  ee  eas  aiieune  eonstante  à ajouter.  Mais  si  l’intégra- 
tion doit  eommeneer  dans  un  antre  point  qiieleonqiie,  il  faudra  alors, 
pour  eompléter  l’intégrale,  en  retranelier  la  valeur  eorrespomiant  à ee 
point,  ee  ipii  rendra  l’intégrale  moins  simple  et  même  quel(|uefois  su- 
jette à des  diflieultés,  si  la  valeur  de  y devait  être  inlinie  au  eomnienee- 
ineiit  de  l’intégration. 

On  oliviera  en  général  à ees  ineonvétiients  en  ramenant  tous  les  eas 
au  premier,  e’est-à-dire  à eelui  où  l’intégrale  eommenee  à y = o.  Pour 
eet  elTet,  soit  f la  valeur  de  y au  point  où  l’on  veut  faire  eommeneer 
rintégration  de  la  différentielle 

Mrfr 

on  .substituera  au  lieu  de  y une  autre  variable  « déterminée  par  l’é- 
quation 

— y’  -(■  2«y  \(I  ±j>‘f  '){x  ±q'f')  p-q‘f'u\y'=zo, 

laquelle  donne 

„ — r v'(  ' ^ />’/*)(■  ± g'/*  ) —fs\  ' (r±  ÿ’ÿ‘~) 

I - 
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t*l  i'(!('i|inii|iiciiiciil 

V _ " vl' ± <i'P)+f  ±‘/>’«‘)  (i  ±'j^H*). 

' — p't’f'"’ 

où  l'on  voit  que  v=y  (loinie  u = o ol  que_y=x  (loiint!  u— 

Or  réqiiatioii  priVodcnle,  olanl  difrcronliée  cl  (livis«'’(*  rn  croix,  donne 

dr  

« ( p‘>rf'r‘  — O -+-  ,*•  v^(i±/>’/‘)(i±ï’/’) 

f/n  

P’P  H<  ± if'  ) 

cl,  incllani  dans  le  dcnoininatcur  de  dy  la  valeur  pixù'édenle  de  u enj', 
ainsi  que  <lans  le  dénoniinatcur  île  du  la  valeur  de  y en  « , on  aura 

dy  du 

v(i  ±/J*r’)(i  ±v‘.>’)  y{i±p‘u’){i:±:ii‘ip\ 

Soit  inaintenani 

«'  uy  = I, 

on  aura  par  la  inênie  équation 


en  l'aisanl 
De  là  un  aura 
par  eunséqiienl 


s~  f'-*-2Vl  + p'ff‘1 , 

F = v(  ' 

y‘—  u'  = — 4^, 


«>  = 


s — ys’—^l 
a 


Qu'on  substitue  celle  valeur  de  dans  la  quanlité  >1  qui  est  supposée 
une  l'onclion  rationnelle  de  v’,  el  faisant  disparaître  le  radical  du  déno- 
11.  3t; 
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minateur  s'il  y fti  a un,  il  viendra 


P el  Q étant  des  l'oiu'tiüns  rationnelles  de  s et  t. 

Kl,  comme  la  valeur  de  ne  diflére  de  celle  de_v^  que  par  le  signe  du 
radical,  il  est  visible  que  P— Q \s‘  — 4l  sera  pareillement  la  valeur 
d’une  fonction  L de  ti‘  semblable  à la  fonction  M de  v’ ; de  sorte  qu'oii 
aura 

P = L -I-  Q 

et,  par  conséquent, 

M = L-i-9Üv»’  — 

Or  Q est,  comme  nous  venons  de  le  voir,  une  fonetion  rationnelle  de  s 
et  de  /;  donc,  en  y substituant  pour  s sa  valeur  en  t trouvée  ri-d(>ssus,  on 
aura  pour  Q une  fonction  rationnelle  de  t.  De  plus,  41  = 7*— 
et  les  valeurs  de  u et  de  v données  plus  haut  étant  multipliées  l’une  par 
u(i— l’autre  pary(i — et  ensuite  retranchées 
l’une  de  l’autre,  on  a 

y’  — =/r  v'{  I ± /»’«' ) ( I ;±:  y’  a’  ) -+-/«  v'(  ■ ± p'.r’  ) ( ' ± ) • 

donc 

M = L -t-  7/Q  fyv'('±/>’«‘ÜT±7«’)  + « v''(>±P’r=)('±  V’r’)J  : 
cette  équation  étant  combinée  avec  l’équation  dilférentielle 

dy  _ du 

^{i±  p‘y^){i  ±î’y’~)  V ( ' ± /»’ u‘) ( I ± 7 > u> ) 

on  aura  (à  cause  de  udy-yydti  = dt) 


Mdr 

±9’y’) 


\,dn 

y( I it />’«’)(  I ± V'«’) 


tfQdl, 


où  la  partie  s/Qdt  est  intégrable,  puisque  Q est  une  fonction  rationnelle 
de  t. 
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De  mnnii'rc,  la  .sulistitution  lU*  u à la  place  cio  y récliiil  rintégra- 
lioii  (le  la  ililforeiiliollo  proposée  à colle  criino  aiilro  (liirérentielle  sem- 
hlahle,  piiisipio  L o.sl  une  fbnolion  de  «“  semhlahio  à la  l’onction  M 
de_v*;  et  elle  a on  méino  tonipscot  avantage  que  rintégrniion  relative  à u 
(roinmencora  toujours  à u — a,  <|uello  cpie  soit  la  valeur  initiale  f de  v. 

17.  Par  la  inélliode  générale  (|ue  nous  venons  d’exposiT,  on  est  donc- 
assuré  de  pouvoir  intégrer  aussi  e.\aetenient  ciu'on  voudra  toute  clifTéren 
tielle  alléctée  d'un  radical  carré,  oii  la  variable  sons  le  signe  monte  jus- 
qu’à la  (|iiatrième  puissance;  ce  qui  est  le  cas  d'un  grand  nombre  de 
Problèmes  géométriques  et  inécanic|ues  <(u’on  ne  pouvait  résoudre  jus- 
qu’ici cpie  d'une  manière  incomplète  et  limitcie. 

Comme  cette  méthode  est  d’un  genre  assez  nouveau,  et  cpi’on  pourrait 
rencontrer  encore  quelc|UC‘S  diflicultés  dans  son  usage,  nous  allons  l’ap- 
pliquer en  détail  à la  rectification  des  arcs  elliptiqims  et  hyperboliques. 


/levtijication  de  i'e/lif)xe  et  de  !' hyperbole . 


18.  Soit,  dans  une  ellipse  dont  le  demi-grand  axe  est  pris  pour  l’unité 
et  le  demi-|)etit  axe  est  b.  x l’abscisse  prise  du  rentre  sur  le  grand  axe. 
on  aura  l’ordonnée  rectangle 

X=  Il  V'  I — 

cl  l’élément  de  l’arc  elliptii|ue  sera 


^ <Jx‘  -f-  (7)^ 


vA 


dx. 


en  faisant  y i — />’  = e,  excentricité  de  l’ellipse. 

Otto  expression  trouvi’o  pour  l’ellipse  a lieu  également  pour  l’hyper- 
bole; tant  (|iie  e<i  elle  se  rapporte  à l’ellip.se,  et  si  e>i  elle  appartremt 
alors  à l’hyperbole,  dans  laquelle,  le  demi-petit  axe  b devenant  imagi- 
naire , b^  est  une  (|uantite  négative , et  par  consc-quent  y i — fc*  > i . 

3t>. 
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19.  Lorsque  e est  une  quantité  tort  petite  ou  très-peu  difl'érenle  de 
runilé,  un  peut,  dans  l'expression  de  réléuient  de  l’are,  réduire  le 
radical  du  numérateur  en  une  série  convergente,  et  ensuite  intégrer 
chaque  terme  en  particulier  par  les  méthodes  connues;  mais  à mesure 
i|u’on  s’éloigne  de  ces  deux  cas,  la  convergence  des  séries  diminue,  et  il 
faudrait  .souvent  pousser  les  séries  très-loin  pour  avoir  des  déterinina- 
lions  de  l’arc  sullisamment  exactes.  Feu  .M.  F.uler  a donné  pour  ces  deux 
cas,  dans  ses  Opuscules,  des  séries  <|ui  représentent  le  (juarl  de  l’ellipse. 

Le  premier  n’a  point  de  ditticulté,  parce  que  la  série  est  toujours  con- 
vergente lors(|ue  e est  une  petite  (|uautité,  la  variable  x ne  pouvant 
jamais  excéiler  l’unité.  Il  n’en  est  pas  de  même  du  second;  car  eu  sup- 
posant e’  peu  différent  de  l’unité  et  mellant  en  conséquence  le  radical 
\ I — e’x’  sous  la  forme  \ (i  — x’j  -t-  (i  — e’;.r“,  il  est  clair  que  la  série 
flans  la(|uelle  on  développerait  ce  radical  en  prenant  i — ar*  pour  pre- 
mier terme,  et  (i  — e’j.r*  pour  .second  terme,  cessera  d'étre  convergente 
près  du  sommet  de  l’ellipse  ou  i — x’  est  une  quantité  très-petite  ou 
nulle,  et  (|u’aiusi  elle  ne  pourra  servir  pour  déterminer  la  longueur  du 
quart  entier  de  l’ellipse,  mais  seulement  pour  une  partie  de  cette  lon- 
gueur. M.  Euler  n’a  résolu  ce  cas  <jui‘  par  des  méthodes  indirectes;  mais, 
comme  il  est  analogue  à celui  dont  nous  avons  traité  dans  le  n“  15,  il 
peut  l’être  par  des  principes  semblables. 

Pour  ne  rien  laisser  à ilésirer  ici  sur  l’objet  présent,  nous  allons  don- 
ner succinctement  la  solution  des  deux  cas  dont  il  s’agit,  en  présentant 
les  formules  les  plus  .simples  et  les  plus  générales  pour  la  rectification 
des  (‘Hip.ses  peu  excentri<|ues  ou  très-aplalies. 

20.  Et  d’abord,  lorsipie  l’excentricité  e de  l’ellipse  proposée  est  fort 
petite,  il  n’y  aura  qu’à  résoudre  le  radical  \ i — e’x’  en  série  à la  ma- 
nière ordinaire,  et  la  dilTérentielle  de  l'arc  elliptique  deviendra 


I »•)  \ •>.  ?..4  ' 


dont  chaque  terme  est  intégrable. 


Digitized  by  Google 


DE  CALCUL  IN-fÉGKAL. 


28S 


En  effet,  on  a,  par  les  réductions  connues, 
r ilx 

are  sinar, 

J 

i’  x'ilx  I ; 1 

I = X V I — X’ -t- - are  sinx, 

J v'i— x>  ® ® 

/x'dx  / 1 1.3  \ ; 1.3 

— --  = — I -7  X* T X I V I — x’  -t-  — - are  si 

^i-x>  V4  *-4  / »-4 


smx. 


et  ainsi  de  suite. 

.Mais  on  peut  avoir  directement  l’intégrale  de  toute  la  série  par  la  iné' 
tliode  du  n”  10,  en  intégrant  simplement  la  différentielle 


laiiuelle,  en  supposant  » /_! = v,  se  change  en  eelte-<'i 

V I — «X’ 

dy 


dont  l'intégrale  est 


arc  cosx. 
^ I — a 


(le  sorte  que  rinlégr.Tle  de  ta  proposée  sera 


■ arc  (*05 

y I — d 


et  comme  cette  intégrale  s’évanouit  d’elle-méme  lorsipie  x = o,  elle  ne 
demande  point  de  constante. 

Dénotant  donc  en  général  cette  (|uantité  par  V,  il  n’y  aura  (|u’k  regar- 
der V comme  une  fonction  de  a et  à la  résoudre  en  une  série  a.sceiidante 
de  la  forme 

H -f  au'  -t-  a’o'  rt’  u'  -t- . . . , 


suit  par  la  méthode  des  si'ries,  suit  par  des  différentiations  relatives  à a\ 
on  aura  alors,  pour  l’arc  elliptique  répondant  à l’alisi  isse  x prise  du 
centre  sur  le  grand  axe,  la  formule 


« — - e’u'  — e‘  II'  — ‘ ^ e*  «"  — . 
7 Ï.4  a. 4. O 
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Pour  avoir  le  quart  entier  de  l'ellipse,  on  fera  ar  = i . ce  qui  donne 


V= 

V I — « 

en  désignant  par  90“  l’angle  ilroit  ou  le  quart  d’un  cercle  dont  le  rayon 
est  l’unité.  On  aura  donc  dans  ce  cas,  en  résolvant  - en  série, 

V t - « 

, I _ 1.3 

H = qo”,  « =-  - «(O",  « m 00”, ...  : 

* 2 * 2.4  ' 


par  conséquent,  le  (juart  d’ellipse  sera  exprimé  par  la  série 


1 

2 


1 


1 . 1 . 1 . 3 1 . 1 . 1 . 3 . 3 . S 

--  g* 

2. 2. 4. 4 2. 2. 4. 4 U. 6 


qu’on  voit  être  toujours  convergente  lorsque  e est  une  fraction  assez 
petite. 


21.  Supposons  maintenant  e peu  dilTérente  de  l’unité,  ce  qui  est  le 
cas  d’une  ellipse  ou  d’une  hyperbole  très-a|ilatie  suivant  que  e s«‘ra 

< ou  >1;  on  mettra  alors  la  dilïérentielle  i,/  forme 


/ 

V 


I -f-  rjt 
I -f-  X 


</x. 


• I 4^  JC  f ^ ^ X 

et  l’on  représentera  le  radical  y’  ainsi  y ' — 1’”" 

voit  qu’à  cause  de  1 — e très-petite,  le  terme  ^ 77^  sera  toujours  fort 

petit  du  même  ordre  dans  tout  le  quart  d’ellipse  où  x croit  depuis  o 
jusqu’à  1;  de  sorte  ([ue  la  réduction  de  ce  radical  en  série  ne  sera  su- 
jette à aucune  diflieulté. 

Mais,  pour  rendre  le  calcul  plus  simple,  on  donnera  au  même  radical 
la  forme  faisant  = n,  on  aura  à intégrer  la  diffé- 
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reiitinlle  en  série 


1 n I . I n’ 

2 14-jT  2.4(<-t-x)’ 


1.1.3  «■ 

2.4  .G  (1  +•  x)* 


dont  eliaquc  terme  est  intégrable  eu  partie  algébriquement  et  en  partie 
par  logarithmes. 

Suivant  la  méthode  du  n“  40,  il  n'y  aura  done  qu’à  intégrer  la  dilTé- 
renlielle 


I -I-  X 


qn'on  nommera  rfV,  et  à ré.soiidreen.siiite  la  quantité  V,  regardée  comme 
une  fonction  de  a,  en  une  série  a.srendante  de  la  forme 


H au'  -i-  a'u“  *-  a'u’  4- . : 
alors  on  aura  sur-le-ebanip  la  série 


« 4 — nu ; n'  U 

2 2.4 


1 . 1 .3 
2.4.6 


n’u”  — ... 


pour  l'intégrale  de  la  différentielle  proposée,  c’est-à-dire  pour  la  lon- 
gueur de  l’arc  elliptique  ou  hyperboli(|ue. 

Or,  comme 

I I -f-  X _ a 

a I — U -î- X ~ I — U 4- X ’ 

I — 

T 4.  X 

un  aura 

rfV-  av'ey^'^~^’^rf[log(i  — U4-X)]; 

el  faisant  = y*,  ce  qui  donne 

\ — ex  ^ 


X = 


rfx  = *— 


{i-ey^y 
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art  v<^{i  ”*  e — rt«? 


= T dr  -h  ^ae  ),e  ^ dy , , , 

{I  — e^'*)  • I — e/*  * a — rt  — (I  H- — «e)r’ 

dotu'.  (’ii  inU;;;raiil  par  It'S  nii'lliodc.s  runiiucs. 


(/ 1 4-  «f  — ert  \ 


OIU*  intégrale  est  mille  lorsque  _y  = o,  auquel  ras  x = n ainsi  elle 
répond  aux  ares  elliptiques  ou  li\  perlioliques  pris  dejiuis  le  sommet  ou 
l’exlréinilé  du  grand  axe:  mais,  dans  le  ras  de  l'ellipse,  il  faudra  prendre 
l’expression  de  l’are  négativement  puisqu’il  diminue  tandis  que  l’al)- 
seisse  x augmente.  On  aura  doue  en  général,  pour  l’are  d’ellipse  ou 
d’Iivperliole  pris  depuis  le  sommet  et  terminé  au  point  (|ui  répond  à 
l’aliseisse  x prise  du  centre,  la  valeur  en  série 


1.1.3 

ÎT4TS 


les  signes  supérieurs  étant  pour  l’ellipse  où  e < 1 , et  les  inférieurs  pour 
riiyperliole  où  e>  i.  Kt  pour  avoir  le  quart  entier  de  l’ellipse  il  faudra 
faire  x = o et  par  conséquent  _v=  1 . 

■\u  reste,  puisque  u + au  -i-  a^u"...  est  le  développement  de  la  fonc- 
tion V,  on  voit  d’abord  qu’on  aura 
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â8!) 


PI  Ip.s  qiianlitps  suivantes  u",  sennil  les  coellicienls  des  puis- 

sanees  a,  a’,...  dans  le  déveluppeinent  de  la  funetiuii 


i -h  e ( I — <* } rt 
« «(•*.  — «) 


Xlüg 


(i  — > 

a(a  — a) 

T<^— p)« 

i {2  — a/ 


eocfrieients  (|n'o!i  trouvera  aist’-inenl  par  la  iiiétiiode  des  séries,  ou  par 
des  diirérentiatiuns  successives. 


22.  .Après  avoir  ainsi  résolu  d’une  nianière  nouvelle  et  plus  simple 
qu'on  ne  l’avait  fait,  les  deux  cas  extrêmes  de  la  rectiticalion  des  arcs 
elliptiques  et  liyperlioliqncs,  nous  allons  appli(|Uer  notre  méthode  {géné- 
rale à la  reclHicalion  d’une  ellipsi'  ou  d’une  hyperliole  quelconque. 

Et  d’ahord  il  est  clair  que  la  dillérenlielle  à intégrer  étant  (18) 

y I — e’x’t/x 
— 

il  n’y  aura  qu’à  multiplier  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction  par  y i — 
pour  la  ramener  à la  forme  de  celle  du  n”  6.  laquelle  sera  dans  notre  cas 

(i  — e’x’jrfa 

v(i— x’)(i-e’x’j 


>Iais,  pour  rendre  le  calcul  plus  général,  nous  nous  propo.serons  la 
différentielle 

( A -e  ltx-)</x 
y(i  — p’x'jti  — 9’x'j 

dans  laquelle  on  suppose/» >9:  ainsi  pour  l’ellip-se  ou  pretidra  /»  = 1 . 
q = e,  et  pour  l’hyperlvole  p = e,  q — i. 

On  fera  donc,  conformément  aux  transformations  du  11“  7, 


P'  = P q'-p-\p‘-i'- 

f^  — P'-*-\F^-l''<  9"  — f'  -yiP  " 


jR  _ , x'R'  _ , 

I — 7'X’  ' 1 _ j-'j  ’ • ■ • • 

11.  37 
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en  siippO!>aii< 

R = v(  ' — ' — î‘^1. 

v(i  — yii-’TÏÏ—  q''x”). 


el  l'nii  aurH  par  lit 


X‘ 


I 4-  ç’jt'*—  R' 


tp’’ 


llx  llx’  llx" 

T ~ K"  ~ "R'  ’ 


oii  x‘ , R',  R’,...  seroiil  néecssaireiiieiit  réels,  puist|ue  j- el  R le 

sont. 

Par  ees  siibgtitiitioiis  la  dilTérenticlle  — deviemlra  sueres- 

n 

sivemeni 


( V 4-  B' y)  rfy 

htix' 

R’ 

(A'-t-B'y'Mrfy 

B rfy 

B'rf.r' 

- 

r/»’> 

{\'+B',r’’)rf,y' 

Brf.r 

B' rfy 

R’ 

i/,’ 

et  ainsi  de  suite,  en  faisant,  pour  altréger. 


A' 


Donc,  en  général,  si  | est  un  terme  queleonque  de  la  sérié  j,  x'.  x",...  , 

r el  f les  deux  termes  correspondants  dans  les  sériés p,  p',  p" et  q,  q' , 

qf,...,  et  V,  's  les  deux  termes  qui  les  précèdent  dans  les  mêmes  séries. 
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idx'  -k-  dx"  ■ — 7^-2 , rfx”4-...H 77— — T , 

a/('\  -ip’’  ■xp'^y<.itp"‘  »p'’X»p ‘X...X» V"  / 

_ {C-^Hl')dl 


» {'  — r*p)(i  - J’?’) 
dans  laquelle  on  aura 


C = A-r 


^p'‘  a/>"Xa|('“  ‘ ' ap'’Xa/»' 


rsh^ \ 

iD'>X...Xa'rV 


D = B X 


ap'x  a/é’X  a/j^’X. . .Xa'r> 
23.  Maintenant  pour  l’ellip.se  on  a 


A = i,  B = — e’,  p^t,  ÿï^eCi; 

ainsi  les  nombres p, p' , p" ....  forment  une  s<’-rie  eroissante  depuis  l'unité, 
et  les  nombres eorrespondants  q,  q‘,  q’,...  forment  une  série  décroissante 
depuis  la  valeur  de  l’exeentrieité  (8).  Or,  par  la  nature  de  l’ellipse,  la 
variable  x'  est  renfermée  entre  o et  1;  donc  on  aura 


R’  = (1  — ;»’7r')(i  — g‘a:’)<(i  — q'x’)'. 


par  con.séquent 


_^R‘ 

(1  — q‘x‘)‘ 


doiir  aus.si 
car 

( I — g'**'’  p — ( I - p”  J-'.  ) ( , _ ) = {p'>-q’'){t  — q'‘x’‘)x’‘>o; 


et  de  là 

x’'<x’<i. 

et  ainsi  de  suite. 

Donc  I — <^*x‘*,  I — étant  des  quantités  positives,  la  réalité 
déjà  démontrée  des  radicaux  R',  R",...  demande  que  les  facteurs  corré- 
latifs I — p'^x'*,  I — soient  positifs;  par  conséquent  on  aura 

x ’ < x"’  <-!,■,’•••>  donc  aussi  5’  < A • 

P ^ P /•* 

*7* 
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Puis  Hniif  quo  r’*’  ' i , on  pourra  faire  r?  = siii^.  ol  la  différenliello 
^,1, viendra 

(7  + 7, 

y/'-psî"’? 

où  l’on  voit  que  le  radical  ^ i — p sin’f  ne  sera  jamais  ni  > 1 ni 

< - 7;  <1'’  sorte  (|ue  rinté|trale  de  la  diflerenlielle  dont  il  s'agit 

aura  pour  limites  celle  de 


laquelle  est 


(7  + 7 '‘ÿ 


/C  Di  Dsiiiag 

\7-^77ï)’ 47^’ 


et  cette  même  intégrale  divisée  par 


limites  (|u’on  pourra  res- 


serrer aillant  qu’on  voudra,  en  diminuant  de  plus  en  plus  la  valeur  de  ^ 

par  la  continuation  des  séries  p,  p',  p",...,  r,  et  </,  tf  , q" s. 

Mais,  pour  approcher  davantage  de  la  vraie  valeur  de  l’inlégralp  en 
question,  il  n’y  aura  qu’a  développer  le  radical  par  la  méthode  ordi- 
naire, et  la  din’érentielle  proposée  deviendra 


5 7 4 *■'’)  H ^ ("  " S *’'•)  ’ 

dont  l’intégi’ale  sera 
C \ 

^--4-FJç  — (É'siny-l-ü  sin’a  -4-  Il  siii‘91  -4  I sin’^>  -t-  ,..)coss , 
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••• 


üoiic,  puisque  æ:=o  rend  or',  x" ? = u,  par  roiisé(|uenl  aussi 

5.  = O,  on  aura  pour  la  valeur  de  l'are  ellipli(|ue  qui  répond  à l'al)- 
seisse  x,  prise  depuis  le  rentre  sur  le  grand  axe, 


'«  (^, , , rg’’  r’  ■ ■■■  I ï| 

■x/i'  \ ■f.p''  X p”  t p' ’ ï|i''X  . . X aV ’J 

-t-  — ( K sin?  + <!  sin’y  -t-  H sin‘9  + ...)  eus  y.  . 

en  faisant,  dans  les  Idrninles  du  numéro  précédent, 

p = i,  (j  = e,  \ = i,  B r=  — e’. 

Il  y a cependant  une  remarque  importante  à faire  sur  remploi  de 
cette  valeur  : cnmme  l’angle  y n'est  déterminé  que  par  son  sinus  r|,  il 
est  clair  qu’il  peut  avoir  une  inlinité  de  valeurs  dill'erentes,  et  l'on  voit 

aussi  que  les  valeurs  de  x',  x" ? peuvent  être  également  positives  et 

négatives  à cause  de  l’ainhiguïté  des  radicaux  R,  R',  R” qui  entrent 

dans  leurs  expressions,  de  sorte  <|ue  le  signe  de  ^ est  aussi  indéterminé. 
Nous  remarquerons  donc  que,  puisque 


Jx 

TT 


sin’  'J 


et  (|ue  R est  toujours  positif  ilepuis  x = o jusqu’à  x = 1 ; que,  de  plus. 


i'.ti 


SUR  l'NE  NOUVEU.E  MÉTHODE 


/ t*  . 

|p  radical  y/  i — — sin’^  iip  ppul  devpiiir  nul,  ni  par  roiisP(|urnl  chan- 

fçpr  dp  signe,  il  l'aut  que  rfî  soit  positif  en  même  temps  que  dx-,  par  con- 
séquent, l’angle  y,  qu’on  a vu  être  nul  lorsque  x = o,  devra  être  tou- 
jours positif  et  augmenter  eontinuellement  depuis  x=  o jusqu’à  x = i; 
lie  sorte  (pie  la  valeur  de  y,  répondant  à une  valeur  de  x,  sera  nécessai- 
rement toujours  plus  grande  ou  moindre  que  celle  qui  répondra  à une 
plus  grande  ou  moindre  valeur  de  x.  Or,  à cause  de  l’ambiguité  du 

signe  des  radicaux  R',  R" il  est  clair  que  les  valeurs  de  en  x'*, 

de  .r’  en  .r"’ sont  chacune  doubles  (22);  de  manière  que  la  valeur 

de  .-r’  en  x’  sera  double,  celle  de  x*  en  x'*  sera  quadruple,  et  qu’en 
général  la  valeur  de  x’  en  sera  a”"'/’'',  en  dénotant  par  fi  l’exposant  du 

i-ang  de  ç dans  la  série  x',  x" Donc,  quoique  toutes  ces  valeurs 

de  x’  répondent  à une  même  valeur  de  5’,  elles  ne  l•époudront  pas  pour 
cela  au  même  angle  f,  mais,  en  les  rangeant  suivant  l’ordre  de  leur 
grandeur,  la  plus  petite  répondra  au  plus  petit  angle,  qui  aura  pour 
sinus  ± rç  (en  supposant  ce  sinus  positif),  et  que  nous  dénoterons 
par  'a;  les  autres  répondront  aux  angles  suivants,  qui  auront  pour  sinus 
±:rÇ.  Ainsi,  la  seconde  répondra  à l’angle  180°— «,  la  troisième  à 
l’angle  i8o°-t-eü,  la  quatrième  à l’angle  2. iHo°— u,  et  ainsi  de  suite; 

et , en  général , la  v"“'  répondra  à l'angle  1 *^0“  “ o»  ~ 

selon  que  v sera  impair  ou  pair. 

Il  s’ensuit  de  là  qu’après  avoir  déduit  de  la  valeur  donnée  de  x’  celle 
de  = [x^'’  par  les  formules 


lesquelles  ne  donnent  chacune  qu’une  valeur  simple,  il  faudra  remonter 
de  celle-ci  à celle-là  par  les  formules 
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en  rnmineiiçant  ]iar  la  dernière  et  ayant  soin  de  donner  aux  radicaux 

R'  = v'(  > -7’*’’)ï'  - R”  

les  signes  -t-  et  — , ce  qui  donnera  toujours  îles  valeurs  douilles,  eir 
sorte  qu’il  en  résulU'ra  2“  valeurs  différentes  de  x,  toutes  positives  (12) 
et  renfermées  entre  les  niénies  limites  o et  i,  parmi  lesquelles  se  trou- 
vera donc  nécessairement  la  valeur  donnée  de  x’. 

Soit  V l’exposant  du  rang  que  celle-ci  tiendra  parmi  toutes  ces  valeurs 
rangées  selon  leur  grandeur,  a commencer  par  la  plus  petite,  on  fera 
donc 

V — I O Vu 

O = 1 00"  OU  = - I 00"  — W, 

selon  que  v sera  impair  ou  pair,  en  |irenant  pour  'o  l'angle  qui,  dans  les 
tailles,  répond  à r|. 

A l’égard  des  signes  qu’il  faudra  donner  ensuite  aux  valeurs  mêmes 
de  x',  x",...,  on  les  déterminera  toujours  par  les  expressions 

, -tR  r' R' 

^ ~ i — i]’x’  ’ I — ' 

en  prenant  les  radicaux  R,  R',  R” avec  les  signes  qui  répondent 

à lu  valeur  donnée  de  x’;  et  il  est  clair  que  piiisi|ue  l’on  a ici.^'x’, 
y'*x'',...  < I,  les  signes  <le  x’,  x",...  seront  les  mêmes  que  ceux  de 

xR,  xRR’,  pnisi|ne  xR  est  positif)  de  -h  t,  R',  R’R", 

R- R"  R* 


25.  Pour  avoir  le  quart  entier  de  l’ellipse,  ou  fera  x=i=/>,  ce  qui 

donne  x'=  o,  x"=  o ; = o,  par  conséquent  aussi  w = o;  et,  comme 

cette  valeur  est  la  plus  grande  (|iie  x puisse  avoir,  on  aura  nécessaire- 
ment dans  ce  cas  v = 2“;  donc,  y = 2'”'.  180",  et  sinj  = u.  Donc  la  lon- 
gueur du  quart  de  l’ellipse  sera  exprimée  sim|)lement  par 

180”. 
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Si  IVIlipse  lieveiiQit  ciri'iilaira,  on  aurait  alors  e = o;  donc  g = o,  cl, 
di-  là,  g'  = o,  g"=  O,...,  ï = o, p — i,p'=  i,p“-=  4,...,  r = />*•“■  - a“;  cl 
coiiiinc,  dans  ce  cas,  A = i , B = o.  on  aurait  aussi  (;  = i , D = o;  donc 

K = o;  CP  (|iii  réduirait  ré(|uatioii  précédente  à f)o",  comme  elle 

doit  être. 

26.  ,\u  reste,  cetti-  multiplicité  des  valeurs  de  x*  ipii  ré|iondenl  à 
nue  même  valeur  de  fait  (ju'on  a tout  d'un  coup,  et  par  une  luéiiie 
formule,  non-.seulemeni  la  longueur  <le  l’arc  elliptique  qui  répond  à 
l’alrscisse  donnée,  mais  encore  celle  des  arcs  (|ui  répondent  à dillérentes 
autres  abscisses;  et  si  c’est  un  inconvénient  dans  le  cas  où  l’on  ne 
demande  que  l’arc  d’une  ah.scisse  donnée,  ce  sera  au  contraire  un  avan- 
tage loi‘si|u'on  voudra  construire  une  table  de  la  longueur  des  arcs  pour 
toutes  les  ab.scisses.  Nous  verrons  d’ailleurs  que  cette  inilltiplicité  île 
valeurs  cesse  d’avoir  lieu  lorsqu’on  emploie  les  transfurinations  du 
n"  2,  lesquelles  eondiiisent  à des  dilférentielles  intégrables  par  les 
logarithmes. 

27.  Pour  riivperbole  où  e>i  et  x’  aussi  >i,  on  mettra  d’abord, 
pour  éviter  les  imaginaires,  l’élément  de  l’arc  sous  cette  forme 

— I ilx 

multipliant  ensuite  le  haut  et  le  bas  par  yc’x’—  i , on  aura  la  différen- 
tielle 

(e’x’— i)f/x  .,  (c’x'— i)(/x 

■ - ou  bien  ^ 

y'(c’x’ — |)(X‘ — l)  v(  ' ~ — x‘) 

qui  se  rapporte  à la  formule 

( \ -+  B J - ) f/x 
K 

du  n“  22.  en  y faisant  A = — i , B = e’.  />  = c,  9 = i . .\iiisi , les  nombres 
p.  p',  augmenteront  depuis  la  valeur  de  e,  et  les  nombres  g, 

g",...  iront  en  diminuant  depuis  l’unité. 
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Or,  |inis(|U(‘  .r“'  i,  |i;ir  la  lialurr  <lr  riiypcrlwlc,  on  aura 


par  runsrquoiil . 


et  (le  là  on  Ironvera  aussi 


et  ainsi  de  suite. 


R’>(i  — (/’x'p; 


x'*  > x’  > I , 


Donc.  I — //’ar’,  i — étant  d((s  (|uaulilés  négatives,  la  rea- 
litiî  di'jà  prouvée  d(>s  radieanx  R',  R",...  demande  (jue  1rs  facteurs  corré- 
latifs I — I — soient  aus.si  négatifs;  donc  on  aura 


par  consc(|Ucnt, 


On  pourra  donc  supposer  ^ = siiif,  c’cst-ii-dirc  ? — celte 

substitution  cliangcra  la  différentielle 

(C-i  Dg’W;  ^ 

VO  - 

en  eelle-i'i 

\ r rs^  siii*o  ' 

y/  '-|sin>0 

dont  rintégrale  aura  évideininenl  pour  liiniles  celle  de 

- -)(/=.. 

\r  et' sur' ç y 

Cl  celle  même  intégrale  divisée  par  y/ i~p- 

Mais,  pour  avoir  nue  valeur  plus  approchée,  on  réduira  en  série  le 
II.  18 
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nnlifîil  y i — — sin^*.  et  la  dinerenlielle  ilevieiuira 

1)  I /'  \ J * /i'  ^ 1*  \ ■ 3 i 

t H r I 3 7 *1 1 sin'9//9 

n»  siii’9  r \ t*r*/  ^ ?.  rM  4 '*  / 


3 s 


2.4 


6 7-!) 


(loin  rinl(‘(;rali“  csl 


^ rot  O — (~  -•-  ~t  V ■•-  (/ ^■"5'  h siii'o  + ...)  ross . 

<■11  su|)|iosant 

, t J-/,.  ^ 3’  *■/,.  5 l)\  3>.5-  1-/,  7 Di 

/ = 7.  ( <•  -^  4 7;  ) + ,— 4-.  7>  (*'  - B 75  ) + 77^  P ( s 7 ) + • 

_ 3 fi  . 5 D,  3.5-  s-  ( 7 D\ 

2.4*  r‘\  (ï  r*y  2-4*.E*  r’  \ ^ 8 r-  / 

, 3.5  , 7 D\ 

= Ml? 


Ainsi,  il  n\v  aui'a  (|u'à  ajouter  à eelle  intégrale  lu  partie  algébrique 


—7;  r'...], 

2/»*  ' 2p^  f 

rouforinément  aux  rurinules  ilii  n"  22,  et  eu  y faisant 
P — e,  V = I , A =7  — I , B = e’, 
pour  avoir  rexpression  romplète  tle  l'are  hyperbolique. 

28.  Mais  il  faut  faire  iei  des  renianpies  semblables  à eelles  du  n"  2i. 
On  remarquera  doue  que,  puis<]ui‘  la  dinéreiitielle  est  transformée  en 


rfj 


l'angle  ^ diminuera  euntiiiuellement  tandis  que  x augmente,  de  sorte 

que,  eomme  (22)  .r  = i donne  x'==c,  x"=  2c 5 = »,  et  par 

eonsé()ucnl  9=^0,  l'angle  9 .sera  toujours  négatif  depuis  le  |ioint  où 
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a;  = i,  c'csl-à-^in*  (lt'|)iiis  le  Roniiiiel  de  l'Iiypei-Imle;  de  sorte  (|u'eii 
eliiiiigeaill  le  signe  de  9 dans  l'expression  preeédente,  l’anglê  f eroilra 
toujours  avee  l’are  liyperholii|ue  euiiipté  depuis  le  soiiiinel,  et  l’on  y 
pourra  appliipier  la  règle  iloniiée  ilans  le  numéro  rite. 

Ainsi,  nouitnani  u l’angle  laliulaire  ipii  aura  pour  sinus  ± ^ (eii^ 

supposant  ee  sinus  positif;  et  y l’exposant  du  rang  que  la  valeur  donnée 
de  .r’  tiendra  parmi  toutes  relies  (|ui  répondent  à la  valeur  trouvée 
de  I’,  après  les  avoir  rangées  suivant  l’ordre  de  leur  grandeur,  à ecmi- 
meiieer  par  la  plus  petite,  on  fera 

O = 180"  -e  M 00  = - 180"  — 

a a 

suivant  c|ue  y sera  impair  ou  pair. 

Kt,  pour  les  signes  de  x',  x" on  les  déterminera,  d’apri's  eenx  des 

railieaiix  R,  R',  R' par  les  formules 

. xK  . jr' R' 

jé  ==  - , 7= 

I — ÿ’X'  1 — 

de  .sorte  que,  eomme  1 — y’x’.  1 — sont  d(!s  (juantités  toujours 

négatives,  ainsi  qn’on  l’a  démontré  dans  le  numéro  préeédent,  il  est 
elair  <|ue  les  signes  de  .t'.  x",  .r',...  seront  les  mêmes  que  eeux  de 

— xR,  xRR',  — xRR'R" ou  (puis(|ue  xR  est  positif  ; de  —1,  R'. 

-inr.  R R R- 

D’après  ees  déterminations,  on  aura  doue,  pour  la  valeur  de  l’are 
liyperlioli(|ue  fen  eliangeant  le  signe  de  9), 

_ A + JL  r-  + y’*?"  X-  + + 

2/»’  \ a/>'’  a/j’^Xa/»"’  " a/>'’ X 2/>"’...  x 2';’ ’/ 

- ;7T  +/)  V-(/siM(i-  + ^sin’v  + ...)ros9; 

et,  eomme  cette  formule  devient  nulle  lorsque  x = 1 (ce  que  nous  allons 
démontrer),  il  s’ensuit  qu’elle  représentera  exactement  l’are  liyperlio- 
lique  pris  depuis  le  sommet  de  i’hyperliole,  et  <|ui  répondra  à l’ab- 
seissc.T  comptée  depuis  le  centre  sur  le  grand  axe. 
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29.  Pour  voir  ce  (|tie  celle  Ibrnuile  (loliiie  lorsque  jcp:i.  aui|uel  cas 
ou  aü''  = ‘3c  , il  faut  chercher  les  exprcs.sion.s  de  a?",  .r", . . . * en  x’,  et, 

pour  cela,  il  faut  commencer  par  chercher  celles  des  radicaux  K'.  R” 

Or,  puisque  à j-  = i rcjiond  x'=»  , il  est  d’ahord  clair  (|ue  dans  l’ex- 
j)rcssion  de  en  il  faut  donner  au  radical  U'  une  valeur  positive; 
ayant 

, i4o>y>-R' 

O.  P' 


Cl  R’  = v(  I —p'‘T'i)(l  _ 


on  aura,  lorsque  x'=x  , 


W=pfq'x' 


p_±Sl. 

■xp'q‘  ’ 


de  sorte  qu'à  cau.se  de/»'y’=^',  la  valeur  de  x’  sera 

ïq^  -t-  p’'  4 q’’ 

ipq' 

maisy>'’+(/'‘=4/>‘—  ay’:  donc 


= — = I . 

q> 

.Vu  contraire,  puisque  à x'=x  il  répond  aussi  x"=  * , il  faudra, 
dans  l’expres.sion  de  x"’  en  x’’,  donner  au  radical  K'  une  valeur  néga- 
tive; car,  en  prenant  sa  valeur  positive,  ou  trouverait  aussi  x’’  = ^, 

et,  par  la  même  raison,  il  faudra  prendre  négaliveineni  les  valeurs  de 
tous  les  radicaux  suivants  R",  R‘',.,.. 

On  aura  donc,  lor.squex  = i,  etx',x',...  inlinis. 


B-  -^p  q'^:- 

’ ip  q 

R':^  - iTq’j''  4- 
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Vl , ri’s  vali‘Hfs  étant  substituées  dans  les  expressions 


:tOt 


- q'^x” 


_ <K" 

1 — q"^x"~’  ' 


on  aura  (en  rojetaiil  les  termes  (|ue  la  supposition  de  a-',  æ-",... 
rend  mils) 

x-=-K^. 

1 

x-^Çx^=.-py:.x'. 

<i  11 

V VV  9 


inlinis 


doue  aussi  S = — 

q'qq’...s 

Par  eonse(|uent.  à eause  i\v  />  >/'  = q',  p“q"=q'^,  p’ g' =q'"‘ les 

termes  — ,,  J-",...  deviendront  — — > — . •••i  et  le 

terme — r-  deviendra en  sniniosant  £ = ar' “ . 

ip  ’ X 7- r’  • •• 

D’nn  autre  eôlé,  puisque  sin3  = pi  on  a,  lorsque  £ = x . 
floue 


floue,  efimmt- 


eoss>  I . P B ...  I- 

rolt<  — : — - = -. = jç  — — J 

sin?  suit»  q q ...» 


„ BX  " = '*■• 

X . X 2 


1) 

— eolŸ  = 


JtV 

ap'  X f»'*' 


La  l'ormiile  tin  numéro  préeédent  deviendra  ilone,  par  ees  substi- 
tutions, 

Ba:'  /'  I I 
*p’ 


x'  / I I . I \ Ba'  I 

\ ~ 4 *'‘-7  " ->P’  a”-'’ 
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:tOi 

iliint  lii  valeur  esl  éviileniment  nulle.  |>iiis(|ue  , 

Il  II 

' k~”'~ 

:J().  Au  reste,  |miir  éviter  reiiiliarras  i)ue  peuveul  eauser,  ilaiis  le  eal- 
eiil  lie  la  i(iii;;ueur  des  ares  liy|ieriiulii|iies,  les  valeurs  l'uii  grandes  des 
ijuanlités  ar’.  .r",...  près  du  soniniet  de  riiyperliole  où  x dillère  peu  de  i . 
ou  peut  employer  la  traiisiùruiatiou  indiquée  dans  le  ii"  16,  par  le  uiuyeii 
de  laijuelle  la  dilïereulielle  à intégrer  se  trouve  réduite  il  une  autre  de  la 
même  forme,  mais  doni  la  variable  sera  renrermée,  pour  Imite  rélendue 
de  riiyperliole,  entre  o el  i . 

Pour  eel  Hîet  on  fera,  dans  les  formules  du  numéro  que  nous  venons 
de  eiter,  = a-,y=  i , = e,  y = i ; el  prenant  les  signes  inferieurs,  un 
aura,  pour  la  nouvelle  variable  u.  l’expression 


^/(  I — 1 1 1 — x‘‘) 


|)[X‘—  l) 
e-x‘  — I 


qu’un  voit  être  égalé  à zéro  lorsque  a-  = i , el  égale  à ^ lorsque  x - -x.  ; 
de  sorte  que  la  valeur  de  u eoinmeneera  avee  l’are  liyperlmliqne  el  ira 

ensuite  en  augmentaiil  avee  lui  jusqu’au  maximum  u — i,  qui  répondra 
à la  liranelie  iulinie  de  riiyperbole. 

Par  relie  sulisliliilion , la  dilTérenlielle 


sera  transformée  eu 


i)tix 

v(i  — — X') 


( e‘M’  — 1 ) </« 

^ ( I — e“«’)(  I — «') 


rf/. 


en  supposant  (|ue  la  funetion  e’.r’— i devienne  P -t-  '</•  par  la 

-j.-  . î É 

substitution  de -^1 — --  à la  plaee  de  j *.  el  faisant  t — xu,  a = i -t-  e»/, 

a cause  de  /=  i et  F = o;  ce  qui  donnera  ij  = cl  par  eonseqiieni 
aQc/r  = c^d{xu). 
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Ainsi,  l'ari'  liyptM'Iinlique  répondant  à l'ahscisse  a- sera  é(;al  à la  cjiian- 
lité  algéliriquo 


inuins  l'inlégrale  de 


, e’x  Jx’  — I 

e’xii  = — — ^ — , 

^e’x‘—  I 

(i  — e’u’)(/ii 
^(i  — e'«’)(i  — «•) 


pris»-  depuis  u = o.  Et  il  est  évident  que  eette  ililTérentielle  rentre  dans 
le  cas  de  relie  de  l’are  ellipti(|Ue,  dont  nous  avons  donné  l'intégrale 

dans  le  n®  23:  ear  si  l’on  fait  u = •->  elle  devient 

e 

[I  — .f)»/) 

en  sorte  qu’il  n’y  aura  qu’a  supposer  dans  les  formules  île  ee  luiinero 


. ' D ' ' 

\ — -I  B =; , /'  '•  </ = -'  x=y—fit. 


et  prendre  l'intégrale  depuis  y = o jusqu’à  _y  = i pour  toute  la  longueur 
de  l’are  liyperliolique. 

A l’égard  de  la  partie  algehriqile  ■ il  n’est  pas  dillieile  de 

ve’ar’—  i 

voir  qu’elle  représente  la  tangente  à l’Iiyperlmle  prise  entre  le  point 'de 
eonlaet  et  la  reneonlre  de  la  perpendieulaire  menée  du  rentre  de  l’Iiy- 
perliide  sur  la  même  tangente;  ear  la  partie  de  la  tangente  prise  entre  la 

- , I I W _ I 

eourlie  et  l’axe  est  i et  la  partie  entre  l’axe  et  la  perpen- 

dienlaire  est  » dont  la  somme  est  '■ 

X V e‘x‘  — I y f‘X'  — I 

Ainsi,  l’ititégrale  de 

(1 -.»■’)  dr 
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:iü'i 

«‘X|)i'imi‘ni  |iro|ireiiU!iU  la  ililTéirnce  ou  l'exi'ôs  de  la  taiigeiilo  |)i-is«’ <*iili-o 
lu  coiirlif  el  la  iHTpi'itdu’ulaire  ineiu'-o  du  roiilrc  sur  l’arc  liYpcrlioiii|ii<! 
ipii  repond  à rcltc  Uiif^ciilc. 

31 . Nous  avons  cniplovc  juscpi'iri,  pour  la  rccliticalion  de  l'ellipse  el 
de  riiyperlxde,  les  transformations  (|ui  servent  à augmenter  l'inégalité 
des  l'acleiirs  sous  le  signe;  nous  allons  maintenant  faire  usage  de  celles 
qui  diminuent  cette  inégalité,  el  que  nous  avons  exposées  <lans  le  n"  1 1 
et  les  suivants,  el  nous  li“s  appliquerons  d'abord  en  général  à la  foriniile 


On  fera  donc 


(A  a-  Bjr’)rfr 
v(i— — 

, P Q — 

/'  = — ’ V = V /'V  • 


. ’«>x’  + I — R 

X’  ---  -f 1 


, "a’'x'-ei  — 'R 

r‘  =.  J , 

’ P' 


en  supposant 


Il  = vC  — 'K  v^( ' — >’ i + 'q-'x’) 

cé  qui  donnera 


el , par  le  n“  13, 

x'dx  _^dx  ( I — ï p'  X' ) d 'X 
~R  V * '9*'K  ’ ’ 

où  les  nouvelles  variables 'x,  ’x,...  s»Tont  nécessairement  réelles,  ainsi 
que  les  quantités  radicales  'R,  ’R,...  ( n"  12). 


x'R 

I — y X'’ 

dx  d ’x 

¥ ' R 


’x’R 


d"x 


Digitized  by  Google 


DE  CALE  DI.  INÏECKAI., 


305 


Ainsi,  la  (iiflV-i'oiiliflIt;  ^ ^ ^ ticvieiidra  successivonnnit 


(’  A -i-  ’B  'x’j  il  'x 

Bz/j- 

K ^ 

’ 

CA-i-'B*a:‘)(/"x 

B</.r  'R(/’a- 

'R  ^ 

'q!  Ÿ 

(*a4  ”B*x*)(rx 

B(/x  ‘Bz/'x 

'B 

"y  '</' 

et  ainsi  (le  suite,  en  faisant,  pour  alné}>ei'. 


”B(/V 


'A  A-J\<  'A_A-Jî., 

q>  f 


•h  = b1?- 

V 


<!' 


'B  - -b  '^/?. 
V 


De  sorte  (jiie  si  | est  un  ternie  (iuelron(|iie  île  la  si'rie  x.  'x.  "x 

le  lenne  ipii  le  priH-ède  dans  la  mi'ine  série,  et  r,  s les  deux  ternies 

eorrespondants  des  séries  />,  p,  ’p q,  q,  r',  s les  termes  qui  les 

précédent,  la  diflertnitielle  proposée  sera  Iransforinée  en  celle-ci 

(/■'  \ </’  a-  «’  (/’•  ■ ' 


r r V 

(C-i-  D>M'/f 


dans  laquelle  on  aura 


A + ^ I 1 

<l’\ 


l'p^  ■>. 'p'  X ■>  */<’ 

Y ^ "v’Y 


^ 'p‘  X a '/)=  X . . . X ar^> , 


Y "q‘'q’...s- 


• X TC’ 


32.  Pour  l'ellipse,  on  fera , coninie  dans  le  n“  23,  .A  — i , B = — e’, 

= I , ^ = e <;  I , et  les  nonilires  p,  p,  ’p,...,  r;  q,  ’q,  ’q s foriueronl 

donc  deux  séries,  la  première  descendante  depuis  l'unité,  et  la  seconde 
ascendante  depuis  la  valeur  de  rexcentricité,  lesijuelles  se  trouveront 
toujours  séparées  par  un  intervalle  i|ui  ira  en  diminuant  de  plus  en  plus, 
II.  3.1 


Digitized  by  Google 


I 


3(>n  SUK  UNE  NOUVELLE  MÉTHODE 


en  sorU*  (|in*  Ii*s  Icniics  r<‘l  jseronl  ronliTnK-s  «iilir  i i*l  e cl  ii|(|)roclic- 
ront  d'aiitaiil  plus  de  réj»alité  que  le  iiomhre  des  lernies  qui  les  prè- 
eèdeiil  sera  plus  grand. 

Et  il  est  facile  de  se  eunvainere  par  le  calcul  que,  quelque  petite  <|tie 
suit  la  valeur  île  e,  peu  de  tenues  siilliront  pour  rendre  les  valeurs  de  r 
et  s presque  égales. 

Or,  dans  l’ellipse,  on  a x’=  ou  < i : donc  'q^ar^  sera  < i ; en  sorte  que 
I — ’y'x’.sera  >o;  mais  (i  — R’-t-(/j— comme  on  peut 
s’en  convaincre  par  le  calcul , à cause  de  'q^  = /tqx  donc  i — ’ R. 


et  V/’  ’x’  + R < I : ainsi , comme  'x^  - x , ou  auni 

' ^ 1 p' 


P' 


'o’jc’-t-  I — K ^ 'o'x’-t  I H-  R ^ 

= J < J < 1. 


D'où  l’on  voit  que  'q^x^  étant  < i,  on  aura  nécessairement  < i, 

et  cela,  suit  qu'on  prenne  dans  la  valeur  de  '.r*  le  radical  R positif  ou 
négatif. 

Or,  ’q*  étant  <’/>’,  on  aura  donc  aussi  'q*'x‘<^i,  et  de  là  on  trou- 
vera, par  un  raisonnement  semlilalile,  , et  ainsi  de  suite.  Donc 

r ’ I’  < I , et  à plus  forte  raison  r’  < i . 

On  pourra  donc  siipposttr  r|  = siny,  ce  qui  changera  la  différentielle 


eu  celle-i‘i 


(C-e  I) ;■)(/• 

v"(i-r'5»)(>— «■;’) 


L D.,\j  /U  Dirf?  1)  , 

I 1-  — sin’o  rfo  I 1 ;|  Cüssrfv 

' r r*  ^ f ^ \ r r'j  rusa  r’  ^ 


. / i’sin‘o  / r*  — i' 

y/' ^ y/ 1 -t-  laiig-î 

qui  sera,  comme  on  voit,  toujours  plus  petite  que 


dont  l’intégrale  est 


\r  r'/  cosif 


-cosçi/s. 


-j  log  umg  |45“ 


U . 

-sin?. 


1 

I 

I 


1 
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Di'  même,  en  niisaiil  = on  aura  la  Iraiisformé* 


,C  I)  I»  . , 

_ -I-  _ J-  _ — 

\ J J*  eos  i+i  ** 


\J  ' - lann-<{. 
(|iii  sera  par  eonsé(|Uent  plus  grande  que 

don(  l'inlégrale  est  paivillement 


üe  sorte  qu'on  aura  parce  nioveli  deux  limites  entre  les<pielles  la  valeur 
de  l’intégrale  de  la  dilTérentielle  en  question  sera  iiécessaireineni  ren- 
fermée, et  qui  seront  d'autant  plus  resserrées  (jue  les  eoellieients  r et  s 
seront  moins  inégaux. 

.Mais,  pour  avoir  une  intégrale  plus  approeliee,  on  emploiera  les 

séries,  et  pour  ret  effet  il  .sera  à propos  de  faire  =siyj . ee 

qui  réduira  la  dilTéri'iitielle 

v(i—  r’4’)('  — *■•?) 

à ectte  forme 

s(i  — a’lanc‘0 

en  sup|)0sant 


Or,  le  eoellieient  a”  étant  fort  petit,  on  pourra  réduire  en  .série  le 
radieal  v'7  — tang'y  ; de  .sorte  que  1a  différentielle  deviendra 

/ 3 \ 3.5»' 

3i(. 
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laquelle,  .à  eaiise  de 


i.iiig“9 

COSip 


(lann'?  --  lanx' 


es4  réduetible  à eette  Ibriiie  plus  simple 

3*'  3 5o“  I 

-t- j-^3tang"cj) -4-  (|Î4- jr)iang"ç...  | r<isv'/î'. 

et  aura  pt)ue  intégrale 


rt  log  lang  ^.{5"+  I j 

— « -4-/laiig=ç  4-  g Wng‘v  4-  h taiigy  +-  i lang’s  + . . .)siiio 

en  faisant 

, 3 a’,,  3.5  a’,  3.5,7  3a’  , 

„ . . 3 _ _ _(3  + , 4-  . y ) 

_ 3.S.7.P  3a’  _ ^5.74)^  (3  4.1  + 

a. 4. 6. 8 2.4'^  2.4.6.8.10  2.4.0 

• ,•  ' 5.7  3a’, , , 

■^""2  7<^'^'''>“2"17^'^2:4T’a'’.4*^  ‘ 


la',  7 3a’  , 

«■^?7^“  476  ï:4<'^'’  •’ 


33.  Otte  expression  n’est  sujette  à aiieiine  ainliigiiité  de  la  part  de  la 
valeur  de  'jp.  ear  on  voit  qu'elle  demeure  la  même  en  augmentant  on 
diminuant  9 d'un  multiple  quelron(|tie  de  la  eireonférenre,  et  si  l'on 

voulait  mettre  180”  ±9  à la  plaee  de  9,  alors  tang  ( -t-  devien- 

drait négative,  et  son  logarithme  imaginaire;  c’est  pourquoi  il  faudra 
toujours  prendre  pour  9 l'angle  tahulaire  qui  répond  au  sinus  r|. 

.\  l'égard  des  radicaux  ’R,  "R,...,  on  pourra  les  prendre  à volonté 
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positifs  ou  iiogalifs;  si-iilt'uifiil,  il  f:ni(lr:i.  avoir  soin  <Iü  (lonncr  ensiiil4- 
aux  (juaulités  'x,  ’x,...  les  si{;nes  eoiivenaljles  d’apiès  les  formules  du 
ii“  31.  Eu  prenant  ees  radicaux  po.sitivenieiil,  toutes  les  quaiilitês  '.r. 
'x,...,  £ seront  positives  et  deviendront  milles  lors<|ue  .t  = o,  eomiiie 
on  le  voit  par  les  formules  du  numéro  cité;  ou  aura  doue  aussi  •p  — n 
loisique  x = o;  et  eomme  l'intéfîrale  précédente  devient  aussi  nulle  dans 
ce  cas,  on  aura  donc,  pour  l’are  ellipliipie  répondant  à l’aliseisse  x prise 
depuis  le  centre  dt‘  l'ellip.se  sur  le  jjrand  axe,  cette  expression  eompléle 


A + liai  ^ ’ y • ■ A 

y‘\  "ï'  'V"9'  ■ <l‘  q‘...s=  V 

- a log  lang  ^.{5"  4-  — o-e/ wng’y  + firtaiiK'p  4-  . . ,)siiiy. 


Pour  avoir  le  (|uart  entier  de  l'ellipse,  on  fera  x = i,  ce  qui  ilonne 
K = O et  'x’=  ; doue  ’p’  '.r*=  ^ ■ < i;  et  de  même  les  autres 

t p’  • -X 

i)uantités  ’/>* ”x’,...  seront  île  plus  en  plus  au-ilessous  de  l'unité,  ce 
qu'on  peut  démontrer  généralement  ainsi. 

H 


Puisque  ’p*  ’x’  = ^ ^ ' 


et  ‘y’'x’<i— R,  on  aura  (3sïj 


’/>*'x*-  ' I — R;  mais  R >■  i — />’x’,  ii  cause  de/)’'  - q*\  donc  '/>’  '.r’</»''‘x*; 
et  de  la  même  manière  on  prouvera  que  "/>’’x’<'/>’'x’,...:  de  sorte  qui- 

les  quantités  px,  'p'x,  "p'x r%  formeront  une  série  décroissante. 

.Ainsi,  lors  même  que  px—\,  la  valeur  de  r£  sera  toujours  moindre 
que  I , par  conséquent  l'angle  p sera  moindre  que  ç)o  degrés,  et  d'autant 
moindre  que  le  terme  r%  si'ra  plus  éloigné  de px\  ainsi,  on  n'aura  jamais 
à craindre  que  l'expres.sion  précédente  contienne  des  termes  iuliuis  lU 
devienne  par  conséquent  fautive. 


.34.  Pour  l’hyperbole,  on  fera,  eomme  dans  le  n"  it, 

\ — — I , Il  =z  e’,  P =:  e’  7>  1 , 7 — I . 

.Ainsi,  les  nombres  p,  '/>,  f iront  en  diminuant  depuis  la  valeur 

de  e,  et  les  nombres  7,  'q,  "q,...,  s iront  en  augmentant  depuis  l’unité. 
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fil  .viiTf  qiif  t-fux-lii  .s’approrlif l'oiit  df  pliix  eu  plus  de  l'uuv-fi,  mais  fii 
dfiiifuniiil  toujours  plus  grands;  l'itpendant  la  diUÏTeiicf  si>ra  liientôl  si 
pftilf , qu’on  pourra  regardor  r fl  s fuiiiim-  prfs<|ue  égalfs. 

Maiiitfiiaiit,  011  a dans  l’iiyperhole  ou  >i.  donc  i>o; 

par  roiisfqufnt  . piiisquf  (’y’ a-“  — i )*  = R’ -H  f/>  — y i’ x’,  ou  aura 
'</■'  x’  — I > R fl  I -1-  R < 

Or 

’ç’x’ -t-  I — R Cç‘x'-*-i)' — R‘  a.r* 

~ 3'/>-'  i»‘/>'('y’x‘ -f- I -^tïj  ~ ’/y’x’ -r  I -H  R’ 

il  raiisf  df  'ÿ’x’-)-ij“  — R^  = ( /t  doiif  'x“  > fl 

par  fuiisfi|Ufiit  ’y’'x’>i.  Et  ffllf  int-nif  cuiu'iusioii  aurait  lifu  à plus 
turlf  raison  fii  donnant  au  radiral  R une  vaifur  nogalivf , puisi|Uf  alors 
la  valfur  df ’x-’  fii  df  viendrait  plus  grande.  Ayant  doue  '^’',r’>i,  on 
aura  aussi  "ç’ "x’ > i , e t de  là  on  prouvera  par  un  rai-sonnenienl  sem- 
Idaldf  que  "y’  ’a'“  > i , et  ain.si  de  suite. 

Doue  en  général  p- 1 , et  h plus  forte  raison  > i . 

On  pourra  doue  supposer  rB  = -r- - ou  = — et  l'on  trouvera, 
' Il  - sini}' 

eoniilie  dans  le  n"  32.  que  la  dilTérentielle 
v(i  — 

sera  renfermée  entre  ees  deiix-ri 


, t;  D I ,<;  ■ Il  . rfi 

- ) — 3-  el  — - -t-  - 77-  ■ 7 , 

\r  r'sm  Ÿ.l  eosv  J'siii’if/  ros'i 


dont  les  intégrales  sont 


(7-  i!)  '"K  umg(45“-  2) 

(7 -^7)loBlang  (45»- |) 


/■’  sin  V ’ 

n 

i^siii'^ 
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Milis.  |mur  avoir  uni'  iiil(‘),’ral<"  plus  approchéo,  ou  fora 


:tll 


ol  la  (lilïoreiitiollo 


* sin^’ 

(C  4-  !>;■)>/; 
v(T-  r-5>H.  -Vy) 

iloviouilra  par  rotio  suhslitutioii 


\ 00*4  0 sin*9  j 


v/ 


a' 

cos*  G 


ou  oousorvant  los  valeurs  de  a,  /3,  y du  li“  32.  .Ainsi,  puisque  *’  esl  une 
ijuaulité  fort  petite,  on  pourra  réiluire  en  série  le  radieal,  ee  qui  donnera 
relie  IransIVirinée 


/ ^ yg»^?\ 

( 1 4-  * **  4-  *'  **  -f.  \ 

V rosç  siii‘9  ) 

\ 2 cos*9  2.4  ros*9  2.4.6  cos'^v  * */ 

laquelle  peut  être  eliaujîée  en  eelle-('i 


ros9 


COS  O 


î!  ? y i ? 

2 COS*  9 2 COS‘9 


3a*  3 y 
2,4  cüs’9 


3a*  3 3.5a*  ^ y a //y 

2.4  cos*9  2.4.6  cos’'o  '**/sîn*9 


(loni  rînlôgralc  sera  <ie  la  foniie 


«logtang(45“  — -5^)  — (^  + y — « 4--  H 1 

' 1/  V cos’9  ros'^  eos'a  eos’o  /sin^ 

en  eonservant  les  expressions  des  quantités  a,/,  g.  A,...  données  dans 
le  11“  32. 


35.  (xtinme  l'are  hyperboli<|ue  ne  eominenee  qu'au  point  oii  .e  = 1 . il 
faudra,  pour  avoir  la  valeur  exaele  de  l'are  i|ui  répond  à une  aliseis.se 
t|uelroni|ue  x,  retranelier  de  l’intégrale  la  valeur  (|ui  répond  ii  x=-t. 
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Ainsi , en  su|i|)osaiil 


\ - 


R / '/>' . 1 X 7 "n' , 

(/’'  9‘  Y (/■ 


"X  t'p‘ . . . itr' 

*'  "ï'Y  • *’ 


=■) 


- « li(g  laiig  (45“—  — (3  4 y — « 4-  — ^ +...J  -A-  • 

et  nimiinani  K la  valeur  de  X lursi|iie  jt  y devient  é(;al  à t , uti  aura  X — K 
|mur  re\|iressiun  eiiui|>liTe  île  l'are  Ityperliidiiiue  i|iti  rêpotid  à l’ali- 
seisse  j-  prise  depuis  le  eentre  sur  le  f;rand  axe. 

Qiiatit  il  rati(;le  9.  un  prendra  relui  qui  dans  les  laides  répund  an 

sitius  1 et  euniiue  tioits  avuns  vu  (|lie  r^V  et  sont  tou- 

. ;r‘  + s’  • 


’ V ï 

jours  >1.  il  s'ensuit  que  eel  angle  sera,  dans  Ions  les  eas,  uloindre  que 
i)(>  degrés,  en  sorte  que  lang(  4à" — ||  et  eosîi  ne  seront  jamais  nuis. 

Pour  les  radieaux  R.  'R il  .sera  lilire  de  les  prendre  positivement 

ou  negativetnent . pourvu  qu'on  ait  soin  de  dontier  les  signes  eotive- 

naldes  aux  i|uantiles  'æ,  ’ir d'apriis  les  rormnies  du  n“  31 . .Mais,  eti 

les  pretiatit  tous  tiégalivemeiU . on  aura  l'avantage  iiue  les  valeurs  de 
"x’,...  seront  plus  graiidi's,  et  (|u'uinsi  l'angle  9 sera  moindre:  de 
plus,  les  valeurs  de '.t, ’x....,  ï seront  alors  toutes  positives,  puisi|tte 
I — I — '(/'”x’,...  sont  néee.ssairemenl  tiégalives. 

On  pourrait  etilin  faire  servir  aussi  pour  l'iiyperhole  les  résultats 
trouves  préeédetnmenl  pour  l'ellipse,  eti  employant  la  transformation 
indiqitée  datis  le  ti°  30;  il  ti'y  aurait  pour  eida  qu'à  faire  dans  la  formule 
getierale  du  ti"  33 


/<  = i. 


et  mettre  au  lieu  de  x 


(iette  formule  dotinerait  alors,  pour  une  ahseisse  (|ueleom|ue  a-,  l'exei-s 
de  la  tangente  prise  etitre  la  eourlie  et  la  perpetidieulaire  menée  du 
eentre  sur  l'are  hyperbolique  qui  répond  à relie  tangente. 
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COllHBES  TAUTOCIIRONES-'. 


( Mrntftirrs  tîr  l*  -fradênur  myair  fir%  Si'irnrr.\  rt 
dr  t.  XXI,  1765.) 


On  appelle  en  général  eourlie  lait/œfirone  une  eouiiie  telle,  t|u<-  m un 
eorps  se  nient  le  long  de  sa  eoneavité,  soit  en  montant,  soit  en  deseen- 
ilant,  il  emploie  toujours  le  même  temps  à pareourir  nn  are  (pieleonque 
pris  du  point  le  plus  bas. 

M.  Huygens  ayant  démontré,  dans  son  fameux  ouvrage  intitulé  : Hoiv- 
logium  oscillatorium , que  la  eyeloide  était  la  tautoelirone  des  eorps 
pesants  dans  le  vide,  eette  déeoiiverte  exeita  la  enriosité  des  (iéoini'tres, 
et  les  engagea  à eherelier  une  méthode  direete  et  analytiiiue  pour  ré- 
soudre le  l’rohlème  du  tautoelironisuie  dans  une  hypotlièsi*  queleonque. 
Problème  qui  est  |ieut-ètre  un  des  plus  curieux  et  en  même  temps  des 
plus  dilliciles  de  la  .Mécaniijue. 

.MM.  Jean  Kernoulli  et  Euler  se  sont  particulièrement  appli(|ués  à cette 
rechercbe,  et  ont  donné  presque  en  même  temps,  l'un  dans  les  Memoin-s 
de  r Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  l'année  17  50,  et  l'autre  dans  le 
tome  IV  des  Commentaires  de  l'Académie  de  Péterslmiirf’.  et  ensuite  dans 
le  second  volume  île  sa  Mécanique,  des  métliodes  très-ingénieuses  pour 
déterminer  les  tautocbroncs  dans  un  milieu  résistant  comme  le  carré  de 
la  vitesse,  et  dans  quelque  hypothèse  de  pe.santeur  ipie  ce  .soit.  Ces  mé- 
thodes, qui  sont  les  méme.s  quant  au  fond,  consistent  à faire  en  sorte 

(•)  Lu  dans  du  4 nvars  *7^7- 
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que  l’expression  généi-ale  du  temps  ^ ^ devienne  égale  à une  fomiion 

de  dimension  nulle  tie  deux  quantités  queleom|ues,  l'une  eonstaiite  A et 
l'autre  varialde  X,  telles  qu’en  faisant  X = A un  ait  le  temps  total  depuis 
le  eoinmeneement  du  mouvement  jusqu'à  sa  tin.  Oir  alors  la  quantité 
i|ui  dépend  de  l'are  total  i|ue  le  eorps  doit  pareourir,  s’évanouit  néces- 

rJx 

— ! lors(|ue  X = A,  et  par  eonséquenl  l’ex- 

|iression  du  temps  se  trouve  entièrement  indépendante  de  la  longueur  de 

eel  are.  Or,  pour  cela  il  sullit  i]ue  la  quantité  dilTérentielle  ^ soit  elle- 

même  une  fonetion  de  dimension  nulle  de  X et  de  .A,  comme  par  exemple 
(iV 

— =pj  et  d’autres  sembialiles;  condition  à laquelle  il  n’est  pas  difFicile 

de  satisfaire  lorsqu’on  pi'Ut  avoir  l’expression  de  la  vitesse  u,  ce  qui 
arrive  quand  la  résistance  est  nulle  et  quand  elle  est  proportionnelle  au 
carré  de  la  vitesse;  mais  il  n’en  est  pas  tout  à fait  de  même  dans  les 
autres  cas  où  réipiation  en  ii  n’est  point  intégrable.  Aussi  les  deux 
grands  Géomètres  dont  nous  venons  de  parler  n’ont-ils  con.sidéré  d’autres 
bypotbèses  de  résistance  que  celle  du  carré  de  la  vitesse,  et  M.  Fontaine 
est  le  seul  qui  ait  faitius<]u’iei  quelques  pas  de  plus  dans  cette  recherche. 
.Sa  méthode  est  fondée  sur  un  calcul  particulier  qu’il  appelle_/7«,r(V»-rfÿ'c- 
renliel  et  qui  consiste  à faire  varier  les  mêmes  quantités  de  deux  ma- 
nières diflérentes;  et  l’on  peut  regarder  l’ouvrage  qu’il  a donné  sur  celte 
matière  comme  un  des  plus  beaux  qui  se  trouvent  parmi  les  Mémoires 
de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  et  surtout  comme  celui  qui  a le  plus 
contribué  à la  célébrité  de  cet  illustre  Mathématicien. 

Mais,  quelque  profonde  et  quelque  ingénieuse  (|ue  soit  celte  nouvelle 
théorii*  des  tautochrones,  il  faut  avouer  qu’elle  laisse  encore  beaucoup  à 
désirer.  Lorsqu’il  n’y  a point  de  résistance,  et  que  par  conséquent  la 
force  accélératrice  du  corps  est  entièrement  indépendante  de  la  vitesse, 
on  sait  depuis  longtemps  ()ue  le  tautochronisme  exige  que  celle  force 
soit  proportionnelle  à l’espace  qui  reste  à parcourir.  Mais  quelle  est  en 
général  la  force  nécessaire  pour  produire  le  tautochronisme,  en  la  regar- 
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danl  comme  une  fonction  quelconque  de  l’espace  et  de  la  vitessi’?  Voilà 
le  Problème  qu’il  faut  résoudre  pour  avoir  une  lliéorie  générale  el  com- 
plète des  tauloelirones.  M’étant  occupé  de  ce  Problème,  voici  la  solution 
que  j’en  ai  trouvée,  et  qui  est,  si  je  ne  me  trompe,  générale  et  nouvelle. 

Solution  du  Problvme  des  tautochrones. 

Soient  u la  vitesse  du  corps  eh  un  point  quelcuii(|ue  de  la  ligne  c|u’il 
décrit,  P sa  force  accélératrice  dans  ce  point,  x l’espace  (|u’il  a encore  à 
parcourir,  et  a r<-space  total  ilepiiis  le  point  d’où  le  corps  est  parti  jus- 
qu’à celui  où  il  doit  arriver:  on  aura,  comme  on  sait  (à  cause  que, 
X croissant,  it  iliminue),  ré(|uation 

uJu  ^ pdx  — o. 

Kt  le  temps  que  le  corps  iloit  employer  à parcourii;  l’espace  x sera 
exprimé  par  j de  sorte  qu’en  faisant,  après  l’intégration,  x = a,  on 

aura  le  temps  total  depuis  le  commencement  du  iiiouvenicnt  jusqu’à  la 
lin.  Ur,  ce  temps  doit  être  indépendant  de  l’espace  parcouru  a,  par  la 

rdr 

nature  du  Problème;  donc  il  faut  que  la  valeur  de  j — soit  telle,  qu’en 

faisant  x = a,  a s’évanouisse  entièrement. 

Soient  X une  fonction  quelconque  de  x,  et  A une  pareille  fonction  de  a ; 
il  est  clair  que  la  condition  dont  il  s’agit  aura  lieu  si,  en  faisant  \ = zA, 
el  substituant  la  valeur  de  x tirée  de  celte  équation  dans  la  formule 

/dx 

—■>  cette  substitution  y fait  disparaître  la  ijuantilé  a el  la  réduit  à 
n’étre  qu’une  fonction  de  car  aloi*s  la  supposition  de  = « donneni 
X = .\  et  par  conséquent  i = i;  de  sorte  que  la  formule  j ~ aura  dans 

ce  ras  une  valeur  déterminée  et  indépendante  de  ti.  Donc,  si  l’on  dilïé- 
renlie  celle  formule  en  faisant  varier  ,r  el  a,  qu’ensuite  on  suppose 
dr  = X'dX,  da  = A'dA  (X'  étant  une  fonction  de  X ou  -r,  et  .\'  une 
paiville  fonction  de  .V  nu  a),  et  qu’on  mette  à la  place  de  dX  sa  valeur 


SDH  LES  CODKBES  TVDTÜtlIKONES. 


;tiO 


\(/z  1-  zi/.\,  il  tauiti'ii  qu«'  le  coefTieieiit  de  dA  suit  éj,çal  à zéro.  Ola 
|»i)se,  eoninie  lu  vitesse  u doit  dépendre  des  deux  quantités  x et  a,  sup- 
|msoiis  (|u'en  les  luisant  varier  toutes  deux  eu  même  temps  on  ait  la  dil- 
rérenlielle 

du  = l>rfx  H-  Qf/«, 

il  est  clair  ([u’on  aura  d'ahord,  en  vertu  de  re<|uation  udu  -t-  pd-r  = i». 


V — 


- F- 


lisiiite  la  fliflérentielle  de  j — sera,  dans  la  même  .supposition. 


<h-daf^; 

U J u‘ 


laijuelle,  en  l'aisant  les  substitutions  eonvenables,  c’est-à-dire  en  met 
tant  X'(Adz  +-  zdA)  au  lieu  de  da-,  et  A'dA  au  lieu  de  du,  deviendra 


Il  \ Il  J H’  J 


Doue  il  faudra  (|ue  l'on  ail 

U J U- 

e’esl-à-ilire,  en  l emeltanl  pour  : sa  valeur  et  faisant,  pour  plus  de  sim- 
plicité, XX  I et  A.V—  *, 

; l’Q'ér 

- — a f - - — O. 

Il  J W 

D'oii,  ni  faisant  varier  ;r  seul,  on  lire 

aiix  ’ 

et  menant  pour  sa  valeur  P,  ou  bien  — 


Q - 


dx  U 


Digitized  by  Google 


SCR  LES  COCRBES  TACTOCH  RONES. 


321 


De  sorte  i)ue  la  valeur  coin|iU;le  de  du  sera  en  général 

U \ ax  U J a 

I élatil  une  idnetiiin  (|ueleonque  de  x,  et  a une  pareille  lunelion  de  a. 

Maintenant,  soit  R le  facteur  cuniposé  de  x et  de  u.  qui.  multipliant 
l’équation 

U 


dans  laquelle  a est  supposé  constant,  la  rendrait  intégrable,  il  est  évi- 
dent que  ce  même  facteur  étant  regardé  comme  une  fonction  de  u,  x et  a 
doit  aussi  rendre  intégrable  l’équation 

, pdx  /iidl  pf  \ da 

du  4-  C I -t-  O \ 

U \ ax  II  / a 

donc  il  faut  que  l’équation 

„ l “dl  pl\  /udli-^pdx  da\ 


da 


soit  intégrable:  et  comme  le  terme  — est  une  fonctiou  de  a seul,  et  que 
les  termes  contiennent  point  a,  mais 'seulement  x et  «,  il 


■Pi 


s’ensuit  : i”  que  le  multiplicateur  commun  R doit  être  une 

quantité  constante,  c’est-à-dire  que  R doit  être  réciproquement  propor- 
tionnel à <1RC  par  conséquent  la  quantité  ‘I"'* 

être  une  différentielle  complète  de  x et  de  u. 

Soit 

u‘d^ 


dx 


ce  qui  donne 


-!-pl  = r. 


u>dl 


P-\  \dx' 


II. 


4' 
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et  I’kii  Mni'a  lu  transformée 

\udu  — u’rfj  dx 

■ Vr  T’ 

laquelle,  en  faisant  f=y,  se  changera  en  celle-ci 

ii'dr  dx 

TF 

Or.  comme  s e.st  une  fonction  «le  x,  il  «!st  visible  (|ue  celle  i)uanlilé  ne 
saurait  être  une  «lillérenliclle  complète,  à moins  que  — ne  soit  uni'  Ibnc- 
lion  (le  V seule. 

Donc,  si  l’oii  (l(>unti‘  par  f (/)  une  fonction  «pielconque  «le  j,  il  faudra 
<|ue  l’on  ait  r—.u^f  (_y),  c’est-à-dire,  à cause  de  y z=  r = «’  ç.  ^ • 

Donc,  en  substitu:in(  (*(*U«*  valeur  de  r dans  rèqiiation  ^ ^ nn 

aura 

.-{•jfi-âi 

Telle  est  l'expression  générale  de  la  force  accélératrice  néces.saire 
pour  le  tautochronmme,  où  £ peut  être  une  fonction  quelconque  «le  x, 


et  f ( v)  une  fonctioii  quelconque  de 


Rr.MAnQi.E.  — l,a  solution  précédente  est  fondée  sur  eetle  cousidéra- 

rdx 

— doit  devenir  une 

fonction  de  la  seule  variable  z.  Soit  donc  II  f;)  cette  fonction;  on  aura 
en  général 

j T 

la  eonstante  c devant  être  telle  que  soit  nul  lors«|ue  x = o.  Or, 
pui.sque  X est  une  foiielion  quelconque  de  x,  supposons  «|u’elle  devienne 
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fjjalt-  à/(|uiitnl  a-  = o;  i‘l  l’on  aura  dans  ce  cas  3 = ^'  ‘l'*"*"  landra 
II  ({)-.c  = ... 


I|UC 

cl  par  conscqiH'iit  que 
de  sorte  (lu'uii  aura 


c = -n  ({), 

/Iff  - 


d’où  l’on  voit  que  la  valeur  île  j ~ contiendra  nécessairement  la  qiiaii- 

tiU’  A,  à inoiiis  que  y ne  soit  égal  à zéro.  Donc  il  faut,  pour  l’exactitude 
de  la  solution,  que  la  fonction  X soit  telle  qu’elle  s’évanouisse  lorsque 
,r  = o;  et  cumnie  ç = XX',  il  faudra  aussi  que  la  <|uanlilé  £ devienne 
nulle  dans  le  meme  cas. 

Exkmpi.f..  — Supposons 

/,  jg,  A étant  des  constantes  quelconques,  nous  aurons 

Soit  ^ = i.  en  sorte  que 

P ^ I "P  O', 

et  l’on  trouvera  par  l’intégration 

5 = Cc  •' 


/ 

I' 


C étant  une  constante  arbitraire  qu’on  déterminera  par  la  condition  que 
1 = 0 lorsque  j = o (Remarque  précédente):  de  sorte  qu’on  aura 

C-  / 

4* 
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cl  par  conscqucnl 


üii  voit  par  là  que  pour  que  le  tautochronisme  ait  lieu  dans  un  milieu 
dont  la  résistance  serait  en  {{énéral  —gu  — ku^,  il  faut  que  le  mobile 

soit  sollicité  par  une  force  proportionnelle  à Ç,  c'est-à-dire  à — ■ 
■r  étant  l'espace  à parcourir. 

Si  ^ = o,  c’est-à-dire  si  la  résistance  du  milieu  était  sim|ilement  pro- 
portionnelle à la  vitesse,  on  aurait  (en  su[iposant  k inliniment  petit)  la 
force  proportionnelle  à x;  et  il  en  serait  de  meme  si  la  résistance  était 
tout  à fait  nulle.  Ce  qui  s’accorde  avec  ce  que  l’on  sait  d’ailleurs. 

Au  reste,  ces  cas  sont  les  seuls  où  l’on  ait  pu  jusqu’ici  <léterminer  les 
lois  du  tautoclironisme;  notre  méthode  donne,  comme  on  voit,  le  inoven 
d’étendre  cette  recherche  aussi  loin  qu’il  est  possible. 

(k)Rou,*iBK  1.  — C’est  une  chose  digne  de  remarque  (|ue  l'expression 
de  la  force  sollicitatrice  (|u’on  vient  de  trouver  pour  le  cas  de  la  résis- 
tance gu  ^ ku'  ne  dépemh;  en  aucutie  manÜTe  du  terme  gu-,  de*  sorte 
cpie  la  même  courbe  (|ui  est  tautochrone  dans  le  viiie,  ou  dans  un  milieu 
résistant  comme  le  carré  de  la  vitesse,  doit  l’étre  aussi  dans  un  milieu 
dont  la  résistance  serait  jinqtortioiinclle  à la  vitesse,  ou  en  partie  au 
carré  de  la  vitesse.  Pour  en  trouver  la  raison,  il  n’y  a qu’à  examiiier 
l'expression  générale  de/),  et  l'on  verra  que,  comme  la  quantité 

exprime  une  fonction  quelcoin|ue  de  on  peut  écrire  au 

lieu  de  ? ( <l'i*  donnera  simplement  dans  la  valeur  de  p le  nouveau 

terme  gu.  D'où  l’on  peut  concinre  en  général  que  toute  courbe,  qui  est 
tautochrone  dans  une  hypothèse  quelconque  de  force  et  de  résistance, 
l’est  aussi  en  supposant  la  résistance  augmentée  d’une  quantité  propor- 
tionnelle à la  vitesse. 

fajRoi.i.viRE  II.  — L’équation 

pu  llu  -i-  P tlx  = O 
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:J25 


iluniic , en 


mettant  pour  p sa  valeur 


taisant , 


eomme  ci-dessus. 


U 


<(»•  dx 

r<pi/)  ^ T 


d’où  l’on  tirera  la  valeur  de  y en  x,  et  par  conséquent  aussi  celle  de  u. 
cause  que  u — * y. 

Soit 


/: 


•tr 

rfir) 


= 4>(r). 


l’intêprale  étant  prise  de 'manière  qii'idle  soit  nulle  lorsque  y = u,  on 
aura,  en  substituant  ^ au  lieu  de  et  intégrant  ensuite. 


'èt.»-)—  logX  = C, 

C étant  la  valeur  de  X lorsque  y = o.  t)r,  puisque  y = y et  que  u <|oit 

être  égal  à zéro  au  commencement  du  mouvement  lorsque  x = a <•!  jiar 
conséquent  X = A,  on  aura  C = logA:  donc 

>è(y)  = log^, 

et  taisant  X = :A, 

= — logr. 

Dénotons  par  M'  la  fonction  réciproque  de  il»,  c’est-à-dire  une  fonction 
telle  i)ue  *t  (<t>j)  = y,  et  l’on  aura  y =*}'(—  log:);  doue  « log;j; 

donc 

dx  dx  d\  dz 

u ~ Ç'F(—  logi)  X*tT~  logij  ” lügz)’ 


ijuantité  qui  doit  être  intégrée  de  manière  qu’elle  soit  nulle  lorsipic 
3 = 0.  Or  s est  donnée  en  x par  l’équation  î = •loue  on  cunnaitra 
aussi  la  vitesse  u et  le  temps  ^ ^ en  x.  Si  l’on  veut  avoir  le  temps  total 


32(i  SliK  LKS  CODHBES  TADTOCH KUN ES. 

employé  ii  décrire  l'arc  a,  il  faudra  faire  a-  = a ou  liieu  i = i ; et  comme 
l'expression  du  lemps  est  une  fonction  de  z seul,  il  est  clair  que  le  temps 
total  sera  indépendant  de  la  longueur  de  l’arc  parcouru  a. 

Corollaire  III.  — Soit  t le  temps  employé  à parcourir  uti  arc  quel- 
conque a — X,  pris  du  point  où  le  corps  commence  à se  mouvoir,  en 
sorte  que  l'on  ait 


et  comme  ti  = èv,  ou  aura 


. dx 

dl=z , 

U 


dtr^-±. 


et  mettant  au  lieu  de  ' f-  sa  valeur  tirée  de  l'éqtiation 


il  viendra 


dx 

~ — O, 

« 


Or,  an  commencement  du  mouvetnent,  on  a j = o et  « = o.  donc  v = o; 
et  à la  lin  on  a x = oet  par  conséquent  aussi  ç=o  (par  la  Remarque 

précédente),  donc  y = I = 3c  . Ainsi,  pour  déterminer  le  mouvement 
du  corps,  il  n'y  a qu’à  intégrer  les  équations 

</>•  dx  . dr 

de  manière  que_y  soit  nulle  loraijuc  r = oetx  = a;  et  l’on  aura  veti.r 
et  / en  _v;  ou  bien,  à cause  de  /=  on  aura  « en  x,  et  i en  x et  «. 

A l’égard  du  temps  total,  on  le  trouvera  en  faisant,  dans  l’expre.s.sion 
de  /,  y X . 

fàiRoLLAiRE  IV.  — Soit,  eomme  dans  l’exemple  ci-dessus, 

^ s é , .1  — e*' 

9 {)■)=/-*■  J-*--,  et  ;=/ jj— , 
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en  sorte  <|Ue  la  résistance  du  milieu  soit  gu  kii^,  et  la  force  sollieita- 
trice  hf  ' > l’é<|uation 


dy  dx 

*r-”  O 


ileviendra 


on  liien 


dx 

fr  + g-^ 


kdx 

^ — e *'j 


rdr  ki^’dx  

Â ‘ gr  ■ fr’  ^ /(e*'—  •) 

iloni  rintéjîi'ale,  prise  de  manière  que  v=  '>  lorsque  x—a,  est 

\ 

V 


1 * + +/x' 

U„l ^ 


I arct^ing — — arctang  ^ z-.-=  1+^  — j- — », 


e'esl-à-dire 


•rciaiig- 


<;**  — 1 / fT 


* 

*“•  . - ■ - «w 


il'oii  l'on  tirera  la  valeur  de  v.en  .r.  Ensuite  on  aura 


, I — e*' 


/ = i'-'li—  r 
J r' ?(.»■)  ./  ^ 

e’est-ii-dire.  en  intégrant  de  manière  (|ue  l = » lorsque  v = ». 


dy 

f^  + gr^fp 


arriang  , — arriaiig  - "■ 

y/'/A-Jg’  \f‘-\g'/ 
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:liK 


F»iüaiil  y = * , (III  aura  le  temps  total  égal  à 


arr  laiiE 

2 


fh. 


à 


: étant  l'atigle  de  iSo  degré». 
Soit  g = O.  on  aura 


fr. 

h 


d’où 


On  aura  de  plus 


Or 


donc 


e*'-  I / 

V' 

. / ~lr' 

V''^  h ■“e‘'-r 

' A' 

t = -=  are  laiig  — _=  • 

v/A  v/A 

tamr  . 


arr  tang  — arc  ras 

v/^ 


t ^ — I 

/ = ^^arccos^--, 


et  faisant  ar  = o,  on  aura  pour  le  temps  total 


a V 7* 


ScoLiE.  — Si  l’on  voulait  que  le  temps  employé  à parcourir  l’espace  a 
fut  proportionnel  à A”,  le  Problème  pourrait  se  résoudre  de  la  même 

/dx 

— = ZA™  Z étant  une  fonction  i|ueiconqiic 
de  z),  ce  qui  donnerait  par  la  différentiation 


W‘ 


ind.\ 
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...  /'i/t 

c esl-à-(lire,  (“ii  suli.stilti;nit  à l:i  place  (le  la  différence  de  / — sa  valeur 

ironvée  dans  le  Problème  précé'denl. 


W'dz  / X'z  . , , 

1-  -5 A' 

« V /-  J 

' «'  / 

r dx 

Donc,  comparant  ensemble  les  termes  de  d\ 
\'z 


m 

' \ ' 


c’est-à-dire,  en  multipliant  par  A et  substituant  ^ i>  1»  place  de  a. 
ç à la  place  de  XX'  et  a h la  place  de  AA'. 

« ./  «’  J « 

d’nii.  en  difl'érentiant.  on  aura 

H ( (/  5 — m Jx  ) — Idu 


0 = 


xilx 


ou  bien,  à cause  de  ^ — — • 
dx 


.Ainsi  on  trouvera  que  la  quantité 

udu  -e  pdx 


doit  être  une  diflérentielle  complète;  de  sorte  qu'en  faisant 


IL  42 
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la  question  s«>  réduira  à rendre  la  quantité 


une  diftérentielle  exaete. 

J\  . 


\udu  — u'[d\  — mdx) 

Ir 

dx 


Qu’on  mette  ^ à la  place  de  et  qu’on  divise  le  haut  et  le  lias  de 
la  t'raetion  par  u",  elle  se  changera  en  celle-ci 


du  dl  nid\ 

T - T ^ -sr 


e’est-à-dire  en 


i/log 


«X" 


d’où  l’on  voit  que  ^ doit  être  une  ronetion  de  log"^'  c'est-à-dire 


de  de  sorte  qu’on  aura 
; 

et  par  conséquent 


. I “ '■*\ 


n r) 

</£  m 

L 5 

£ J 

A l’égard  de  la  valeur  de  X,  on  la  déterminera  par  le  nioven  de  l'éqna- 

tion  = -Ç-1  laquelle  donne  X — e*'  * . Au  reste,  on  prouvera  encore 

ici,  comme  on  a fait  dans  la  Remarque  precedente,  ()iie  la  valeur  de  | 
doit  être  nulle  lorsque  x = o. 

Soit 

/ H X"  \ , /i  '• 


on  aura 


/(  ç , / y*  *+-  ç \ 

/'=x--^"  ( s - æ)’ 
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et  faisant 

II 

1 

E 

un  aura 

donc 

rfX  rfjT  kf^*dx 

'X  ~T~  (/^  m)(>-  0’ 

d’où  l'on  tire 

et  ensuite 

1 

Donc,  si  l’on  fait. 

pour  abréger. 

— = n et  h(f-i-m)  — e. 
f-t-m  ® 

on  aura 

P = 

et  le  temps  total  employé  à parcourir  l’espace  a sera  proportionnel  à 
Si  kz=a,  alors  p = et  le  temps  total  devient  proportionnel  à a". 


APPENDICE  (•). 

En  examinant  la  solution  que  nous  venons  de  donner  du  Problème 
des  tautochrones,  il  est  aisé  de  voir  qu’elle  se  réduit  ^ faire  en  sorte  que 
l’élément  du  temps  dt  soit  de  cette  forme  \dy,  Y dénotant  une  fonction 
quelconque  de  r,  et  _v  étant  égal  a j-  En  effet,  puisque  au  commence- 

(•)  Lu  à l’Académie  le  3o  avril  1767. 

4a. 
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■ÏIJ 

iiifiil  du  iiiouvcmHnl  on  a u = o,  t“(  à la  tin  x — o,  et  par  conséquenl  aussi 
1 = 0 Oiypothèse),  il  est  clair  (]ue  le  temps  total  sera  égal  il  l'intégrale 
de  \dy  prise  de  manière  qu'elle  soit  nulle  lorsque =:  o et  qu’elle  fini.sse 
lorsque  y = » , et  qu'ain.si  il  sera  tout  à fait  indépendant  de  l’are  par- 
couru, comme  la  nature  du  Problème  exige. 

De  là  il  s’ensuit  que  l’on  peut  rendre  notre  solution  beaucoup  plus 
générale  en  prenant  pourj  une  fonction  quelconque  de  u et  de  j,  pourvu 
(|u’ellesoit  nulle  lorsi|ue  u = o,  et  qu’elle  soit  intlnie  lorsi|ue  ,r  = o, 
conditions  qui  pe’uvent  avoir  lieu  d'une  infinité  de  manières. 

Soit  donc  j une  fonction  quelconque  de  u et  de  x telle,  que  v=  <> 
quand  u=o,  et^  = » quand  ar  = o,  et  soit  dy  = yidu + ^ dx;  qu'on 
dénoté  par  Y une  fonction  quelconque  dej,  et  l’on  aura  en  général,  dans 
le  cas  du  tautochronisme, 

lit  = Y dy. 


c’est-à-dire,  en  mettant  pour  di  sa  valeur 


dx 

u 


et  pour  dy,  Mrfu  -t-  Ndr, 


(i  - YN^rfa^- YM</u  = o. 

Or  l’équation  udii-*-pdx  = o donne  du—  — donc,  faisant  eette 
substitution,  et  divisant  toute  l'équation  par  dx,  on  aura 


d'oii  l’on  tire 


- - YN  -t- 


YM/) 

U 


_ N « I 

lâ  ~ M¥ 


t^est  là,  ce  me  semble,  la  solution  la  plus  simple  et  en  même  temps  la 
plus  générale  qu’on  puisse  donner  du  Problème  dont  il  s'agit. 
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MÉMOIRE 


LE  PASSAGE  DE  VEMIS 

nu  3 JUIN  1769  (•). 


( Mrmoim  rit  V /4cadêmir  n^ate  lies  Sfienren  et  Bettes-Lettres 
.IrBeetin,  t.  XXII,  1766.) 


Personne  n’igiioi’e  les  grands  avantages  que  rAstrunuinie  peut  retirer 
des  observations  des  passages  <le  Vénus  sur  le  disque  du  Soleil,  .\on-seu- 
lenient  elles  servent  à reetilier  les  prineipaux  éléments  de  la  théorie  de 
eetm  planète,  elles  sont  encore  très-utiles  pour  déterminer  la  parallaxe 
du  Soleil,  qui  est,  comme  on  sait,  un  des  points  fondamentaux  de  la 
Physique  céleste.  Le  passage  qui  a été  observé  en  17G1  a déjà  beaucoup 
diminué  l’incertitude  où  l’on  était  sur  la  vraie  quantité  de  celte  paral- 
laxe; mais  c’est  à celui  <iue  nous  attendons,  et  qui  sera  le  dernier  (|u’on 
puisse  voir  dans  ce  siècle,  à la  lixer  d’une  manière  bien  certaine  et  irré- 
vocable. Cette  considération  m’a  engagé  à discuter  dans  ce  Mémoire  les 
moyens  que  l’observation  de  ce  phénomène  peut  fournir  de  décider  un 
point  si  important.  On  y verra  : 1”  comment  on  peut  calculer  l’elfet  que 
les  parallaxes  combinées  de  deux  astres  quelconi|ues  doivent  produire 
sur  la  distance  de  ces  deux  astres;  a"  on  y trouvera  une  méthode  très- 
simple  et  très-commode  pour  déterminer  en  général , dans  les  passages 
des  planètes  sur  le  Soleil,  les  parallaxes  d’entrée,  de  sortie  et  de  durée 

I*)  Lu  à l’Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-U’Ures  de  Berlin  le  ta  novembre  1767 
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|)((iir  tous  les  pays  de  la  Terre;  3"  une  mélhodo  pour  déduire  la  parallaxe 
lu  Soleil  de  trois  observations  d'un  même  passage  faites  dans  trois 
endroits  dilTérenls,  indépen<lamment  de  la  eonnaissance  du  mouvemeiil 
de  la  planète;  f\“  enfin  on  y trouvera  l’applicalion  de  notre  théorie  au 
pa.ssage  de  Vénus  qui  doit  arriver  le  3 juin  1 769  au  soir,  avee  quel(|ues 
remarques  relatives  au  ehoix  des  lieux  où  il  pourra  être  observé  avee  le 
plus  de  fruit. 


tij  1.  — De  l/i  pariill/i.re  de  distance  des  astres  en  général. 


1.  Soient  T le  rentre  de  la  Terre  1),  TAC  le  plan  de  l’éqiiati'ur, 
T.\  une  ligne  <|ui  passe  par  le  premier  méridien  pris  à volonté,  S un 

fi*.  I. 


■ s 

yi 


astre  quelconque.  SC  une  perpendieulaire  au  plan  d<‘  l'équateur,  CB  une 
perpendiculaire  à la  ligne  TA,  TS  une  ligne  qui  joigne  les  deux  points  T 
et  S.  et  TC  une  autre  ligne  qui  passe  par  les  points  T et  (',;  soient  noin- 
luées  ensuite 


TB 

Bt: 

CS 

\j>  dislancf-  TS  de  l'astre  S au  centre  de  la  Terre 

L'anitle  STC,  qui  exprime  la  déelinaison  de  l'astre  S 

L'angle  (TA.  qui  représente  la  distance  du  iiiéine  astre  au 
premier  méridien  de  la  Terre  ( cette  disunre  n'est  autre 
chose  que  l'angle  horaire  de  Tastre  par  rapport  au  méri- 
dien donné) 


/ 

m 

n 

r 

P 


<1 
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Il  L‘sl  clair  : i"  que  les  trois  quantités  l,  m,  n pourront  être  regardées 
comme  les  coordonnée.s  urlhugonales  cpii  déterminent  lu  position  du 
point  S relativement  au  point  T;  a“  (|u’on  aura 

/=  rcos/)  C0S7,  m = rcosy^sin^,  n = rsin//. 

2.  Soient  maintenant  L un  point  quelconque  de  la  surface  de  la  Terre 
Jig.  2),  LM  une  perpendiculaire  au  plan  de  l'équateur  TAM,  cl  MN  une 

Fig.  1. 


i 


perpendiculaire  à la  ligne  TA,  et  soient  nommées 

TN ) 

NM ,ti 

ML » 

le  rayon  TL  de  la  Terre p 

l'anf;le  LTM,  c’csl-à-dirc  la  latitude  terrestre  du  lieu  L... . i|< 

l'anitle  MTN,  c’est-à-dire  la  longitude  du  même  lieu <}/ 


Les  quantités).,  fi,  v seront  les  coordonnées  rectangles  du  point  L par 
rapport  au  point  T,  et  l’on  aam,  comme  ci-dessus, 

) = P cos  1)1  cos  9,  fl  = P cosi{(  sin  9.  v = psin4>. 

3.  Avant  déterminé  ainsi  la  position  des  points  $ et  L par  rapport  au 
point  T,  il  est  facile  de  déterminer  la  position  respective  des  points  S 
et  L. 

En  elfet,  si  l’on  dénote  par  rn,  n'  les  coordonnées  rectangles  du 
point  S par  rapport  au  point  L,  il  est  visible  i|u'on  aura 

/'  = / — X,  m'  — m — ft,  n'  = n —vi 

II.  43 
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et  si  l'on  l'ait,  fomiiu’  i’i-<i*'ssus. 


/’ = r' cos/»' rosq',  m' = r' rosp' sini/',  n' = r' siii/»', 

on  vfiTa  aisénu'iU  quo  r'  sera  la  (listancu  «le  l’Uslre  S an  li«!ii  L de  la 
reiTe.  que />' exprimera  la  (l(‘('linaison  apparente  de  cet  astre  vue  dit 
lien  I,  «le  la  Terre,  et  que  t/'  exprimera  la  distance  apparente  du  im-ine 
astre  an  premier  nu>ridien  de  la  Terre  par  rapport  au  mtmie  point  I.. 

l.  Donc,  pour  d«*terminer  le  lieu  apparent  de  l'astre  par  son  lieu  vrai, 
on  aura  les  trois  «'■quations  suivantes 


r'  ros/»'  ros^'  ~ rr«)s/»eos</  — pros<j«  «’usip, 
r'  rusp'  sin  i/'  = rros/<  sin  «/  — p eos-ji  sin  o, 
r'  sin  /«'  " rsin/J  — psinij', 

d’où  r«in  tire 

sin^'=  , rsin/«-^siu|  _ 

v'r’—  îrp[eos|  eosy»  eos(^  — 9)  -i-  siiu|>  sin/>]  ■+■  p’ 

rr«isy;  siiiç  — P eoS'{<  sinp 

y'r’ros’/«  — arp«-osi{>  ros/»  cos(^  — 9)  + p>  cos’v|i 


ou  bien  en  faisant,  pour  plus  «le  simplicité,  | lc'est-à-«lire  la  parallaxe 

horizoutab*  de  l'astre  Sj  —i,  et  «livisaut  le  haut  et  le  lias  «!«•  la  s«  « «md«' 
l'ra«’ti«iu  par  e«)S/i, 


smp'  — 


sinyï  — / sin-{. 

y I — 1/  (c«is’4>  eos/i  eos(i/  — 9)  + sin’|i  sin/i|  + « 

leosttsino 
sini] ! ï 


smg  — 

ItCOS' 

cos/i  eos'/i 

.5.  (■,onsi«l«*rons  maintenant  un  antre  astre  «|ueleonque  V,  dont 


1/,  _ »<ros«j,ros(g  — 9)'  _^  «’eos‘i|« 
V cos/i  eos'u 


la  itislan«-e  au  centre  de  l.-i  Terre  soit K 

la  dislanee  au  premier  nii'‘ridien  terrestre y 

la  rliTlinaison p 
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ft  sii|i|)os()ns  (jiu*,  par  rappiirt  au  liini  L de  la  Terre, 

la  diHlanre  appareille  de  l’aslre  V au  premier  méridien  soit. . . Ü' 
la  déelinaiMiii  apparente P' 


on  aura,  en  nominant  I la  parallaxe  liorizonlale  de  eel  astre,  en  sorte  ipie 


I - t 
~ R’ 


sinP=  sinP-lsinI  _ _ 

^ I — 2 1 [ro.s\}*  rosP  ros  (<J  — 9.  ) ■+*  siii'|  sîn  P)  -♦  V 


. ..  Irosilsiii:;/ 

sinQ D 

cos  P 

ros((J  — 9) 
eo7P 


l’ ros’iji 
ëos’P" 


6.  Or,  soient  l’ le  pôle  de  ré(|iialenr  Tj.  PS  le  rerelede  déelinaison 

Kic.  :i. 


de  l'astre  S,  PV  le  eerele  de  deelinaison  de  l’aslre  V,  et  VS  un  j<rand  ari- 
de eerele  qui  passe  par  ees  deux  astres,  un  aura,  dans  le  triangle  PVS, 

PS  = i|o”  — p,  P\  = 1)0"  — P,  SP\  =(}—(]•, 
donc,  nouunani  Z la  distanee  SV  de  l'aslre  V à l'astre  S,  on  aura 
rosZ  = eos/i  eus  P ros((J  — <l)  silip  sin  P. 

De  inéine,  si  l’on  appelle  Z'  la  distance  apparente  de  l'astre  V à l'astre  S, 
par  rapport  au  point  I.  de  la  Terre,  on  aura 

rosZ’  - i'o>p'  rosP'  ros  (Q'  — <{')•*•  sin  p'  sin  P'. 

.\insi  l’on  trouvera  les  valeurs  de  Z et  de  Z , dont  la  diHérenee  .sera 
l’elTel  des  parallaxes  eomliinées  des  deux  astres  V et  S. 


43. 
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(ij  II.  — Simplification  des  formules  précédentes  en  supposant 
les  parallaxes  des  astres  fort  petites,  et  conséquences  qui  résul- 
tent de  ces  formules. 


7.  Suppn.sons  quo  les  i|iiantitôs  t et  I soient  Irè.s-pelites  (ce  (pii  est 
vrai  en  pi'nio’al  à l'égard  de  tous  les  astres),  et  nous  aurons,  en  négli- 
geant les  termes  très-petits  dn  second  ordre  et  des  ordres  ultérieurs. 


sinp' :=  sin/j  + » [cos<{<siii/i  rosp  cos(7  — 9)  — sln'}  eos'p], 
siiiÿ'  = siny  -t-  [sin^  cos{9  — 9)  — 8109]. 


Donc,  si  l’on  fait 
re  qui  donne 


p'  = P + ix,  g'  = q -t-  iy. 


sin/>'  =r  sin/>  -t-  ix  cosp,  sin^'  = sin^  -h  ireosg. 


X = cüs  sin  P oos  ( ç — 9 ) — sin  i|/  eos  p. 


COS(|) 
cosp  cosg 


[siii7  eos(9  — 9)  — sin9]. 


ou  hien 


y — cos<l>sin(7-9) 
cosp  ' 


et  il  ('St  clair  (pie  les  (piantités  ix  et  iy  représenteront  les  parallaxes  de 
déclinaison  et  d'ascen.sion  droite  de  l’astre  S. 

8.  Si  l'on  fait  de  même 


P'=P-eIX,  Q'  = Q^IV, 

en  sorte  que  IX  et  IY  soient  li's  parallaxes  de  déclinaison  et  d’ascension 
droite  de  l’astre  V,  on  aura 

\ — ros(j(sin  P cos(Q  — 9)  — sini)<  cos  P, 

y _ coS(|>siii(Q  — 9 ) 
cos  P ’ 
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et  la  valeur  de  eosZ'  deviendra 

eosZ'  - ros/)cosP  eos(y  — q)-\-  sin/>sinP 

ix  (cos/>  sin  P — sin/>  cosP  eos(0  — ^ )] 

4-  IX  [ros  P sin/>  — sin  P co.s/<  ros  ( Q — Y )] 

4-  ( «y  — IV  ) eosp  cos  P sin  ( 0 — Y )• 

où  l’on  remarquera  que 

cosp  cos  P ros  ( y — y)  4-  siii/i  sin  P = eosZ. 

9.  Si  l’on  substitue  ntaintenant,  à la  place  de  .r.  v,  X et  Y leurs  va- 
leurs, et  qu’on  fa.s.se  I = ik,  c’est-à-dire  X"  = -^ i et 

L — [cos/>  sin  P — sin/>  rosPcos(Q  — y)]  sinp  cosq  -e  rosPsinlQ  — Y)sitiY 
4- X [cos  P sinp  — sinP  cos/>  cos(y  — y)]  sin  Pcosy  — cos^  sin  (y  — y)  sin  y, 

\l  =L  [cos/>  sinP  — .sin/<  cosP  cos(y  — y5]  sin/»  sin  q — cos  P sin  (y  — q)rosq 
4- X [cos  P sin/»  — sin  P cos/)  cos(y  — y)]  sin  P sin  y 4-  cosp  sin(y  — Y)rosy. 

N =—  [ro.s/i  sin l‘  — sin/»  cosPcos(y  — y)]cos/» 

— k [ros  P sin/»  — sinPcos/»  cos(y  — Y)]rosP, 

on  aura  la  formule  suivante 

rosZ'  = rosZ  4-  » ( L ros-^  ros<j»  4-  M rosij»  sin  v 4-  N sin  4» 

dans  laquelle  les  quantités  L.  M et  N ne  dépendent  que  de  la  situation 
des  astres,  en  sorte  qu’elles  sont  les  mêmes  pour  tous  les  lieux  de  la 
Terre. 

10.  J’observe  présentement  que  la  quantité 

Lcos4  cosç  4-  M ros4  sinip  4-  N sinij» 
peut  se  ramener  à celle  forme 


y [cosi]»  cosaros(9  — 3)  4 siiu]»  sina]; 

car  en  mettant  cos|3  cosip  4-  sinjS  siny  à la  place  de  cos  (y  — jSj,  i‘t  coin- 


34-2 


MÉMOIItK  SUK  l,E  PASSAT, E DE  VÊNliS. 


piiraiil  le.s  l<-riiu-s,  on  aurii 

•/ ('OS  a fus  ji  =r  L,  y fosasin3  = M,  ysina^N, 

f 

par  oii  il  osl  aiso  do  (U*lorniinor  los  (|uanlito.s  a,  /S  ol  y. 

Or.  si  par  lo  pido  P du  (;lol)o  lorroslro  ol  par  lo  lion  L /4J,  duiil  la 


►'■e-  i- 


latiludo  osl  i ot  la  lon^itudo  f,  on  dorrit  un  Irianpdo  spboriquo  PLH  loi, 
()Uo  la  latiludo  du  point  H soit  Cf  vl  la  lun^iludo  011  sorto  tpio  l’on  ail 

PL  — (jo“  — ij/,  PH=()o“— *.  HPL  V “ ?• 

il  est  clair  (ju’on  noininani  Ç lo  rôti-  LH.  r’ost-ii-diro  la  dislanro  onire  los 
lionx  L ot  H,  on  aura 


rosÇ  — rosa  coS(|,  fos (y  — j3)  sioa  siml», 
ol  par  ooiiso(|uonl 

' y f os  ? = L eos  4,  cos  5 -t-  M cos  i},  si  n y -t-  N sin  'ÿ  ; 

donc 

rosZ’  = cosZ  -O  iy  cosï. 

1 1 . Do  là  un  voit  (|Uo,  si  du  point  H roniino  polo  on  docril  un  rorolo 
<|uolruiu|ue  sur  lo  gbdio  lorroslro,  tous  los  lieux  (|ui  se  trouveront  sous 
la  oircoiifV'ronoo  do  00  cercle  verront  la  mémo  distanoo  appareille  des 
deux  astres,  ol  par  consoquonl  soroni  sujets  à la  même  parallaxe  de 
distance. 
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,\insi,  nou.s  appellerons  dans  la  suite  cercles  de  /xirullaæe  ees  eereles 
déerils  sur  le  globe,  et  qui  pas.senl  par  tous  les  points  où  la  j)arallaxe  de 
distance  est  la  même,  et  nous  nommerons  de  même  pôle  de  paralla.se  le 
pôle  H de  tous  ces  cercles,  dont  nous  allons  maintenant  chercber  la 
position. 


12.  Les  trois  équations  du  n“  10  se  réduisent  aisément  à celles-c  i 

y cosa  c-os(  ^ ^ L cosç  -t-  M siiiÿ. 
y cosotsin  = M cosç  — L siny, 

y siiiai  = N, 

lc‘squelles,  par  la  substitution  de  L.  .M  et  N,  se  cbangent  cm 


y cosa  cosO—  7)=[(cos/<  sin  P — sin/»  cosP  cos(0  — y)]  siiiyc 

-4-  < l[cosPsin/>  — sin  Pcos|cc-os(0—  '/)]  sioPcosiQ  — c/) 

— cc>s/j  sin’ty  — y)|. 

y cosa  sin  — 7)=  — cos  P sin(Q~7) 

-e  A [[cosP  sin/»  — siii  P cccs/»  cos(y  — 7)]  sioP  sin(U—  7) 
s-  cos/»sin(y  — 7)ccis(0  — 7) 

y sin  a = — [cos/»  sin  P — sin/»  cos  P cos(A)  — 7)]  cos/» 

— i [cosP  sin/»  — sin  P cos/»cos(0  — 7)]  cos  P, 

ou  bicm,  à cause  de 


en  celles-ci 


cosZ  ---  sin/»  .sin P ■+-  »-os/»cosP  cos(Q  — 7), 


y cosa  c‘os(|3  — 7)  = cos/»  cosZ  — cos  P cos(Q  — 7) 

-t-  h [cosP cos( Q — 7 ) cosZ  — cos/»], 

y i-osasiiM^  — 7)  = — cosP s/n(Q  — 7)!  1—  A cosZ  1, 
y sin  a - .sin/»  cosZ  — sin  P A (sin  P cosZ  — sin/»), 

cl'oil  il  c>st  facile  de  tirer  b‘S  valeurs  de  7,  a cM  jâ  — 7. 

13.  En  ajoutant  ensemble  les  carrés  de  ces  trois  écpiatioiis,  cm  aura 
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il'alioril 


Ÿ = cos’Z  — » cos*Z  I aA  (cos’Z  + cos  Z — cosZ  — cosZ  ) 
/i*(cos’Z  — a cos’Z  1)  = sin’Z(i  — a/' cosZ  k‘). 


et  |):if  i-üiiscquciit 

■/  = sitiZ  V I — cosZ -I- A ‘. 

Or  A'  = ^ donc 

, , ,,  , v'R’ — aKrcosZ -t- r' 

v'i  — a/l  cosZ  k‘  = 5 — 

K 

considérant  le  triangle  rectiligne  TVS  < Jif^.  5,,  dans  lequel 


Fig.  .i. 


TS  = r,  TV  =t  R et  VTS  = Z , il  est  clair  que 


. VS  = — a H r cosZ  r’  ; 

d'où  il  s’ensuit  que,  si  l'on  nommc/la  distance  rectiligne  de  l'astre  V à 
l'astre  S,  on  aura 

f 

y I — a A-  cosZ  + A’  = ^ - 

f . 

Soit  donc,  pour  abréger,  «=  et  l’on  aura  7 = «sinZ.  et  par  con.sé* 
queni 

cosZ'  = cosZ  + lu  sinZ  cos!;. 


Donc,  |>uisque  i est  une  quantité  extrêmement  petite,  on  aura  à très-peu 
pris 

cosZ'  = cos(Z  — iu  cosÇ), 


d’où 


Z'  = Z — iu  cosï. 


de  sorte  que  — lucosÇ  sera  la  parallaxe  de  distance  des  deux  astres  pour 
tous  les  lieux  de  la  Terre  L ipii  sont  éloignés  du  pôle  H de  l’arc  Ç. 
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H.  SupposoiiK  i)  présent  que  P soit  le  pôle  de  l’é(|uateur  S le 

lieu  vrai  de  l'astre  S,  V eeliii  de  l’astre  V.  et  H le  pôle  des  pandlaares , 
nous  aurons,  dans  le  triangle  PSV, 

PS  =:  — ft,  PV  = t)o'’  — P,  SPV  = Q — q,  SV  = Z, 

Kig.  6. 


et  dans  le  triangle  PSH 


PH  = t)o"-a,  SPH  = p-i}, 


par  eonséqueiit 


eosSII  — sin/>  siiia  cosp  cosa  cos(3  — q). 


et  substituant  pour  sina  et  eosa ros(i3  — 9)  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  du  n"  lâ. 


cosSII 


_ cosZ  — eosZ  + A ( ros’Z  — i ) 

“ 7~ 

— _ 

y — a fr  oosZ  + A* 


e’est-à-dire,  en  faisant  ^ = g, 

r ^ 


sSH  = - 


sin  Z 


De  plus,  on  aura 


■ ncii  sin  S — «)eosa 

sin  PSH  = -Z' , 

sin  SH 


44 
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t‘l,  fil  siibstiluant  la  valfur  de  silif/îi  — çjeosa, 

sinl'Sll  - <~»sPsin(Q-y)(/.  rosZ-i) 

■/  siiiSII 


1 ••  I • sinlü  — olcosP 

ou  hien , a rause  de  siiiPSN  = - — r ' 

Slll/ 


sinPSH  = : 


sinSII  — ■ 


si  n Z ( A'  cos  /.  — i ) sin  PS  V 


y siiTSb 
k cosZ  — I 


donc 

par  eoliséqueiil 


V I — îA  cosZ  + A’ 
ysinSH  siiiZ( A cosZ  — i); 
sinPSll  =sinPS\  el  PSH  = P.SV; 


rl'oii  il  s'eiisuil  que,  pour  trouver  le  pôle  II  de.s  parallaxes,  il  n’y  a ([u’ii 
prolonger  l’arc  de  grand  cercle  SV  du  côté  de  V ‘ Jig.  7),  et  prendre  sur 


«8-  T- 


U-' 


ce  prolongement  un  arc  SI!  dont  le  cosinus  soit  — c’est-à-dire 

prendre  un  arc  s tel,  que  sin i = *'**''‘'  = ‘.P’” 


15.  Si  l'on  voulait  déterniiner  la  position  du  pôle  H sur  le  globe  par 
latitude  et  par  longitude,  il  n’y  aurait  qu’à  clierclier  d’abord  l'angle  PSV, 
c’est-à-dire  l’angle  que  le  rercle  SV  passant  par  les  deux  astres  fait  avec 
le  cercle  de  déclinaison  PS  de  l’astre  S. 
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Soit  cpl  angle  PSV  =î.  et  l'on  aura  (comme  nous  l’avon.s  iroiivé  ci- 
ilessns) 

sin(Q  — «leosP 

'01  t—  — - ■ 

SOI  Z 


.\insi.  dans  le  Iriangle  PSH,  connais.sunt  le  côté  PS  = ijo"  — />,  le  côte 
SU  = <)o“  -t-  s et  l'angle  PSU  = =,  on  lionveea  le  côté  PH  = <g>“  — a et 
l'angle  SPH  = /î  — y ; de  sorte  qu'on  aura 


sina  = eos/j  cüsj  eosi  — siii|>sini. 


sin(?-  y)  = 


eusssiiie 

eos/j 


16.  Imaginons  maintenant  (|ue  les  astres  S et  V soient  en  mouvement, 
et  qu’au  houl  d'un  temps  quelcoii(|ue  ils  se  retrouvent  à la  même  dis- 
tance Z riin  de  l'autre;  et  siippo.sons  (|ue  les  <|uantités p,  q,  s,  a,  u et  J 
4levienneiit  alors  //,  q' , i,  a,  j5',  u et  Ç',  on  aura  les  mêmes  t'ormiiles 
qu’auparavant.  en  mari|uant  simplement  ces  lettres  d'un  trait. 

.Ainsi,  la  parallaxe  de  distance  sera  pour  cette  nouvelle  position  des 
astres  — iu'  cosÇ'. 


17.  Si  l’on  nomme  î le  mouvement  horaire  de  l'asti’C  V pour  s'appro- 
cher de  l’astre  S,  lorsque  ces  deux  astres  se  trouvent  pour  la  première 
fois  il  la  distance  Z Tuu  de  l’autre,  et  5'  le  mouvement  horaire  du  même 
astre  V pour  s'éloigner  de  l’a.stre  S,  lor.sque  ces  astres  se  trouvent  pour 

la  seconde  fois  à la  même  distauci-,  il  est  clair  (|u’on  aura  — ^ cos;  et 

— y cos;'  pour  les  deux  parallaxes  de  distance  réduites  eu  temps. 

De  sorte  que  si  / est  le  temps  au  hout  duquel  les  astres  V et  S se  trou- 
vent pour  la  première  fois  à la  distance  Z,  et  /'celui  au  hout  du()uel  ils  se 
retrouvent  à la  même  distance  par  rapport  au  ci-utre  de  la  Terre,  et  que 
T et  T' soient  les  temps  au  hout  ile.squels  les  mêmes  apparences  doivent 
avoir  lieu  pour  un  observateur  placé  en  L.  on  aura 


■r  , ► .r,  ..  ,, 

I = / — y cosï,  r = / -t-  y cosÇ  . 


il 
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18.  D<-  là  on  pourra  trouver  lo  temps  (|ui  doit  s’écouler  entre  les  deux 
moments  où  les  astres  V et  S paraissent  à la  même  distance  Z l'un  de 
l’autre,  (à’  temps  sera 

T'  — T = <’  — / H-  / I ÿ cosl:  -t-  ^ cos  ?'  ^ ; 


mais  f'  — t est  le  temps  par  rapport  au  centre  de  la  Terre;  donc  l’ell'et  de 
la  parallaxe  sera  de 


c’est-à-dire  égal  à la  somme  des  deux  parallaxes  de  distance. 
Soient  pour  plus  de  simplicité 


U 

^ =:  le  et 
5 


II' 

V 


en  sorte  que  l’cfTet  de  la  somme  des  parallaxes  soit  exprimé  par 
i(«’  cosi;  -t-  le'  cosî'): 

substituons  à la  place  de  eos^  sa  valeur  trouvée  (10) 
cos*cosi|(  cüs(ç  — 3)  -t-  sina  siiuji, 
et  à la  place  de  eos^'  .sa  valeur  eorres|iondante 

cosa’  cos ij/  cos ( <ÿ  — 3'  ) -I-  sin a'  sin <\i. 


et  la  (juantité  «’cosÇ-t-  iv'cos^'  deviendra,  en  ordonnant  les  termes, 

( le  cos  a cos  |3  -e  le'  cos  a'  cos  ^'  ) cos  v|i  cos 
-t-  (tvcosasin  |î  -t-  <e'  cosa'  sin  j3'  )coS')<  sin  ^ 

-t-lwsin  a-t-  U»' sina')sitn|i. 

Donc,  si  l’on  suppose 

r cos  .A  cos  B = «'  cos  a cos3  + cos  a'  cos 

r cos  A sin  B = «'Cosa  sin  ^ -e  iv'  cosa'  sin  |3', 
r sin  A if  sin  a 4-  le'  sin  a'. 
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üM  aiir» 

«M-osi;  -h  iv'  cosÇ'  = r[cosA  cosij/  ros(9  — R)  -t-  sin  A sin'4<]. 

Or,  si  l’on  prend  sur  le  gloire  tem'slre  un  poinl  11  iloni  l:i  latitude  soit  .\ 
et  la  longitude  soit  II,  et  qu'on  nomme  z la  distance  d'un  lieu  (|uel- 
conque  de  la  Terre  à ce  point  G,  on  aura  en  général 

rosî  = eosA  cosiji  cos(9  — ü)  -r-  sin  A sini{i; 

par  conséquent  la  somme  des  deux  parallaxes  de  distance  par  rappoii  au 
lieu  L sera  exprimée  par  iTcos:,  c’est-à-dire  d’une  maniéré  analogue  à 
celle  dont  nous  avons  représenté  chacune  des  deux  parallaxes  eu  parti- 
culier. 

D’où  il  suit  que  le  point  G ilu  gloire  terrestre  pourra  être  regardé 
comme  le  pôle  de  la  somme  des  parallaxes,  de  manière  (|u’en  décrivant 
autour  de  ce  pôle  un  cercle  quelrom|ue  la  somme  des  parallaxes  sera  la 
même  pour  tous  les  pays  qui  se  ti’ouveront  sous  la  circonférence  d'un  tel 
cercle. 

19.  Les  trois  équations  du  numéro  précédent  dirnneut  d’altord 
P = le’  -r-  te''  + au' te'  [eosactrsa'  cos(  jî'  — ^)  -(-  sin  a sin  a']. 

Or,  si  P est  le  pèle  du  gloire  terrestre  ' Jig.  8),  H le  pi'rie  des  parallaxes 

Cie-  8. 


f 


b 


pour  la  première  situatitrn  îles  astres.  H'  le  pôle  des  parallaxes  pour  la 
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siToiitii-  situation,  pii  sortp  i|Up  l'on  ail 

IMl  = <K-a.  PII' ^çio"  — HPlI  rz^  -^, 
PI  (|ii‘on  noiniiip  >»  la  dislance  HH'  dos  deux  |)oles,  on  aura 
ros',i=-  ros*rossi'  ros(|3  — sinstsina', 
p|  (lae  ponspi|iienl 

r — ^ «■*  cos 'il  -t-  iC''* . 


Les  lupuip.s  iu|uations  ilonnenl  ensuite  ces  deux-ri 

r [ Pos  X ros  A POs{  3 — R ) -P  siii  a siii  A ] 

= IP  -+  ip'  [cosa  Posa'  pos(3  — 3'  ) 4-  siiia  sina']. 


r [posa'  Plis  A Pos(3'  — II)  + sina'  sin  A] 

= a-'  -+-  IP  [posa  Posa'  Pos(^  — ?')  4 sina  sina']. 


Ur,  en  liiiinl  /î/;.  8,  p.  3j<);  des  pôles  H et  H'  au  polo  G de  la  soinme 
des  parallaxe.s,  les  airs  de  grand  eeiTle  HG  et  H'G,  el  nominanl  ees  are.s  / 
Pt  on  aura 

cosy.  = posa  POSA  POS(iî  — R)  -t-  sina  sin  A, 


HoiiP 


cos  y'  = posa'  POSA  POS(  J3'  — R)  4-  sina'  sin  A. 


‘ II'  4-  IP'  POS  '.1 

^ IP=  4-  ÏIPIP'  POSPI  4-  II’'’ 


piisy'  “ 


ll'POSM  4-  ip' 

V iP'  4-  a II' II''  cos'.i  4-  II''’ 


.Ainsi,  eonnaissanl  dans  le  triangle  HGH'  les  trois  eûtes  HH'  = ',>, 
HG  = ^ l'i  H'G  — /',  on  trouvera  la  position  du  pôle  G. 

Au  reste,  si  l'on  voulait  eonnailre  les  valeurs  de  A el  de  B,  e'est-à- 
dire  la  latitude  et  la  longitude  même  du  pôle  G,  on  trouverait  iininedia- 
teinent,  par  les  équations  du  numéro  précédent, 

,,  ip  Posa  sin  & 4-  ii  ' posa'  sin  à' 
lang  R =1.  ^ 

ip posa  14)83  ‘P  Posa  Posp 
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uu  Itii'ii 


uirnl  B - 3 1 = 

H'fOSa  + «>’ rosat' c»s(3' — 3) 

. . «’Sina  + U’’ siii  *' 

sin  A = • 

y «'■  + •uvu/  rits'jt  ■+■  w’’ 

20.  Si  l’on  avait  w' = w,  c’est-à-dire  si  la  (jiiantité  «•  était  la  inéinc 
pour  les  deux  situations  des  astivs,  un  aurait 


r = «'  V * -♦-  »eoS'<i  = ïieeos  — i 

7 


et  ensuite 


et  par  conséquent 


cos^  = eosy'  = 


1 -4-  eoS!i> 

fjt 

2 cos 

2 


ei>s 


(a 

2 


y.  = x'~ 


*» 

2 


ce  qui  inontn-  que  le  point  G tombe  au  milieu  de  l’arc  HH'. 

21.  Nous  avons  trouvé  ci-dessus  ( 1.3)  pour  un  lieu  quelconque  I,  de 
la  Terre,  dont  la  latitude  est  ')/  et  la  longitude  f,  l’équation 

■f  — / — <«■  cos!;. 


Donc,  si  l’on  suppose  (|ue  les  astres  Set  V aient  été  observés  en  même 
temps  dans  le  lieu  I,  et  dans  un  autre  lieu  (|uelconque  .M  dont  la  latitude 
soit  M et  la  longitude  <I>,  et  qu’on  l'assf*  la  distance  de  ce  dernier  lieu  au 
pôle  des  parallaxes  H.  égale  à 1,  on  aura  aussi 

H = < — «e  cosi. 

H étant  le  temps  au  bout  duquel  les  astres  S et  V paraissent  à la  dis- 
tance Z l’un  de  l’autre  à un  observateur  placé  en  \l. 

Or,  puisque  ces  deux  quantités  T et  W sont  données  par  robservalion , 
leur  diiréreuce,  que  je  nommerai  A,  le  s<!ra  aussi,  de  sorte  i|u’on  aura 
l’équation 


A = i«'(cosi  — cosÇ). 
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Mais  on  a ' 10 . 

rosÇ  = cosa  cosi]/  cos{ç  — fl)  -t-  sinasinl: 
iloiii'  ou  iiiini  aussi 

«•osi  = rosacos*J  nos(1'  — ^)  -i-  sinxsin4'. 

il'où 

fosü  — rosÇ  = (ros'l  cos<l>  — cos’.}<  oosy  )cosa  cos^ 

-l  (ros'l'  siii'l'  — cosi}/  siny)  rosasin^  -t-  (siiif  — sini{i)  sina. 

.Maiiilcnaiit,  il  <‘St  visililc  qui*  retli*  quantilù  peut  si*  raim-iicr  à la  forme 

V [cosa  rosX  cos(  Y — ^)  -t-  sin  X sina], 

eu  faisant 

V cosX  cosV  r=  cos'l  cos<l>  — cos>[i  cosç. 

V cosX  sin  Y = cos 4'  sin  <I>  — cos4<  siny, 

V sinX  = sin 4'  — sin|. 

De  plus,  il  est  évident  que  si,  dans  le  triangle  PHF  f fig.  9),  P e.st  le  pôle 

9- 


t 


de  l'équateur,  H relui  des  parallaxes  cl  F le  lieu  qui  répond  h la  latitude 
terrestre  X et  à la  longitude  Y,  en  sorte  que 

PO  = 90“ -a,  PF  = 1)0“ -X,  l■PH  = ^-V, 

on  aura 

cos  KH  = cosa  cosX  cos(3  — V)  -e  sina  sin  X, 
de  manière  qu'en  nommant  £ la  distance  du  pôle  II  au  point  F on  aura 
cosi  — cosï  = V cos£. 
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Ü2.  Pour  Iroiivor  niaiiiteniuit  I»  valeur  di>  la  i|uaiitilé  V et  la  positiuii 
ilu  (lüiiil  F sur  le  {titilje,  ou  Iraitera  les  trois  équations  du  numéro  précé- 
dent comme  on  a lait  celles  tlu  n"  17.  aux(|uclles  elles  sont  entièrement 
analogues,  et  l’on  trouvera  : 

I"  Que  si  l’on  nomme  ).  la  distance  LM  entre  les  deux  lieux  d’obser- 
vation L et  M,  on  aura  V = asin^; 

2“  Que  si  l’on  prolonge  l’arc  de  grand  cercle  LM  du  côté  deM  I fig.  lo). 


rig.  10. 


et  que  du  point  du  milieu  l on  prenne  /F  = (g>“.  on  aura  le  point  clier- 
clié  F. 

Si  l’on  voulait  connaître  la  latitude  et  la  longitude  même  de  ce 
point  F.  on  aurait  .sur-le-eliamp 

, cosM  sin  ‘1>  — rosiL  siii  ç 

lARKi  — — ,|p  “ Ik  1 

ros  T i'Os<v  — cos4>  coso 

. ..  sin'f  — sintl 
sin\=r  — . - -• 

A 

î.sin  ~ 

»» 

/ 

Ayant  déterminé  ainsi  1a  position  du  point  F.  on  aura  pour  le  temps  qui 
s’écoule  entre  roh.stTvalion  en  L et  celle  en  .M  la  lôrinule 

2 1 w cos  - cos  5 , 
a 

£ étant  la  distance  du  point  F au  pôle  des  parallaxes  H. 

II.  45 
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23.  S’il  y avail-truis  oliservaU'urs  placés  en  trois  endroits  diUerents  L, 
M.  de  la  surlaee  de  la  Terre  ( 1 1 ),  et  qu’ayant  décrit  par  ces  trois 


Fi0.  II. 


points  les  ares  de  grand  cercle  I.MF,  LNK,  MND.  on  y prit  des  points  du 
milieu  /.  m,  n les  arcs  /F,  mE,  nD,  chacun  de  <>o  degrés:  qu’ensuite  on 
menât,  par  les  extrémités  F,  E,  D de  ees  arcs  et  par  le  pôle  des  paral- 
laxes H,  les  arcs  de  grand  cercle  FU,  EH,  DH  et  qu’on  nommât 


LM X, 

LN fl. 

MN t-, 

cosFII X, 

ros  EH r, 

rosl)ll Z, 

on  aurait 


temps  en  L — temps  en  M aiivx  cos  -> 
temps  en  L — temps  en  N ;=  aiieveos  y> 

' y 

temps  en  M — temps  en  N = a/iez  cos  -• 

Donc,  puisque  ees  différences  sont  données  immédiatement  par  les  ohscr- 
valions,  si  on  les  suppose  égales  à a,  h,  c,  on  aura  les  trois  équations 

X , . U V 

a = anvxcos-i  6 = a»«>_rcos  i-j  c=aiivaeos-i 
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d’oii  l’on  liro 


. >,  > 

b cos  - r cos  - 

^ 2^  ^ 2^ 


Or,  fii  supposiinl  la  posiliuti  des  lieux  d'observation  L,  M,  N ilonnee,  il 
est  clair  que  le  triangle  EFD  sera  lionne,  aussi  bien  que  le  rapport  des 
rosi  nu  s des  arcs  FH,  EH,  DH  qui  aboutissent  au  même  point  H,  de  sorte 
qu'on  pourra,  h l’aide  des  équations  précédentes,  trouver  la  position  du 
pide  des  parallaxes  H. 

24.  Pour  cela  nous  iiommerons  L,  M.  N les  distances  FE,  FD,  DE,  et 
nous  aurons  dans  le  triangle  FEH 

l'iiK  cosU  — xr 
cosl-HE=r  — . 

V’  I - r‘  V I - r‘ 


dans  le  triangle  FDH 


cosDHF  = 


cos  M — Xi 

, I — X-  i I — J’ 


et  dans  le  triangle  EDH 


cosDHE  = 


cos  N — I i 
= V ' - 


Mais,  comme  la  .somme  des  angles  qui  sont  autour  de  F doit  faire  quatre 
droits,  un  aura 

cos(KHE  -e  DHF)  x.  rosDHE, 

c’est-à-dire 

cosFIlE  X cos  DU  F — sin  FIIE  x siiiDHF  = cosDIlE, 
ou  bien,  en  carrant, 

( I — cos’FIIE)(i  — cos’ DH  F)  — ( rus  DH  E — rosFHE  X eosDHF)>, 
et  réduisant, 

I — cos’  FUE  — cos'  DH  F — ros*l*IIE  -+-  a co.s  EUE  X rosOHF  x coslUIE  = o. 

Donc,  substituant  les  valeurs  trouvées  ci-dessus  et  ôtant  les  dénomina- 

■i5. 
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leurs,  on  aura 


(i  — jr’)(i  — ^)(i  — î>)  — (cosL  — xv)'(i  — s’)  — (eosM  — .rj)>(i  — /sj 

— (cos  N — ,ra  )’(  • — •*■’)■•■  *(cosL  — j:_»-)fcosM  — xs)(cosN  — vj)  o, 

ce  qui  se  réduit  à 

I—  cos'L—  cos’M  — cos’ N + acosLcosM  cosN  — x’sin’N  — r’sin’M  — i'sin’L 
-e  ( cos  I.  — cos  M cos  N ) + 2 xj  ( cos  M — cos  L cos  N ) 

-I-  2 »-î(cosN  — cosLcosM)  = 0. 


Or,  faisant  pour  plus  de  simplicité 


b cos  - 
2 

- =r  m, 

a cos 

2 


A 

ccos  - 


en  sorte  que  l’on  ail  y = mx  et  z = nx,  et  suhsiiluani  ces  valeurs  dans 
l’équation  précédente,  on  en  tirera 


V I - CO**  L-  co«*  M - CO»'  N -t- 1 cm  L eo»  M rm  N 
*ln'M  r*  itn'L.-  3Ri(co*I. -cohM  cosN)-  3r(co«M  -co»  L cobN}-  imRi’cokS  - cml.co»  M } 

Ainsi  l’on  connaîtra  x et  par  conséquent  aussi  et  z,  ce  (|ui  siillit  pour 
déterminer  la  position  du  point  11. 


25.  A l’égard  des  arcs  L.  M et  N,  il  est  facile  de  les  déterminer  par  le 
moyen  des  arcs  X,  p.  et  v,  qui  sont  supposés  connus. 

En  elTet,  dans  le  triangle  FLE.  on  a 

EE  = L,  LF  = -+no",  LE=“+c)o"; 

2 • 2 •'  , 

donc,  nommant  n l’angle  en  L,  on  aura 

cosL  = cos  - cos  ^ cosï!  4-  sin  - sin 
22  22 
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De  plus,  dans  le  Iriangle  LMN.  on  a 

rosv  — rosX  cosu 
cosu  ^ • 

dune  on  aura 


sin/.  sinu 


cosL=  - 


cos  - cos  ^ (rosi/ — cosXcosu) 

7.  ■ . A , U 


sin  X sin  U 


-h  si»  - sin  — » 

7 7 


ou  bien 


ou  bien  encore 


, cosv  — cosX  cosu  . X . U 
osL  T + sin  - sin  -i 

4sinisinii  ’ " 


. I -I-  rosv  — cosX  — cosu 
cosL=  - ^ — 

, . X . U 

ism  - sm  — 

7.  7 


el  l'on  trouvera  de  même 


-,  1 + cosu  — eosX  — rosv 

cosM=  , < 

4 sin  - sin  - 

7 7 

!_+  cosX  — cosju  — COSV 

, . U ■ » 

4 sin  — sin  - 

7 7 


Ce  que  nous  venons  de  démontrer  louchant  les  ditférenees  des  parallaxes 
observées  en  deux  ou  trois  endroits  dilTérents  doit  s’appliquer  de  même 
aux  différences  des  sommes  des  parallaxes,  dont  nous  avons  traité  dans 
les  n”'  IG  et  suivants;  il  faudra  seulement  substituer,  dans  ce  cas.  au 
pôle  H des  parallaxes  le  pôle  G de  la  somme  des  parallaxes. 


26.  Avant  de  passer  k l'applicatinn  de  la  tlieorie  que  nous  venons  de 
donner,  il  est  bon  de  remarquer  que.  comme  dans  la  projection  ordi- 
naire des  mappemondes,  qui  est  la  projection  sleréogni/>fiif/w  de  Ptolé- 
mée,  tous  les  cercles  du  globe  deviennent  aussi  des  cercles,  on  pourra 
également  transporter  sur  la  mappemonde  les  différents  cercles  des  pa- 
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3.HH 

ralliixes  <‘l  des  sommes  des  parallaxes  (|ue  nous  avons  enseigne  à tracer 
sur  le  glolte. 

Si  l’on  connaissait  pour  cliacnn  de  ces  cercles  la  position  de  trois 
points  (|uelcoti(|Ues,  il  n’_v  aurait  qu’à  cliercher  sur  la  niap|>emonde  les 
points  correspondants,  et  le  cercle  qui  passerait  par  ces  trois  points  se- 
rait nécessairement  la  projection  du  cercle  décrit  sur  le  globe;  mais, 
lorsqu’on  ne  connait  tpie  la  position  du  pôle  avec  l’ouverture,  c'est-à- 
dire  l’arc  qui  mesure  la  distance  du  pôle  à la  circonlerence,  il  est  plus 
court  d4>  chercher  din-ctemenl  le  centre  et  le  rayon  de  la  projection. 

Pour  résoudre  ce  Prohlèmc,  soient  .-VU  le  diamètre  du  cercle  de  projec- 
tion î ftg.  I a),  O le  lieu  de  l’œil.  Il  le  pôle  d’un  cercle  décrit  sur  le  ghd>e. 


Fie-  I). 


ilont  MiN  est  le  diamètre,  .AVBO  un  grand  cercle  de  la  sphère  <pii  passe 
par  les  points  0 et  H,  il  est  l'acile  de  voir  (pi’en  menant  les  rayons  vi- 
suels OM,  OM,  le  cercle  .M.N’  sera  projeté  par  un  autre  cercle  dont  le  dia- 
mètre sera  ST  : de  sorte  ipi’en  divisant  la  ligne  ST  en  ileux  egalement 
en  R,  le  point  R sera  le  l'cntre,  et  la  ligne  RS  le  rayon  du  cercle  dont  il 
s’agit. 

De  plus,  si  l’un  su|>pose,  comme  dans  les  ma|)pemondes  ordinaires 
y/g.  iT),  que  le  cercle  de  projection  E.VPQB  est  le  premier  méridien,  et 
que  EQ  soit  le  diamètre  <h‘  réipiateur  ipii  y est  perpendiculaire,  et  P le 
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pôle  (lu  monde,  il  e.st  clair  qu’en  menani  par  les  points  P et  H l'are  de 
mi‘ridien  PII,  on  aura  PH  égal  au  eoinpléinent  de  la  latitude  du  point  H, 
et  l’angle  HPA  égal  ii  la  longitude  de  ec  iiièine  point. 


Fis.  i3. 


V 


Donc,  si  l’on  nomme 


ta  latitude  du  point  II a, 

la  longitude  du  nu'nne  point 

l’are  HM,  c’est-à-dire  l’ouverture  du  cercle  MN ï, 

l'arc  .AE V, 

l’arc  HA \V, 


on  aura  d’abord,  dans  le  triangle  H.VP  n-ctangle  en  A {fig.  i3). 

tangAP  = tangPH  cosIl.AP  et  sinHA  = sinPIIsInllPA, 
c’est-à-dire 

tanga  . M.  . « 

tangV  = - — et  sin  VA  = cosa  sinp. 
cos? 

Ensuite  on  aura  {fig.  ta) 

ANarW-t-Ç,  AM  = W-i:.  CT  = Ung  VON  = Ung  — = cot  — — 

a î, 

et  de  même 

W — t 

CS  = cot 

2 
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Donc 


CR  = 


cot 


W -I-  { 


2 


2 


011  hioii 


CR  = 


sin  W 

cos  W + cosï’ 


RS  = 


sini 

cosW  4-  ros; 


Au  ppstf.  la  solution  de  ce  Prolilèiiic  deviendrait  lieaueoup  plus  farile 
si,  dans  la  projeetinii  de  la  mappemonde,  au  lieu  de  supposer  l'(eil  dans 
l'équateur,  comme  un  le  fait  ordinairement,  on  le  supposait  au  pôle 
même;  car  alors  tous  les  méridiens  étant  des  lignes  droites,  il  est  clair 
que  le  centre  du  cercle  sur  la  mappemonde  .sr;  trouverait  dans  le  même 
méridien  que  sur  le  globe,  de  sorte  qu'il  n'y  aurait  qu’à  marquer  sur  ec 
méridien  les  deux  points  par  où  doit  passer  le  cercle,  et  la  portion  de 
méridien  interceptée  entre  ces  deux  points  en  serait  nécessairement  le 
diamètre. 


III.  — App(icatum  de  !«  théorie  précédente  aux  passades 
des  planètes  sur  le  distpie  du  Soleil. 

iT.  Supposons  maintenant  que  l'astre  S soit  le  Soleil  et  (|ue  l'astrr  V 
suit  une  planète  quelconque  (|ui  passe  devant  lui;  en  faisant  Z égal  au 
demi-diami‘tre  du  Soleil,  on  aura  ( I3j  — iw  cosï  pour  la  parallaxe  d’en- 
tree  et  iw  cosï'  pour  la  parallaxe  de  sortie,  e’est-à-dire  pour  les  ell'ets  de 
la  parallaxe  sur  le  temps  de  l'entrée  et  de  la  sortie  de  la  planète;  le 
signe  — marque  l'accélération  du  contact,  et  le  signe  le  retardement. 

28.  Soient  i/J)  S le  centre  du  Soleil,  ELC  son  disque,  VV  la  route 
de  la  planète  V sur  ce  disque,  EC  l'ecliptique,  SL  le  cercle  de  latitude 
du  Soleil,  SD  le  cercle  de  déclinai.son;  en  menant  les  rayons  SV,  SV  et 
la  perpendiculaire  SR,  un  aura  SQ  égal  à la  latitude  de  la  planète  au 
temps  de  la  conjonction,  RSQ-égal  à l’angle  de  la  ligne  W avec  la 
ligne  EC,  c’est-à-dire  à l’inclinaison  de  l’orbite  relative  VV  de  la  pla- 


Digitized  by  Google 


MÉMOIRE  SUR  I.E  PASSAGE  DE  VÉNUS.  :Mil 

sur  récliplique,  DSL  tigal  à l'angli*  ilf  position  du  Soleil,  et  les 
angles  VSD  et  V'SÜ  seront  eeux  (pie  nous  avons  nommés  s et  s'  dans  les 
n“  15  et  16. 

r>c.  l 'i. 


Soient  nommées  donc 


La  latitude  de  la  planète  au  temps  de  la  ronjonrtion. . . A, 

L’ineliiiaison  de  son  orbite  relative  sur  réeliptique V, 

l.’anttle  de  position  au  montent  de  renlrée  Il . 

L'angle  de  position  au  uioinent  de  la  sortie II'. 


On  trouvera  d'abord  la  moindre  dislanee  de  centre  SR=AeosV;  en- 
suite, faisant  l'angle  VSR^y;,  on  aura 

A eos  r 

ro.sr,  = — J,  - , 

et  par  ronséquenl 

i = r,  — V — II . t'  = r,  e V -(•  ir . 

Connaissant  par  ce  moyen  les  angles  t et  i',  et  eoiinaissaiil  aussi  les  déeli- 
naisons  du  Soleil  p et p pour  les  nioments  de  l'enlrée  et  de  la  .sortie,  on 
trouvera  aisément  IV)  la  position  des  péiles  11  et  U',  que  nous  nomme- 
rons dorénavant  pâtes  d'entrée  et  de  sortie;  ainsi  on  eouiiaitra  pour 
chaque  lieu  de  la  Terre  les  angles  ? et  Ç'. 

Nous  remanpierons  seulement  tpie,  eoinme  l'anglt*  i tombe  de  l'autre 
côté  du  cercle  de  d(‘elinaison  SD,  il  faudra  aussi,  dans  la /ig.  7,  |i. 
prendre  l'arc  SH  de  l'autre  côté  de  PS;  ainsi,  l'angle  SPH  devra  être 
11.  46 
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rniiiint*  c’csl-à-dire  ()Up  cet  angle,  au  lieu  il’élre  sup- 

posé égal  il  P’  — q'.  devra  être  au  contraire  égal  à — jS’. 

20.  l’égard  des  mouveineuls  horaires  5 et  5',  il  est  facile  de  voir 
que.  .si  l’on  nomme  le  mouvement  horaire  de  la  planète  sursoit  orbite 
relative  au  iiioment  de  l’entrée  J,  et  au  moment  de  la  sorties',  on  aura 


c’est-à-dire 


S V Z’—  „ • 

9 = i =Ssmifi, 


Z 


=r  S'sini). 


Dans  les  passages  de  Mercure,  les  quantités  s et  s'  peuvent  ditl'érer  entre 
elles  de  i|uelques  secondes,  à cause  de  la  grande  excentricité  de  cette 
planète;  mais  dans  ceux  de  Vénus  la  dill'érence  de  ees  deux  quantités  est 
absolument  insensihie.  Il  en  faut  dire  autant  des  quantités  u et  u\  qui 
expriment  les  rajiports  des  distances  de  la  planète  au  Soleil  et  à la 
Terre  (13;,  de  .sorte  que  dans  ces  derniers  pa.ssages  on  peut  supposi'r 

«>'  z=  H’. 


30.  ,M.  de  Li.sie  e.st  le  premier  qui  ait  eu  l’idée  de  tracer  sur  le  globe, 
aussi  bien  (|ue  .sur  la  ma|ipenionde,  les  diHérents  cercles  des  parallaxes 
d’entrée  et  de  sortie  dans  les  pa.s.sages  des  planètes  sur  le  di.sqne  du  So- 
leil. Il  l’exécuta  d’abord  pour  le  pa.ssage  de  Mercure  de  lÿ.W  et  ensuite 
pour  celui  de  Vénus  de  17(11,  et  ,M.  de  Lalande  a rempli  le  même  objet 
pour  le  passage  de  Venus  (|ui  s’ob.servera  en  fjtit).  Cuinine  M.  de  l.isie 
n’a  point  donné  les  principes  de  sa  méthode  et  que  M.  de  Lalande  n'a 
déduit  la  sienne  que  de  la  théorie  des  |irojections,  j’ai  cru  qu’il  n’était 
pas  tout  à fait  inutile  d’examiner  cette  matière  par  l’analvse;  d’ailleurs, 
suivant  les  méthodes  dont  nous  venons  de  parler,  pour  trouver  le  pôle  H 
d'entrée  ou  de  sortie,  il  faut  prolonger  l’arc  de  grand  ceiTle  SV  en  H,  de 
manière  que  l’on  ait  i Jig.  7,  p.  34(i)  SU  = 90®,  au  lieu  que  nous  avons 
trouvé  fli;  que  l’arc  SH  doit  être  égal  à 90"-+-  s,  l’arc  s étant  tel  que 
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siii5=  Il  vrai  roiiiiiu*  Z lll■llli-(lianH■tl'<‘  du  Soleil  ii’esl  (|ue 

d'onviroii  i6  niinutcs,  et  (|ii<-  la  quantité  g,  rapjMirl  des  dislaïu-es  de  la 
planète  et  de  la  Terre  au  Soleil,  est  à peu  près  pour  .Mercure  et  pour 
Vénus,  l’angle  s ne  sera  ipie  d'environ  3"  minutes  pour  la  première  de 
ces  deux  planète.s  et  de  aa  minutes  pour  la  .seconde,  et  (|u’aiiisi  l’erreur 
sera  toujours  fort  petite. 

Cependant,  comme  on  pourrait  appli(|uer  la  même  tlieorie  à des  cas 
où  la  distance  Z ne  .serait  plus  très-petite,  il  m’a  paru  important  de  ré- 
soudre le  Probli-nie  en  toute  rigueur. 

31.  Mais  ce  n’e.st  pas  là  le  seul  avantage  de  notre  méthode.  On  sait 
que  la  |>lus  importante  de  toutes  les  observations  (pie  l’on  puisse  faire 
dans  un  passage  de  Venus  est  celle  de  la  durée  du  passage;  aussi,  le 
principal  objet  des  voyages  qui  ont  été  entrepris  à l'occasion  du  passage 
de  1761  était  de  nous  procurer  des  idiservations  de  la  durée  dans  les 
lieux  oit  les  elfets  de  la  parallaxe  devaient  être  les  plus  sensibles  et  les 
plus  opposés,  et  tel  est  aussi,  je  crois,  le  but  des  voyages  auxquels  les 
.\stronomes  se  dispo.sent  actuellement. 

Or,  .suivant  ce  que  nous  avons  démontré  dans  les  n“*  IS  et  suivants,  la 
parallaxe  de  durée  est  exprimée  en  général  par 

/ yw’  -r  so'ie'  COSM  -t-  U’’’  cos  Z, 

Z étant  la  distance  du  lieu  d’observation  au  pùle  G,  ilunt  la  position  est 
donnée  sur  le  globe;  de  sorte  que  la  parallaxe  dont  il  s'agit  sera  absolu- 
ment nulle  dans  les  lieux  placés  sous  la  circonférence  du  grand  cercle 
qui  aurait  le  même  point  G pour  pôle,  et  qu’elle  croîtra  en  raison  des 
sinus  des  distances  à ce  même  cercle.  On  pourrait  donc  aussi,  si  l’on 
voulait,  tracer  sur  un  globe  ou  sur  une  mappemonde  dilférents  cercles 
de  durée,  c’est-à-dire  tels,  que  la  durée  du  pas.sage  fût  la  même  pour  tous 
les  pays  qui  se  trouveraient  dans  la  circonférence  de  chacun  d’eux , 
l’operation  serait  absolument  la  même  que  pour  les  cercles  d’entrée  cl  de 
sortie  de  M.  de  Lisie,  en  prenant,  au  lieu  du  pôle  11  ou  IT.  le  pùle  G (19^. 

46. 
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3i.  Ma  inéthrtd»'  lionne  de  pins  un  moyen  facile  de  comparer  entre 
elles  les  oliservalions,  soit  de  l'entrée  ou  de  la  sortie,  soit  de  la  durée  du 
passage,  faites  en  plu.sieurs  endroits;  car  nous  avons  trouvé  que  la  dilfé- 
rence  entre  les  moments  de  l'entrée  ou  de  la  .sortie  pour  deux  endroits 
quelconques  est  exprimée  généralement  par 

ai  <«' cos- eosf , 

1 

les  angles  X et  | dépendant  de  la  position  des  lieux  d'observation  et  de 
celle  des  pôles  d'entrée  ou  de  sortie 

Il  en  est  de  même  des  diirérences  de  durée,  en  prenant  le  pôle  de 
durée  à la  place  de  celui  d'entrée  ou  de  sortie. 

.Ainsi,  connaissant  exactement  la  position  des  lieux  d'ob.servation,  et 
ayant  déterminé,  .soit  par  les  tables,  suit  par  l'observation  inéme,  les  élé- 
ments d'où  dépend  la  position  des  pôles  (28),  on  trouvera  immédiate- 
ment la  valeur  de  i,  c'est-à-dire  1a  parallaxe  du  Soleil,  qui  est  le  princi- 
pal objet  des  observations  de.s  passages  de  Vénus. 

.33.  Si  l'on  avait  trois  ob.servations  faites  en  trois  endroiLs  dilférents, 
on  n'aurait  besoin  (|ue  de  connaître  la  position  de  ces  trois  lieux  pour 
pouvoir  déterminer  la  parallaxe  i du  Soleil;  car,  dans  les  formules  des 
II™  23  et  suivants,  on  aurait  par  observation  les  valeurs  des  quantités 
a,  h,  c,  dilférenees  entre  les  temps,  soit  de  l'enlréc,  soit  de  la  sortie  ou 
de  la  durée,  ob.servés  ilans  les  trois  lieux  donnés;  ensuiti-,  les  distances 
respectives  de  ces  mêmes  lieux  donneraient  les  valeurs  des  angles  X,  ft,  v, 
et  par  conséi|uenl  aussi  celles  des  angles  !..  Al,  N :'2.5);  ainsi  l’on  trouve- 
rait la  valeur  de.r  '2A, , lai|iielle  étant  mise  dans  i'é(|uation 

X 

a = ai»v.r  cos  -» 

3 

on  en  tirerait  la  valeur  de  i. 

34.  l>tte  métbode  de  connaitre  la  parallaxe  du  Soleil  par  le  moyen 
de  trois  observations  me  parait  la  plus  commode  et  la  plus  exacte  de 
toutes;  il  faut  seulement  remarquer  que,  si  l’on  veut  se  servir  des  obser- 
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valions  de  rcntivo  ou  do  la  sorlie,  il  e.st  iiécfssairc  de  connaitrf  avcr  iim- 
très-grande  précision  les  difl'érenees  ties  méridiens  des  lieux  d'ohserva- 
lion  pour  avoir  les  valeurs  exactes  des  dilTérences  des  temps  a,  h,  c: 
mais,  si  l’on  emploie  les  durées  observées,  les  différences  des  méridiens 
n’enlrerout  |)lus«jne  dans  la  détermination  des  t|uanlilés  À,  ft,  v,  et  par 
eonsé(|uent  il  suffira  (|u'elles  soient  connues  à très-peu  près,  aussi  bien 
que  les  latitudes  des  lieux. 

35.  .\u  reste,  pour  savoir  si  le  passage  sera  visible  dans  un  lieu  quel- 
conque donné  L,  il  n’y  aura  ipi’ii  chercber  la  bailleur  du  Soleil  dans  ce 
lieu  aux  moments  de  l’entrée  et  de  la  soi'lie. 

Soient  donc  n la  hauteur  du  Soleil  au-dessus  de  rhorizon  du  lieu  I.  au 
moment  de  l’entree,  et  la  bauteurau  moment  de  la  sorlie;  il  est  clair 
que  les  distances  du  même  lieu  1.  aux  lieux  de  la  Terre  auxquels  le  Soleil 
sera  perpendiculaire  aux  moments  de  l'entrée  et  de  la  sortie,  et  qui  sont 
déterminées  par  les  latitudes  a et  a'  et  par  les  longitudes  p et  /5',  il  est 
clair,  dis-je,  que  ces  distances  seront  les  compléments  des  angles  7 et  î'; 
c’est  pouripioi  l’un  aura 

sio(T  =cüsa  cosij/cos(3  — 9)-4-sina  sim}'. 
siiKj'  = eosa'cosi);  ros(3'  — o)  -t-  sina'  sinij/. 


3I>.  RKMAagüK.  — Lorsque  l'angle  Z est  fort  petit,  on  pourrait  avoir 
quelque  scrupule  sur  la  réduction  (|ue  nous  avons  faite  (13)  de  l’équation 

c.osZ’  = cosZ  H-  (■«  sinZ  cosï 


car,  soit 
on  aura 

donc 


TJ  — Z—  i«cosï; 
Z'^Z-err, 

rosZ'  = eosZ  — irsinZ  — — cosZ-e. . .; 


n sin Z -I-  — cosZ  — — in  sin Z cosÇ, 

2 


et  par  conséquent 


r’  colZ  „ 

i:  -I — lu  cos;, 
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d’oii  l’on  tiro 

I ” Z = — iu  ros' , 

„ l’u' rolZ  ros’ï 

î"  = — lu  roui, -i 

2 

Pt  ainsi  de  suite.  Or,  enmme  / est  une  quantité  fort  petite,  nous  avons 
eru  pouvoir  nous  en  tenir  à la  première  valeur  approchée  de  ",  savoir 
— jurosÇ,  d’où  résulte  l’équation 


Z'  = Z — i«  cosi: 


cependant,  lorsque  l’angle  Zesl  assez  petit  pourque  la  valeur  de  cotZ  soit 

fort  considérable,  il  est  clair  que  le  terme  ' “ ’’  ne  doit  plus  être 

négligé  vis-à-vis  du  terme  (ueoSw. 

Pour  apprécier  l’eiret  qui  résulterait  d'une  telle  négligence  dans  les  pas- 
sages des  planètes  sur  le  disque  du  Soleil,  nous  remarquerons  i|ue  le  rap- 
port des  termes  dont  il  s’agit  est  exprimé  eu  général  par  ; 


de  sorte  que  sa  plus  grande  valeur  est  de  . Or,  on  a environ 

Z = iG',  t = sinio",  « = o,63iG  pour  Mercure,  et  u = 2,Gi.'ji'i  pour 
Vénus,  d’où  l’on  trouvera  pour  les  passages  de  .Men-ure 


/«  cot  Z 

3 


o,oo3>84. 


et  pour  ceux  de  Vénus 


lu  cotZ 
2 


0,01 35<^. 


.Ainsi,  l’erreur  ne  sera  dans  le  premier  cas  que  de  du  total,  mais 
elle  s(>ra  de  7:^  dans  le  stU'ond,  ilc  sorte  que  si  le  plus  grand  elfet  de  la 
parallaxe  était  de  8 minutes,  comme  il  le  sera  à très-peu  près  ilans  le  pas- 
sage de  17G9,  la  plus  grande  erreur  serait  d’environ  G secondes. 

Au  reste,  quelque  petite  que  soit  cette  erreur,  si  quelque  calculateur 
scrupuleux  voulait  absolument  l’éviter,  il  le  pourrait  ai.sément.  Pour 
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cela , il  sullirait  de  remarquer  que 

. Z'  - Z . Z-  + Z 

cosZ  — oosZ  = ï sin sin » 

a a 

el,  en  laisaul  dans  le  second  membre  Z'  = Z - n, 

cosZ'  — cosZ  = asiii  ^ sin  ^Z  -l-  j > 

de  sorte  qu’on  aurait  rigoureu.sement  ré(|ualion 

asin—  sin  (Z  + - 1 = — tnsinZros!:, 

* \ */ 

ou  bien,  à cause  que  jî  est  un  angle  fort  petit, 

r sin  ^Z  -t-  ^ j = — iu  sinZ  ros!^. 


3ti7 


d'où  l’on  tire 


iu  sin  Z 


COS4. 


sin(z  + î) 

ou  bien,  en  substituant  pourn  sa  première  valeur  approebée  — l'ncosÇ, 

iu  sin  Z cos  î 

TT  g V \ ^ 

. /_  turosC\ 
s,n(Z---^- 

d'où  l’on  voit  qu’il  n’y  aura  (ju’à  augmenter  la  parallaxe  d’entrée  en 
•ai.son  de  ■ - à i,  et  la  parallaxe  de  sortie  en  celle  de 


sin  ( Z - 


■=) 


sin  Z 


sin  Z — 


; — ai. 
IU  cos;  V 


l’égard  de  la  parallaxe  de  durée,  comme  elle  doit  être  égale  à la 
somme  des  deux  parallaxes  d’entrée  et  de  sortie  f 18),  il  n’y  aura  ()u’à  y 
ajouter  ces  deux  corrections 

' « cosÇ  X parallaxe  d’entrée  --  u'  cos£'  X parallaxe  de  sonie. 


Digitized  by  Google 


M ÉMOI  UE  SCn  LE  PASSAGE  DE  VÉNUS. 


:)*>8 

■Vinsi.  lor.s(|u'uii  voudra  faire  usape  de  la  méthode  liu  n"  23  pour  déduire 
la  parallaxe  du  Soleil  de  Iroi.s  observations,  il  faudra,  pour  plus  d’exac- 
lituile,  appliipier  d'abord  ees  eorrertions  aux  ob.servations  mêmes;  mais 
je  erois  (|iie  relie  préeaulion  sera  le  plus  souvent  superflue. 


IV.  — Du  pusxnç^e  de  l 'ênus  qui  s’observera  le  3 juin  176g 
au  soir. 

37.  Comme  les  eireoiislanees  de  ce  passajçc  oui  déjà  élé  déterminées 
par  dilférents  Astronomes,  et  surtout  par  M.M.  Pingré  et  de  Lalande, 
d’après  les  Tables  de  M.  Halley,  eorrigées  sur  les  observations  du  pas- 
sage de  1761,  et  que  leurs  résultats  s'aeeordeiit  d’ailleurs  à très-peu 
près,  j’ai  eru  pouvoir  me  dispenser  de  les  ealeuler  de  nouveau,  et  je  me 
suis  eoiitenté  d’emprunter  de  .M.  de  Lalamie  les  éléments  .suivants  ; 


Temps  vrai  de  lu  ronjonrtioo  un  méridien  de  Puris io''i)"53‘ 

l.oiiKilude  du  Soleil *■  i3”a7'  lo' 

luililude  géo<emrii|ue  de  Vénus 10'  i3',4 

Inrliiiuison  de  l'orbite  relative  de  Vénus  sur  l’érliptique 

Mouvement  horaire  de  Vénus  sur  l'orbite  relative 4’ 

Mouvement  horaire  du  Soleil i'  i3',5 

Iji  distanoe  du  Stdeil  à la  Terre  (en  supposant  lu  moyenne  =1). . i.oi5i4 

lut  disianre  de  Vénus  au  Soleil 0,77627 

l.e  demi-diamètre  du  Soleil *5' 47' 

l,e  demi-diamètre  de  Vénus -iq' 


38.  .Ainsi,  on  aura  d'abord 

A ' io'i3',4 

S = 4’o' 

T 8”  7g*  O* 

/■ <5'47- 

r i,oi5i4 

f 0,75(1^7 
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d’où  l’on  trouvera 


A cos  T 

10' 6”,  7 

5o**q'37* 

S - 6' 

i84',î6 

s 

il 

s 

1 

X 

o.*8887 



îî'  3" 

logu  — logu' 

logu>=  logiV* 

tv  “ 

49".  "5 

(J'ai  niultiplic  ici  la  valeur  de  ^ par  36oo  pour  avoir  la  valeur  <le  h'  en 
seconde.s.) 

A l’é^rd  de  »,  on  remarquera  que,  comme  le  mouvement  horaire  5 
est  exprimé  en  secondes,  il  faudra  de  même  exprimer  en  secondes  la 
parallaxe  du  Soleil;  de  sorte  que  la  quantité  i dénotera  le  nombre  des 
secondes  qui  déterminent  cette  parallaxe. 

39.  Maintenant,  on  trouvera  dans  la  Jip.  \l\  du  paragraphe  précédent 
(p.  36i) 

logVR  = a,86it>?.oo, 
logQR  — 1, *>565997, 

d'où,  en  réduisant  ces  quantités  en  temps,  à raison  de  f\‘ o"  par  heure. 


on  aura 

il  » « 

La  demi-demeure  du  centre  de  Vénus  sur  le  disque 3 1.47 

La  différence  entre  la  conjonction  et  le  milieu  du  passage, 
laquelle  doit  s’ajouter  à la  conjonction aa.37 


De  sorte  qu’on  aura  au  méridien  de  Paris 


L’entrée  du  centre  à 7.30.43 

l.e  milieu  du  passage  à io.3a.3o 

Iji  sortie  du  centre  à i3.34.i7 

IL  47 
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Or.  l'inJervalle  eiitro  le  cnmineneeineat  du  passante  et  la  eonjoneiion 
élaiil  de  et  l’intervalle  entre  la  coiijonctiun  et  la  lin  du  pas- 
sage étant  de  oo  trouvera  6’ 20"  à retrancher  de  la  longitude 

du  Soleil  au  temps  de  la  eonjonetion,  et  8' 8"  à y ajouter,  pour  avoir  les 
longitudes  aux  moments  de  l’entrée  et  de  la  sortie:  de  sorte  qu’on  aura  : 

Longitude  du  Soleil  pour  l'entrée.  . s.iS.ao.So 
Longitude  du  Soleil  pour  la  sortie  ...  2.i3.35.iB 

d’où  l’on  trouvera,  en  supposant  l’obliquité  de  l'éeliptique  de  a3“a8'io'’. 
telle  qu’elle  sera  au  mois  de  juin  i7fJ9, 

O V ir  ^00 

P =22.25.46,  p'  =22.27.33, 

11=  7.  5.3o,  n'=  6.59.35, 

et  par  conséquent 

£ = 34"35'7",  t'  = 65“38'i2'. 

Enfin,  en  convertissant  les  temps  de  l’entrée  et  de  la  sortie  en  degrés  à 
rai.son  de  t5  degrés  par  heure,  on  aura  les  angles  horaires  du  Soleil  par 
rapport  à Paris,  comptés  d’Orient  en  Occident;  donc,  en  primant  les 
compléments  de  ces  angles  à 3(lo  degrés  et  y ajoutant  20  degrés  longi- 
tude de  Paris,  on  aura,  par  rapport  au  premier  méridien, 

^ = 267”i9' i5",  ç' = 1 76“  a5' 45' . 

•iO.  Cela  po.sé,  on  aura  dans  le  triangle  PSH  [fig.  7,  p.  34(>J 

PS  = 90“  — p,  SH  - 90'’  -e  0,  PSH  = t 

pour  l’entrée,  et 

PS  = 90“  — p',  SH  = <)o"  • s,  PSH  = t' 

pour  la  sortie  (I  Aet  suivants);  ainsi  l’on  trouvera  : 1“  le  côté  PH,  qui  sera 
dans  le  premier  cas  égal  à <)o“—  a,  et  dans  le  .second  égal  à 90“— a'; 
2"  l’angle  SPH,  qui  sera  dans  le  premier  cas  égal  à j5  — 9,  et  dans  le 
second  égal  à q' — |S';  de  sorte  qu’on  connaîtra  parce  moyen  les  lati- 
tudes a,  a'  et  les  longitudes  j3,  |3'  des  pôles  d’entrée  et  de  sortie. 
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On  Irouvera  do  no 

• f » »,  P 

/•  ^~îo.44'i3. 

a' a*.  i5.»7,  8. 

il.  Pour  Ironvor  innintoiiiint  le  pùlv  do  duroo,  un  i'eiiiar(|uoi'a  (|n'à 
oansp  do  «•  = «’'  ce  pôle  toml>ora  précisément  au  milieu  tic  l’arc  qui 
passe  par  les  doux  pôles  d’entrée  et  de  sortie  ( 19  . 

Soient  donc  (Jig.iB)  P le  pôle  du  jçlobe  terrestre,  il  et  H les  pôles 


Fij.  iS. 


d’entrée  et  de  sortie,  et  G le  pôle  de  durée,  en  sorte  (jue  H'G  — 
on  aura  dans  le  triangle  HPH' 

PH  = ç,o'-st,  Pir  = <s)"-a',  HPH  = |î'-|i; 

ainsi  l’on  Irouvera  le  côté  HH'=  <u  et  l’anple  H';  ensuite,  dans  le  trian- 
gle PHG,  connaissant  les  côtés  H'Pet  H'G,  avec  l’angle  compris  H',  on 
Irouvera  le  côté  PG  = go“—  A et  l’angle  II' PG  = /S'—  K. 

On  aura  donc 

• * • 

û,  =4;.  14.44, 

A = 38. 71. 53, 

B = 56.  4*^3; 

cl  comme  F = aivcos-  (20).  on  aura 

r 

— ■zz.  45'*,ooo  X lüg  I ,6532o83. 

7 

47- 
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A2.  Voilà  tous  los  élt''monl.s  nécessaires  pour  calculer  les  parallaxes 
d’entrée,  de  sortie  et  de  durée  dans  le  prochain  pa.ssagc  de  Vénus  .sur  le 
Soleil:  nous  allons  les  remettre  ici  en  peu  de  mots  sous  les  yeux  de 
l'Académie. 

Le  lieu  du  pôle  d'entrée  est  à 49° 3o'  7"  de  latitude  et  à a6“44’  ' 3”  'Ip 
longitude;  ainsi,  ee  pôle  tombe  entre  Krancfort  et  Nuremberg,  près  de 
Miltenberp. 

Le  lien  du  pôle  de  sortie  est  à a2“i5'a7"de  latitude  et  à 7Ü“i5'8"de 
longitutle;  de  sorte  qu’il  tombe  près  de  .Mascate,  en  Arabie. 

Enlin  le  pôle  de  durée  est  à 38“arr>3'’  de  latitude  et  à 56“4'a3"  de 
longitude,  c’est-à-dire  à environ  2 degrés,  tant  à l'Orient  (]u’au  Nord  de 
la  ville  d’.Alexandrette. 

D:s  trois  pôles  étant  ain.si  déterminés,  si  l'on  nomme  Ç la  distance 
d’un  lieu  quelcon(|ue  de  la  Terre  au  pôle  d’entrée,  Ç'  sa  distance  au  pôle 
de  sortie  et  z la  distance  du  même  liiui  au  pôle  de  durée,  on  aura,  en  dé- 
notant par  i le  nombre  des  secondes  de  la  parallaxe  du  Soleil  : 


I sur  l'entrée  du  rentre — 49. ■ >5 1 cosï. 

Effet  de  la  parallaxe. . 1 sur  la  sortie  du  centre ■+-  49>'  '5r  cosi;'. 


' sur  la  demi-durée  du  passage..  45, 0001  cosi; 

le  signe  — marque  l'aecéléralion  et  le  signe  le  retardement  par  rap- 
port au  centre  de  la  Terre. 

De  là  on  voit  : i”  qu'en  supposant  la  parallaxe  du  Soleil  de  10  se- 
condes. le  plus  grand  eirel  ilc  la  parallaxe  sur  l'entrée  et  la  sortie  sera 
de  49'  secondes  ou  de  8"“i  1*,  et,  sur  la  durée,  de  çtoo  .secondes  ou  de 
1 .3““ O*;  a”  que  les  lieux  les  plus  favorables  pour  observer  ce  pa.s.sage  .sont 
ceux  qui  sont  le  plus  près  de  l’un  des  trois  pôles  ou  des  points  qui  leur 
sont  diamétralemenl  opposés;  et  comme,  dans  la  plus  grande  partie  de 
l’Europe,  on  ne  pourra  guère  voir  que  l’entrée  de  Vénus,  il  sera  avanta- 
geux de  l’observer  le  plus  près  qu’il  sera  possible  du  pôle  d'entrée. 

43.  La  différence  des  méridiens  entre  Berlin  et  Paris  étant  de  44' a5" 
orientale,  on  aura,  pour  le  méridien  de  Berlin,  l’entrée  du  centre  à 
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gb,5n>g<_  Or,  la  latiludc  de  Berlin  étant  de  53"3a'3o",  et  la  lungiinde 
de  3i“  6'  I.')",  on  trouvera 

oosÇ  = o,f|ti58485, 

et  l’entrée  y sera  accélérée  de  so''!'’  «lu’en  faisant  /=  lo 

on  aura  7“  5/(*  pour  relVet  de  la  parallaxe  à Berlin. 

Si  l’on  voulait  corriger  ce  résultat  suivant  la  remarque  du  n”  36.  il 

faudrait  le  multiplier  par  c’est-à-dire  par  1,012836,  ce  qui 

donnerait  4*^’. ‘>47'  pour  l’eiïet  dé  la  parallaxe,  laiiuelle.  en  faisant 
J = 10,  serait  donc  île  S^o*,  c’est-à-dire  de  6 secondes  plus  grande.  Ainsi 
l’entrée  du  centre  de  Vénus  se  verra  à Berlin  à 8''  7"  8*. 

On  voit  par  là  que  Berlin  e.st  un  des  pays  de  l’Europe  où  l’ell'et  de  la 
parallaxe  sur  l’entrée  sera  le  plus  sensible;  mais  comme  le  Soleil  s«Ta 
près  de  .se  coucher,  l’oliservation  ne  pourra  guère  se  faire  avec  succès. 
En  eflet,  ayant  calculé  la  hauteur  du  Soleil  à 8*‘7“’,  j'ai  trouvé  qu’elle  ne 
doit  être  que  de  i"43';  de  sorte  que  l'obscrvalion  de  l’entrée  de  Vénus 
sera  nécessairement  fort  équivoque  et  ne  .sera  presque  d’aucune  utilité. 

44.  En  jetant  les  yeux  sur  la  carte  de  l’.VIIemagnc,  je  vois  que  la  ville 
d'Emhden  aura  à peu  près  le  même  avantage  que  Berlin  par  rapport  à 
l’elTel  de  la  parallaxe;  mais  elle  aura  de  plus  l’avantage  que  l’entrée  y 
pourra  être  observée  à qucl(|ues  degrés  d’élévation  au-des.sus  de  l'hori- 
zon, condition  nécessaire  pour  le  succès  de  l’oh.servation. 

Je  trouve  par  la  carte  de  .M.  .Mayer  que  la  position  d'Emhden  est  envi- 
ron à 53“  20'  de  latitude  et  à 24' 48"  de  longitude,  ce  qui  donne 

0085  = 0,9973457, 

et  par  conséquent  48', 980 / pour  l'accélération  de  l'entrée  causée  par  la 
parallaxe,  à quoi  il  faudra  encore  ajouter  6 secondes  pour  plus  d'exacti- 
tude, comme  nous  avons  fait  pour  Berlin. 

Ainsi,  faisant  i = 10,  ou  aura  pour  Emhden  8"‘i6*  d'accélération  sur 
l’entrée  de  Vénus,  c’est-à-dire  16  secondes  de  plus  que  pour  Berlin. 
Outre  cela,  la  hauteur  du  centre  du  Soleil  y sera,  au  temps  de  l'entrée. 
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dp  3“ 57’,  ce  (|ui  paniit  sufltsanl  |)oiir  le  succès  de  l’observation;  ainsi  je 
crois  que  Kinlulen  est  de  toutes  les  villes  des  États  du  Roi  celle  oit  l’obser- 
vatioii  du  passage  de  i7(’>9  pourra  se  faire  avec  le  plus  d’exactitude  et  de 
fruit. 

45.  Nous  n’avons  considén'  jusiju’ici  que  l’entrée  et  la  sortie  du  rentre 
de  Vénus;  or,  le  deini-diainètre  de  Vénus  étant  de  29  secondes,  il  u’v 
aura  i|u’ii  divi.ser  cette  quantité  par  le  mouvement  horaire  5 de  Vénus 
par  rapport  au  centre  du  Soleil,  pour  avoir  le  tenq)s  dont  les  contacts 
des  bords  de  Vénus  et  du  Soleil  précéderont  ou  suivront  l’entrée  et  la 
sortie  du  centre;  et  l’on  trouvera,  en  réduisant  ce  temps  tm  secondes, 
'‘)()7  secondes  ou  bien  9”  27’.  .\in.si,  en  retranciiant  du  temps  de  l’entrée 
du  centre  9“  27’,  ou  les  ajoutant  à celui  de  la  sortie,  on  aura  les  temps 
des  deux  contacts  extérieurs,  et  réciproquement,  en  tijoutant  9“  27*  au 
temps  de  l’entrée,  et  les  retranciiant  du  temps  de  la  sortie,  on  aura  les 
moments  des  deux  contacts  intérieurs. 

46.  Lorsqu’on  ne  peut  observer  ni  l’entrée  ni  la  sortie,  ou  doit  s’atta- 
cher principalement  à déterminer  la  moindre  distance  a|)parente  des 
centres. 

Or,  il  est  aisé  de  trouver  par  notre  théorie  l’elTet  que  la  parallaxe  doit 
produire  sur  celte  distance;  pour  cela  il  n’y  aura  qu’à  faire  Z = A cosV, 
c — V,  et  cberclier  ensuite  le  pôle  des  parallaxes  de  la  même  manière  que 
pour  l’entrée  ou  la  sortie,  ayant  soin  seulement  de  prendre  pour  p fi  q 
les  valeurs  qui  conviennent  au  temps  du  milieu  du  passage;  apri'S  quoi, 
nommant  en  général  £ la  distance  d’un  lieu  quelconque  de  la  Terre  à ce 
pôle,  on  aura  (13)  — mcos^  pour  la  parallaxe  de  la  moindre  distance  des 
centres. 
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^ Mt>twiire\  Ht  V HtaHvniie  ntrale  des  .Vr/r/irr»  et  BeUca-Lettres 
de  Bertin^  I.  XX!H.  1769.) 


Lm-Ktiuc  réqualiuii  linalf  à laquelle  eonduit  la  solution  (1*11110  (|ue.stion 
reiiTernie  plus  d’une  ineunnue.  le  l’i'oldème  est  indéterminé;  et  envisagé 
généralement,  il  est  suseeplilde  d'une  intinité  de  solutions.  Mais  si  la 
nature  de  la  question  exige  que  les  quantités  cherehées  soient  ration- 
indles,  ou  même  (juVlles  soient  exprinn'-es  [tar  des  nombres  entiers,  alors 
le  nombre  des  solutions  peut  être  très-limité;  et  la  dillieulté  se  réduit  à 
trouver,  parmi  toutes  b>s  solutions  possibles.  eelb‘s  (|ui  peuvent  satis- 
faire à la  condition  prescrite.  Quand  l'équation  linale  n'est  (jue  du  pre- 
mier degré,  toutes  les  solutions  sont  rationnelles  par  la  nature  meme  de 
ei‘tte  équation;  et  si  l'on  veut  de  plus  qiie  les  ineonniies  soient  des 
nombres  entiers,  on  peut  les  déterminer  facilement  par  la  méthode  des 
fractions  continues  {t'oyez  plus  bas  le  n"  8j.  Il  n’en  est  pas  de  même  des 
équations  qui  passent  le  premier  degré,  et  (jui  conduisent  naturellement 
à des  expressions  irrationnelles.  On  n'a  point  de  méthode  directe  et  gé- 
nérale pour  trouver  les  nombres  cominensuraldes  i|ui  peuvent  satisfaire 
à ces  (‘quations  lors  même  qu’elles  ne  .sont  qu’au  second  degré;  et  il 
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faut  avotior  que  celle  branche  de  l’Analyse,  quoi<|ue  peut-être  une  des 
plus  iiuporlautes,  est  iiéaiiuiuins  une  de  celles  que  les  Géomètirs  pa- 
raissent avoir  le  plus  négligées,  ou  «lu  moins  dans  lesquelles  ils  ont  l'ait 
jusqu'à  présent  le  moins  de  progrès. 

Diophante  et  ses  commentateurs  ont  à la  vérité  résolu  un  granil 
nombre  de  Pndilèines  indétenninés  du  second,  du  troisième  et  même  du 
quatrième  degré;  mais  la  plupart  de  leuis  s(dutions  n'étant  (]ue  particu- 
lières, il  n’est  pas  étonnant  qu’il  se  trouve  encore  des  cas  d’ailleurs  fort 
simples,  et  en  même  temps  fort  étendus,  pour  lesquels  les  méthodes  de 
Diophante  soient  absolument  insuilisantes. 

S’il  s’agissait,  par  exeiu[>le,  de  résoudre  l’équation  A -t-  = en 

supposant  A et  H des  nombres  entiers  non  carrés,  c’est-à-dire  de  trouver 
une  valeur  rationnelle  de  l telle  (|iie  .V  t-  H/’  devint  un  carré,  on  vi'rrait 
aisément  ()ue  tous  les  artifices  connus  de  l’.Vnalyse  de  Diophante  seraient 
en  défaut  pour  ce  cas;  or,  c’est  précisément  à ce  cas  i|ue  se  réduit  la  so- 
lution générale  des  Problèmes  indéterminés  du  .second  degré  à deux  in- 
connues, comme  on  le  verra  ci-après.  Personne  que  je  sache  ne  s’est 
occupé  de  ce  Problème,  si  l’on  en  excepte  M.  Kuler  (|ui  en  a fait  l’objet 
de  deux  excellents  .Mémoires  qui  sc  trouvent  parmi  ceux  de  l'.Académie 
de  Pélersbourg  (t.  \'l  des  anciens  Commentaires  et  t.  I.\  des  nouveaux); 
mais  il  s’en  faut  encore  beaueou|)  que  la  matière  soit  épuisée,  (àir  : 
i"  .M.  Kuler  n’a  considéré,  dans  l’é(|uation  \ -v-  U/*  = h’,  que  le  cas  où  H 
e.st  un  nombre  positif,  et  où  / et  u doivent  être  dos  nombres  entiers; 
2“  dans  ce  cas  même,  ,M.  Kuler  suppose  qu’on  connaisse  déjà  une  solu- 
tion de  ré(|iiation  et  il  donne  le  moyen  d’en  déduire  une  infinité  d’autres. 
Ce  n’c.sl  pas  que  ce  grand  Géomètre  n’ait  tâché  de  donner  aussi  i|uebpies 
règles  pour  connaître  a priori  s\  l’équation  proposée  est  résiduble  ou 
non;  mais,  outre  que  ces  règles  ne  sont  fond''‘es  que  sur  des  principes 
précaires  et  tfrés  seulement  de  l’induction,  elles  ne  sont  d’ailleurs  d'au- 
cune utilité  pour  la  recherche  de  la  première  solution,  qui  doit  être  siqv 
posée  connue  (royez  le  premier  .Mémoire  du  t.  IX  des  nouveaux  Com- 
mentaires de  Petershourp,  et  surtout  la  conclusion  de  ce  .Mémoire,  p.  38); 
3“  les  formules  que  .M.  Kuler  donne  pour  trouver  une  inlinité  de  .solii- 
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lions,  (lès  (|u’on  en  connail  une  seule,  ne  i-enfermenl  pas  toujours  et  ne 
sauraient  renfermer  toutes  les  solutions  possibles,  il  luoiiis  (|ue  A ne  soit 
un  nombre  premier  (twes  plus  bas  le  n"  45). 

Les  reelierelies  (|ue  j'ai  faites  depuis  (]uel(|ue  tmnps  sur  celle  matière 
m’ont  eonduit  il  des  miUbodes  directes,  gem'*rales  et  nouvelles,  pour  ré- 
soudre les  (‘(piations  de  la  forme  -i-  H/*  = et  en  ('cnéral  toutes  les 
équations  du  second  degré  il  deux  iucouuues,  soit  (|ue  les  inconnues 
puis.scnt  être  des  nombres  qiieleom|U(‘s  entiers  ou  fractiouiiaires,  soit 
qu'elles  doivent  être  des  nombres  entiers.  (]e  sont  (ts  luélbodes  qui  font 
l’objet  de  ce  .Mémoire;  je  les  crois  d'autant  plus  dignes  de  l'attention 
des  Mathématiciens  qu’elles  lais.seut  encore  un  vaste  cliamp  à leurs  re- 
cherches. 

^ I.  — De  ta  manière  île  ramener  toute  équation  du  second 
deftré  à deux  inconnues  à cette  forme  A = «’  — Rt’,  et  des  cas 
dans  lesquels  les  équations  de  cette  forme  peuvent  se  résoudre 
par  les  méthodes  connues. 

1.  Soit 

ax’  -s  pxv  -é  y y'  -I-  ô J -I-  £_r  -t-  Ç = o 

l'équation  générale  propo.sée  dans  laquelle  a,  |5.  y,  J,  i et  Ç soient  des 
nombres  donnés  entiers,  positifs  ou  négatifs  (il  est  (‘vident  (|ue  si  les 
coellicients  a,  (3,...  n’étaient  pas  des  nombres  entiers,  on  pourrait  tou- 
jours les  rendre  tels  en  faisant  évanouir  tous  les  dénominateurs  par  la 
inultiplicatioii),  et  où  x cl  y soient  les  deux  inconnues  qu'il  s’agit  de 
déterminer,  en  sorte  qu’elles  soient  exprimé(*s  par  des  nombres  ration- 
nels. Qu’on  tire  de  cette  équation  la  valeur  de  l'une  des  deux  inconnues, 
comme  x,  et  l’on  aura 

aaar  -1-  -I-  d = -s  d)’  - 4'«'( ÿ > ‘ ty  + Ç), 

d’où  l’on  voit  que  la  question  se  réduit  à déterminer  j^en  sorte  que  la 

48. 
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((Uiintité  {^y  H-  î)’  — -t-  ev  + ï)  suit  un  carré.  Soient,  pour 

abréger, 

?’  — 4ay  = B. 

33  — 2 « =/, 

d>  — 4 ai  = g, 

cl  il  l'auilra  que  + ‘^fy  g soit  un  carré;  soit  donc 

»r'  + %fy-h  g-t\ 

on  aura  par  la  résolution  de  celte  équation 

de  sorte  qu’il  ne  s'agira  plus  que  de  rendre  B/’  +,/  ’ Bg'  carré.  Soit 
encore 

/■-Bg  = A, 

et  toute  la  difliculté  se  réduira  à satisfaire  à cette  é(|uation 
, A -e  B /»=«■, 

A,  B étant  des  nombres  entiers  donnés,  et  t et  u devant  être  des  nombres 
rationnels. 


2.  Puisque  nous  avons  supposé 


on  aura 


d’où 


(3.f  + 3)’  — 4a(yj-*-t-e  r -e  Ç)  = if  y +■  g — i\ 

B/=+/>-  Bg=B<’-e  A = «’, 

2ax  .4-  P y + 3 = ± / . 

B.v  +/=  ± U, 


±<  — 3 _ 3(±h-/) 
2 a 2 a B 


(les  signes  ambigus  de  u et  de  r pouvant  être  pris  à volonté;,  par  où  l’on 
déterminera  x et  y dès  que  l’on  connaitra  < et  «. 
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On  voit  iui.ssi  par  là  que,  .si  x et  v doivent  être  des  nomlires  entiers,  il 
faut  que  t et  u soient  entiers  aussi;  mais  il  faudra  de  plus  que  ± u — f 

soit  divisible  par  B,  et  que  ± / — 5 — *'•'*  'tivisible  par  aa. 

Si  l’on  voulait  seulement  que  x et  v fussent  des  nombres  rationnels,  il 
sullirait  que  t et  u fussent  aussi  l’ationnels. 

3.  Si  l’un  des  nond)res  .\  ou  B était  earré,  l’équation  A 4-  B/’  = 
serait  susceptible  des  méthodes  de  Diophante. 

làir  : i"  soit  B = 6’,  on  supposera  u=  ht  + z,  et  l’équation  devien- 
dra, en  ôtant  ce  qui  se  détruit, 

\ = Tlbtz  ■+■  Z’, 

d’où  l’on  tire 


de  sorte  (|u’on  pourra  prendre  pour  z un  nombre  quelconque,  (kqieii- 
dant,  si  l’on  voulait  que  / et  u fussent  tics  nombres  entiers,  il  ne  fau- 
drait prentlre  pour  z que  des  nombres  entiers  tels,  que  A — i’  fût  divi- 
sible par  3hz;  mais,  comme  la  recherche  des  nombres  qui  auraient  cette 
propriété  pourrait  être  longue  et  pénible,  on  considérera  que  l’équation 
A 4-  ô’/’  = donne 

A = «'  — h‘t’  = {ii  + b t){  Il  — bl)i 

d’où  l'on  voit  d’abord  que  « -t-  ht  et  u — ht  doivent  être  îles  facteurs  du 
nombre  donné  A;  de  .sorte  qu'il  n'y  aura  qu’à  résoudre  ce  nondire  en 
deux  facteurs  de  toutes  les  manières  possibles,  et  prendre  ensuite  l’un 
des  facU'urs  pour  u -h  ht  et  l’autre  pour  u — ht-,  on  aura  par  ce  moyen 
lieux  équations  à l’aide  desquelles  on  déterminera  t et  u,  et  l’on  choisira 
entre  toutes  les  valeurs  de  / et  «,  que  cha(|ue  couple  de  facteurs  aura 
fournies,  celles  qui  .seront  des  nombres  entiers.  De  cette  manière  on  sera 
assuré  d’avoir  toujours  les  solutions  possibles  en  entiers  de  l’équation 
proposée. 
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2”  Supposons  que  l’on  ait  A = a’,  on  fora  u = a + n,  cl  l’on  aura, 
en  substituant  et  effaçant  ce  qui  se  détruit, 

B/’  = 7.alz  + l’i', 

on  bien,  en  divisant  par  i et  tirant  ensuite  la  valeur  de  i. 


où  l’on  pourra  prendre  pour  z tout  ce  que  l’on  voudra.  Si  / et  « devaient 
être  entiers,  il  faudrait  que  z fût  entier  et  tel  que  2az  fût  divisible  par 
A — s’;  ainsi,  on  pourrait  supposer  d’abord  j = o,  ce  qui  donnerait 
1 = 0 et  U = a;  niais,  pour  avoir  une  solution  générale,  on  considérera 
l’équation  a’  -t-  B/’  ^ laquelle  donne 

B /*  = «’  — a*  = ( « -4-  rt  ) ( « — n ), 


et  nous  apprend  que  u - n et  u — a doivent  être  des  facteurs  de  B/’.  Soit 
B = bfi\  6 et  (3  étant  deux  facteurs  quelconques  de  B.  on  pourra  déter- 
miner / et  u en  supposant 

u-t-a  = bl  et  u — <1  = ^/, 

d’où  l’on  tire 

îfl  = (i  — ^)/  et 


ainsi,  l’équation  ne  sera  résoluble  en  nombres  entici-s,  au  moins  par  cette 
méthode,  que  lorsque  an  sera  divisible  par  6 — (3;  je  dis  par  cette  mé- 
thode, car  il  est  évident  que  la  supposition  de  u + a = bt  et  u — a = ^t 
n’est  que  particulière,  et  qu’on  pourrait  faire  aussi,  en  supposant  / = pq. 


ce  qui  donnerait 


u -e  fl  = 6^’,  u — a = 
ia=  hp'~ 


équation  qui  rentre,  comme  on  voit,  dans  le  cas  général  du  n°  1 . 
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Cp  sont  là  les  seules  métiKKies  qu’on  ait  eues  jusqu’à  prês«‘nt  pour 
résoudre  les  équations  de  la  forme  de  = méthodes  (|ui  ne 

sont  absolument  appliealdes  (|u’aux  ras  où  et  H sont  des  nombres  car- 
rés; dans  tous  les  autres  cas,  on  en  était  réduit  au  siiii|de  tâtonnement, 
moyen  non-seulement  lonj»  et  pénible,  mais  presque  impraticable,  à 
moins  que  les  (|uantités  chcrcbées  ne  soient  renfermées  dans  de  cer- 
taines limites;  or,  c’est  ce  (|ui  n’a  lieu  que  dans  le  cas  où,  A étant  po.silif, 
U est  négatif;  car,  puis(|ue  «’  doit  être  entier  et  positif,  il  est  clair  que 
devra  être  moindre  que  et  (|ue  par  consé(|ucnt  t devra  nécessaire- 
ment être  moindre  (|ue  y/  de  sorte  (pi’il  n’y  aura  dans  ce  cas  ipi’à 
substituer  successivement,  au  lieu  de  /,  tous  les  nombres  positifs  moin- 
dres que  y/  (il  serait  inutile  de  substituer  des  nombres  né}{atifs,  le 

carré  étant  le  même,  soit  (jue  t soit  positif  ou  négatif  ),  et  choisir  ceux 
qui  rendront  \ — égal  à un  carré;  il  n’en  est  pas  de  même  lors(|uc  H 
est  positif,  parce  qu’alors  l peut  augmenter  à l’inlini;  et  en  général,  soit 
que  IJ  soit  positif  nu  négatif,  le  nombre  des  substitutions  à e.ssayer  sera 
toujours  nécessairement  indélini,  dès  qu’on  voudra  admettre  des  nom- 
bres rompus;  ce  (pii  prouve  d’autant  plus  la  nécessité  d’avoir  pour  cet 
objet  des  méthodes  directes  et  analytiques  telles  (|iie  celles  t|ue  nous 
allons  donner. 


11.  — Résolut  ion  de  réginitlon  \ = iR — lorstjiie  u et  t 
peuvent  être  des  nombres  quelconques  entiers  on  fractionnnires. 

ï.  Supposons  en  général  que  « et  t soient  des  fractions  quelconques, 
lesquelles,  étant  réduites  au  même  dénominateur  et  aux  ?nniiidres  termes 

possibles,  soient  représentées  par  ^ et  en  sorte  que  l’on  ait  u = 

t = ^;  et  l’équation 


\ -f-  Bt’=  u\  savoir  =;  u'  — B/', 
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ili‘vimi(lra 

Ar'  =p’—  B y -, 

de  suric  (|Uf  la  t|ut*.stiiiii  sora  réduite  à trouver  des  nombres  entiers  (|ui, 
étant  substitués  pour  p,  q et  r,  satisfasstMit  à eette  équation. 

.Nous  pouvons  supposer  de  plus  que  l’équation  Ar’ — p’ — Wq’  soit 
lidle,  ((lie  ni  A ni  U ne  eontiennent  aueun  facteur  carré,  (iar,  si  l’on  avait 
A=rtp’,  U = l’équation  deviendrait 

up’r’  — p‘ — hjn’q'-; 

ou  bien,  en  faisant  pr=m,  rsq  = n, 

am‘  — p’  — lin’, 

la<|uelle  est  de  la  iiiéme  forme  i|ue  la  précédente. 

En  général . au  lieu  de  faire  simplement  z=  ^ / — ï,  „n  f,.|-a 

dans  ce  cas  u = et  f = et  les  faeleurs  carrés  p’  et  a’  disiiarai- 
Iront  par  la  division.  Ain.si,  il  suHira  de  résoudre  l’equation 

Kr’  =:  p’ — R^' 

dans  l’hypotbese  (|ue  ni  A ni  U ne  eoiitieuiient  aucun  facteur  carre. 

Nous  supposerons  encore  que  B ne  soit  pas  égal  à i,  ni  (|ue  l’on  ait 
à la  fois  B = — I et  A = i;  car,  outre  que  ces  cas  n’ont  point  de  dilli- 
ciilte,  nous  nous  réservons  d’en  donner  la  solution  plus  bas  M!tj. 

Entin,  nous  supposerons  que  A .soit  toujours  plus  grand  i|ue  B.  En 
elfel , il  est  clair  : 

i"  Que.  si  .A  était  moindre  que  B,  il  n’y  aurait  (|ii’à  transposcM-  les 
ternies  Ar’  et  üq’,  et  éebanger  A en  B et  7 en  r: 

2“  Si  était  égal  à ±B,  alors,  eoinme  A est  suppose  lie  conteiiir 
aucun  facteur  carré,  il  faudrait  nécessairement  (|ue  p fût  divisible  par  .A, 
de  sorte  qu’en  fai.sant  p = .A.r  ou  aurait,  après  avoir  divisé  par  .A, 

r’ = ,K s’ de. q-,  r'esi-à-dire  \s’  — p‘zsiq‘. 
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rentre  dans  l’équation  j;énérale  Ar^  = p* — en  laisant 
B = I , r — s;  or,  si  le  signe  inférieur  a lieu,  on  aura  déjà  le  eas  du 
n"  19:  el  si  e’est  le  signe  supérieur  (]iii  ail  lieu,  alors  on  aura  aussi  le 
eas  du  n“  19  .si  ,\  = i;  de  sorte  que  nous  supposerons  iei  A >■  i,  et  par 
eonsequenl  A > B. 

De  eetle  manière,  la  réstdution  de  l'éipiation  proposée  se  réduini  tou- 
jours à relie  d'une  équation  de  la  forme 

\r’  = i>'-—  ÿq‘, 

où  />,  r devront  être  <les  nombres  entiers,  et  où  A et  B seront  des  nom- 
bres entiers  donnés  non  carrés,  ni  eontenant  des  faeteurs  earrés,  et  dont 
run  A sera  plus  grand  que  rautri*  B. 

а.  Je  dis  maintenant  que  les  nombres  p et  q doivent  être  premiers 

entre  eux;  car,  s’ils  avaient  un  eomnuin  diviseur  p,  il  faudrait  que  Ar’ 
fut  aussi  divisible  par  p’;  mais,  eomme  les  fraetions  ^ et  ^ sont  sup- 
posées réduites  à leurs  moindres  termes,  il  est  elair  ([ue  p,  q vl  r n’au- 
ront aucun  diviseur  nun,  el  ()u’ainsi  r ne  sera  point  divisible  par  p; 

d’ailleurs,  il  est  clair  <|ue  si  p,  q et  r avaient  un  diviseur  commun,  on  en 
pourrait  toujours  faire  abstraction,  parce  que  ce  diviseur  s’en  irait  de 
lui-méme  par  la  division;  donc,  il  faudra  (|ue  A soit  divisible  par  p’, 
CH  qui  ne  .se  peut  à cause  que  A est  .supposé  ne  contenir  aucun  facteur 
carré. 

б.  Cela  posé,  je  remarque  d’abord  que,  pour  que  l’équalion 

kr’  =:p‘ — Kq- 

puisse  subsister,  il  faut  que  A soit  un  diviseur  d’un  nombre  de  celte 
forme  a’  — B,  a étant  un  nombre  entier,  c’est-à-dire  que  B soit  le  ré.sidu 
de  la  division  d’un  carré  quelconque  par  A.  Car,  si  l’on  multiplie  l’équa- 
tion dont  il  s’agit  par 

/>:  - B?î. 

on  aura 

kr‘(p’,-Bq’.)-^{p‘-VfHp',-hq’,); 

11-  49 
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or. 

s(’  réduit  à relie  t'onne 

{pp.±Bqq,f-  H{pq,üzqp.y, 

enmme  il  esl  facile  de  s'en  assurer  par  le  développemeni  de  ces  deux  ex- 
pressions: donc,  si  l’on  prend  p<tur  />,  et  q,  des  nombres  entiers  tels,  que 
fMf,  — qp,  soit  I ou  — I,  ce  qui  est  toujours  possible  à cause  que  p et  q 
sont  premiers  entre  eux  ( numéro  précédent),  et  (|u’on  fasse 

/»/»,  — B 771  = 0.  * 

on  aura 

Kr'[p,-  Bï;)  = a>-  B; 


par  conséquent,  A sera  un  diviseur  de  a'  — B. 

7.  Pour  trouver  les  nombres  p,  et  q,,  qui  peuvent  satisfaire  à la  con- 
dition 

pq.  - ÿp,  ± 1 . 

on  réduira  la  fraction  ^ en  une  fraction  cotilinue,  d’où  l’on  déduira , 
7 

comme  on  sait,  une  suite  de  fractions  convergentes  vers  ^ et  alternali- 

» q 

veinent  plus  grandes  ou  plus  petites  que  cette  même  fraction  (voyez 
plus  bas  le  n“  29),  et  l’on  prendra  pour  p,  le  numérateur  de  la  fraction 

i|ui  précédera  immédiatement  la  fraction  et  pour  7,  le  dénominateur 
de  la  même  fraction;  si  la  fraction  ^ est  plus  petite  (|ue  la  fraction 


et  si  on  aura 

7'  7 


pq.  -qp.=  y. 


pq.-qp.  = -x. 


8.  Olle  métbode  est  utile  pour  résoudre  en  général  toutes  les  é(|ua- 
tinns  du  premier  degre  à deux  inconnues,  lorsque  ces  inconnues  doivent 
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('■Ire  (It-s  noinlircs  Piilicns.  (^r,  .soit  l’i'qiiation 


jif  — qx  — r, 

dans  laquelle  p et  q soient  îles  nombres  entiers  premiers  entre  eux;  je 
dis  premiers  entre  eux,  ear  il  est  évident  que  si  p et  q avaient  un  divi- 
seur eommun  p,  il  faudrait  que  r fût  aussi  divisible  par  p pour  que  les 
nombres  x et  pussent  être  des  nombres  entiers:  done,  divi.sant  toute 
l'équation  par  p,  on  aurait  une  nouvelle  équatinn  de  la  forme 


py  — qx  = r, 

dans  laquelle  p et  q .seraient  néees.sairement  premiers  entre  eux. 
yu’on  eberebe,  eomnie  ci-dessus,  la  fraction  telle  ipie 
pq,-qp,  = ±i, 

et  l'on  aura,  en  inullipliaiit  par  r. 


pq,  r — qp,  r=  r; 


donc,  retranchant  cette  équation  de  la  proposée  ou  l'y  ajoutant,  on  aura 
eelle-i’i 

/'(r=P'V')—  q{xzfirp,)r=u, 

d'oii  l'on  tire 

fJÇ  _ £. 

q 


Or,  p piq  étant  premiers  entre  eux,  la  fraction  ^ sera  déjà  réduite  à .ses 

moindres  termes,  de  sorte  que  comme  x et  v doivent  être  des  nombres 
entiers,  il  faudra  qu'on  ait 


xzfLrp,  — mp,  r^^rq,  = mq. 
m étant  un  nombre  quelconque  entier;  d'oii  l'on  tirera 
x=.mp±.rp„  x-=mq±rq,. 

(>  sont  les  expressions  générales  de  tous  les  nombres  entiers  x et  )■  qui 
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pi'uvtnil  satisfairo  à l'équation 

py  — qx=  r. 

Ainsi,  pour  satisfaire  en  général  à l’équatiuii 
py  — qx  = ±\, 

qui  est  celle  du  numéro  précédent,  on  prendra  r = ± i , et  l’on  aura 
x = mp±p„  y — mq±q„ 

les  signes  ambigus  étant  à volonté  aussi  bien  que  le  nombre  m. 

9.  La  rédiietion  que  nous  avons  laite  (G)  de  la  quantité 

(/?’—  Bï')(/»!  — 
à 

Ipp,  .■^Kqq,y—\t{pq,±qp,)- 

doit  être  bien  remarquée,  parce  que  nous  en  ferons  un  fréquent  usage 
dans  la  suite  de  ce  Mémoire;  il  résulte  de  là  que  le  produit  de  deux  nom- 
bres quelconques  de  la  forme  p'  — Bç’  est  encore  de  la  même  forme,  et 
(|ue  par  conséquent  le  produit  d'autant  de  nombres  qu’on  voudra  de  la 
forme  p'  — sera  aussi  de  la  même  forme.  En  elfet,  on  a 

(p--Bî’)(/»;-Bî;)  = p>-bq>, 

{p>- By|)  = p;-  bq:. 


P=pp:±Bqq„  Q=zpq,-±qp„ 
P,=  Pp,±bQq„  Q,—  Pq,±Qp„ 


où  l’on  observera,  à l’égard  des  signes  ambigus,  de  les  prendre  les  mêmes 

dans  les  deux  quantités  P et  Q,  P,  et  Q 

On  aura  de  même 

ip’—Bq‘)’=P‘  — BQ>, 

(p>- Bî*)«=.  p;— BO;, 
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en  laisanl 

Q = -t.pq, 

P,  =/>•  + Oi  = 3/iç' + 


et  en  général,  si  l'on  l'ait 

(/>'— B7')-  = P’— BQ’, 

un  aura 


„v  m(m— i){m— a)  mfm  — — i)  « 

Q = mr-Ï4-  ^ ^ -V  -V'»-.  + 

uu  bien 


P = 'iPt.!,  V “j” +fp  - 9 V®  r ^ 

2 

Br-jp-^yBf 

2vB 

10.  Nous  avons  «ieniontré  plus  haut  (6)  que  l’équation 


r'  — p'  — B^' 

ne  peut  avoir  lieu  à moins  que  A ne  soit  un  diviseur  d’un  nombre  de 
eette  forme  a*  — B:  or,  je  dis  que  l'on  peut  toujours  supposer  ()ue  le 
nombre  a .soit  moindre  que  la  moitié  du  nombre  A.  En  ell'et,  soit  a un 
nombre  tel  que  u’ — B soit  divisible  par  A,  il  est  elair  qu'en  faisant 
a = u.A±a,  fl  étant  un  nombre  quelconque  entier,  a’  — B sera  au.ssi 
divisible  par  A;  d’autre  part  il  est  facile  de  voir  qu’on  peut  toujours  dé- 
terminer le  nombre  p.et  le  signe  ambigu  de  a en  sorte  que  a soit  < 
donc,  s’il  existe  un  nombre  quelconque  a,  tel  que  a‘‘  — ü soit  divisible 
par  il  doit  exister  aussi  un  nombre  a <i  —t  qui  ait  la  même  propriété. 

On  doit  conclure  de  là  que,  pour  que  l’équation 


\r‘  = p‘  — Bç“ 
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soil  ri'“Milublf,  il  faut  nt'u’c.ssairt'nient  que  Asoituii  diviseur  il'uii  nombre 
tel  que  a’ — B,  a élaiil  un  nombre  moindre  tjue  ~ 

On  essayera  donc  successivement  pour  a tous  les  nombres  naturels  de- 
puis I Jusi|u’à  et  si  l'on  n’en  trouve  aucun  qui  satisfasse  à la  eondi- 

lion  dont  il  s’assit,  ce  sera  une  mari|ue  stire  (|ue  réquation  propost'c 
n'ailmel  aucune  solution  rationnelle. 

Nous  donnerons  plus  bas  {voyez  le  S IV)  des  moyens  directs  pour  pou- 
voir reconnailre  si  un  notid>re  donné  peut  être  un  diviseur  d'un  nombre 
de  la  forme  a’ — B,  B étant  aussi  donné;  il  rioiissuflit  ici  qu'on  puissi- 
toujours  s'en  assurer  par  un  tâtonnement  fort  simple. 

An  reste,  il  faut  remarquer,  pour  éviter  toute  é(|uivoque,  rpie  quand 

nous  disons  que  a doit  être  ■<  nous  entendons  que  a et  A soient  pris 

positivement,  quoiqu'ils  puissimt  être  d'ailleurs  positifs  ou  négatifs;  de 
sorte  (|u’on  ne  doit  avoir  égard,  dans  cette  comparaison  des  nombres  n 
et  A,  qu'à  leur  valeur  absolue. 

1 1 . Reprenons  maintenant  l'équatinn 
(A)  B^', 

et  supposons  qu'on  ait  trouvé  un  nombre  entier  or  < -^  fabstraclion  faite 

des  signes  de  or  et  A),  tel  que  or’  — B soit  divisible  par  A;  dénotons  par  A, 
le  quotient  de  la  division  de  or’  — B par  .A,  on  aura  ré(|uatioii 

AA,z=o’-  B. 

Qu'on  fasse  or,  = p.,  A,  s:  or,  p,  étant  un  nombre  i|uelconquc  entier, 
et  qu'oil  prenne  |e  nombre  p,  et  le  signe  de  or  en  sorte  que  l'on  ait 

or,  < y (abstraction  faite  des  signes  de  or,  et  A,p  ce  qui  est  évidemment 

loujoui-s  possible,  comme  nous  l'avons  déjà  observé  plus  haut;  il  est  clair 
(]ue,  puisque  or’  — B est  déjà  divisible  par  A,,  orj  — B le  sera  aussi,  de 
sorte  qu’en  dénotant  Je  quotient  de  cette  division  par  A,,  on  aura  celle 
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équatiun  analogue  à la  précédenU' 

A, 

Faisant  de  inéine  a,  = fi,  .Aj  ± st, . et  pmiaiil  jat,  et  le  .signe  de  a,,  t-ii 
sorte  que  l’on  ail  a,  < ^ noinlires  a,  et  Aj  étant  considérés  coinnie 

positil's),  on  aura  aJ  — B divisible  par  A,;  de  sorte  qu'en  dénotant  le 
quotient  de  cette  division  par  .A,,  on  aura  cette  troisii-me  équation 

V,  A.  = a;  - B, 

et  ainsi  de  suite. 

12.  De  cette  manière  on  pourra  trouver  une  suite  d'é<|uatiun$  telles 
c|ue 

' A A.  = a'  - B. 

(«,  |A,A.=  a;-B. 

I A,A,  = a;-B, 


dans  lesquelles  on  ait  en  considérant  les  nombres  a,  a,,  a.j .V,  A,, 

.A,,...  comme  positilsj  a < — . a,  <—’*»<—>  — 

ür.  je  «lis  que  les  nombres  .A.  A,,  Ai,  Ibrmeront  nece.ssairemeni 

une  suite  décroissante,  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à un  terme  comme  .A„. 
l'indice  n dénotant  le  quantième  du  terme  A„,  lequel  soit  = B ou  < B, 
abstraction  faite  des  signes  de  .A„  et  de  B.  Pour  prouver  cette  proposition, 
il  est  à propos  de  distinguer  les  deux  cas  de  B positif  et  de  B négatif. 


13.  Supposons  d'abord  ^ue  B suit  un  nombre  positif;  dans  ce  cas  il 
est  clair  (|ue  .A  pourra  être  positif  ou  négatif. 

i“  Soit  .A  positif  et  soit  a’  >B.  il  est  clair  que  .A,  sera  aussi  positif; 


A A' 

or,  puisi|ue  a < — > on  aura  aussi  a^  < et  à plus  forte  raison 


J’ 

\7  \ 

donc  .A.A,  < -J,  et  par  con.séquent  A et  .A,  étant  positifs^  A.<  J 
De  même,  puisque  .A,  e.st  positif,  si  aj>  B,  on  aura  aussi  .A,  positif. 
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ft  l'on  prouvera  pareilleiiieiil  tjue  Aj  < et  ainsi  de  suite,  jusqu'il  ce 
que  l'on  arrive  à une  équation  telle  que 

A,  A.*,  = ai  — B, 

dans  laquelle  a®  ne  soit  pas  >B;  or,  puisque  a < ^.  A,  < jt  «,  < 

A,  < ■■1  il  est  clair  que  les  nombres  A,  A,,  A,,...  iront  nécessaire- 

inenl  en  diminuant,  ainsi  (|ue  les  nombres  a,  a,,  de  sorte  (pi’on 

parviendra  nécessairement  à l’équation 

A.  A.*,  = ai  - B, 

où  a’  = B ou  < B;  mais,  a cause  que  B est  supposé  non  carré,  et  dille- 
renl  de  l'unité  (ij,  on  ne  saurait  avoir  a’  = B;  de  sorte  (|u’il  faudra  que 
l'on  ait  a’<B.  Ainsi  B — a’  sera  nécessairement  un  nombre  moindre 
que  B,  ou  tout  au  plus  égal  à B si  a„  = o;  donc,  puisque  A„  doit  être  un 
diviseur  de  B — a’,  il  est  clair  que  A„  sera  aussi  nécessairement  moindre 
que  B ou  tout  au  plus  égal  à B. 

a"  Soit  A négatif  (?t  égal  à — a,  a étant  un  nombre  positif,  et  soit 
aussi  a’  > B,  il  est  clair  que  A,  devra  être  négatif:  or,  en  prenant  a po- 
sitif. on  aura  a<  - (par  bvpotbèse).  donc  a’ — B < et  faisant 

A,  = — a,  ta,  étant  positif),  on  aura  aussi  aa,  < y et  par  conseipient 
^ a 

"•<!' 

De  même,  en  supposant  a J > B.  on  aura  A,  négatif,  et  faisant  A,=  — «j 
(oj  étant  positif),  on  aura  a,  < ^ et  a,  < j’"et  ainsi  de  suite.  Ainsi  l'on 
prouvera,  comme  ti-dessus.  que  les  nombres  a,  a,,  a,,...  iront  en  dimi- 
nuant ainsi  que  les  nombres  a,  a,,  a, jusqu'à  ce  que  l'un  arrive  à un 

nombre  comme  a„,  qui  soit  moindre  que  B ou  tout  au  plus  égal  à B. 

14.  Soit,  en  second  lieu.  B égal  à un  nombre  négatif  comme  — />. 
h étant  positif,  il  est  clair  d'abord  que  dans  ce  cas  tous  les  nombres  A, 
A,,...  seront  positifs,  parce  que  l’on  aura  par  les  équations  (A)  et  iaj 

Kr‘ — p> h</-,  VA,  — K,  A,  — x’ + h,. . 
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* A* 

•>r.  si  A >/>,  r(‘(|uation  AA,  = a’-f-A  iloiintTa  AA,  < ^ t-  A.  à cau.st* 

(le  h ■£'  A et  de  a ; doue 
a 


De  ni(‘nie,  si  A,  > h,  l'équation  A,  A,  = aj  4-  h donnera,  à eanse  de 
\> 

a,  < — > A,  Aj  < V -t-  A,,  et  par  conséquent 

7i  4 

A. 

A,<^  -e  I. 

et  ainsi  de  suite;  d’oü  l’on  voit  (|ue  les  nonilires  A,  A,,  décrnitronl 
coutinuelleinent  jns(|u'à  ce  que  l’on  arrive  à un  ternie  A„  égal  à l>  ou 
moindre  i|iie  b. 

Si  f/=i,  il  est  clair  qu’on  parviendra  nécessairement  à un  terme 
A,  = i;  car,  piiis(|ue  les  nonilires  A,  A,,  Aj,...  ne  peuvent  jamais  deve- 
nir nuis,  à cause  des  équations  .\A,  = 2’  H-  A,  A,  Aj  = «J  -1-  fc A„  ne 

pourra  pas  être  < 1 , par  conséquent  il  sera  nécessairement  égal  à i . 

15.  .Vu  reste,  <|uui(|u'oii  puisse  toujours  pousser  la  suite  A,  .V,,  .V,,... 
jusqu’à  un  terme  égal  ou  moindre  que  B,  cependant,  si  l’on  en  trouve  un 
qui.  étant  encore  plus  grand  i|iie  R,  suit  en  même  temps  carré  ou  mul- 
tiple d’un  carré,  mais  tel,  i)u’étant  divisé  par  le  plus  grand  carré  <|ui  le 
mesure  il  laisse  un  ()uotient  égal  ou  moindri*  que  H,  alors  on  pourra  s’ar- 
rêter à ce  terme. 

Km  général,  nous  suppo.serons  ipie  la  suite  .V,  .A,,  Aj,...  soit  poussée 
jusqu’à  un  terme  A«  de  cette  Ibrnie  a’C,  a étant  un  nombre  quelconque, 
et  C un  nombre  qui  ne  soit  ni  carré  ni  multiple  d’un  carré  et  qui  soit  en 
méiiii'  temps  égal  ou  moindre  que  B,  abstraction  faite  des  signes  de  B cl 
de  C. 

Ainsi,  si  B = — I , il  faudra  nécessairement  que  l’on  ail  C = 1 . 

16.  Cela  posé,  si  l’on  multiplie  ensemble  loiiles  les  e(piations  (aj  du 
n"  12,  jusqu’à  l’équation 

A.  , \.  = («i_,-B. 

II.  5o 
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on  aura  (9)unec(|uation  doiil  le  premier  nicmbro  sera  A AJ  AJ. ..Ai.,  A«. 
el  tloni  le  second  inemlire  sera  de  celle  Ibniie  P“  — BQ’:  de  sorte  ciu’à 
cause  de  ,4,  = a’C,  on  aura  l’équation 

<;\(A, A....A,  ,a)'=P'-BQ', 

laquelle  étant  encore  inutlipliée  par  l’équalion  f \)  deviendra  de  cette 
fornie 

C(A  A,  A.. . ..A_, ac)’  . /j|  — Bi-;, 
ou  bien,  en  faisant  .\A,  A,...A,_,  «r  = y,,  de  la  forme 
Cv:  = />;  — Br;. 

c'est-à-diri‘ 

(B)  Br|  = p;-Cv;. 

D’oil  l’on  voit  ([lie  si  l’équation  f A)  est  résoluble,  il  faut  aussi  (jue  celle- 
ci  le  .soit. 

Réciproquement,  si  réi|ualion  (B)  est  r(•soluble,  on  pourra  résoudre 
aussi  l’éijuation  (.V).  En  ellét.  en  mettant  réi[uation  (B)  sous  celte  forme 

C(/;  = /»;-Br;. 

et  la  inuilipliant  successiveimmt  par  chacune  d(‘s  équations  (a;,  à com- 
mencer par  l’équation 

([ui  est  la  dernière,  on  aura,  à caii.se  de  .\„  = a“C.  une  équation  de  cette 
forme 

A(A,  A,...A_,Ca)'7;  = ;P-  Bv'. 
c’est-à-dire,  en  fai.saul  A,  A,....\,_, Cay,  —r,  de  la  forme 

— B(/% 

ijui  est  l’équation  {A[  même. 

Doue  la  riisolution  de  l’équation  (.Aj  se  réduira  à celle  de  l’eijua- 
liou  (Bj.  dans  bojuelle  B est  < A.  el  C=  ou  'B.  de  sorte  que  cette 
dernière  est  plus  simple  que  la  première. 
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Or.  si  ()  = I,  l'oquiition  (B)  svra  lirjii  diiiis  le  eas  que  nous  résoudrons 
plus  lias  (19):  ainsi  nous  suppostuiins  (pie  si  C esl  posilil',  il  soit  encore 
plus  grand  (|ue  l’unilé. 

Nous  appellerons  dans  la  suite  les  éipiations  (Aj,  (B)  ei  les  autres 
équations  analogues  à eelles-ei  (“quations pnncipuks.  et  les  équations  Ui), 
ainsi  (pie  les  autn‘S  eipiations  seniliialdes  (|u'on  pourra  trouver,  équa- 
tions seroFirlaiirs;  ainsi  nous  noinnierons  l'équation  'A;  la  première  des 
équations  principales,  réquation  (B)  la  deuxième  des  é(piations  princi- 
pales, et  ainsi  des  autres;  nous  nommerons  de  même  les  ('“quations  («)  la 
pri“mi('ri“  suite  d’équations  secondaires,  et  ainsi  du  reste. 


17.  Or.  l'éipratioii 


llr;  —■  p\  — i.q] 


étant  seinlilalile  à l'equation 

\r^  = pi — B(/*. 

on  pourra  la  traiter  de  la  même  manière;  en  ell'et.  si  B = 3;  C,  il  l’audra 
que/i,  soit  aussi  divisilile  par  B,  de  sorte  (|u’en  faisant  p,  — B*,,  on  aura 
l'équation 


(•  e8t-a-ilm“ 


r;  Vi. 


.\insi  eette  équation  sera  déjà  dans  le  eas  du  n“  19  si  le  signe  inferieur  a 
lieu;  et  (|uaud  le  signe  supérieur  aura  lieu,  alors,  à cause  de  B^  i par 
liypotliès«“,  (“Ile  rentrera  dans  la  forme  générale 

Bei  — — C^;, 

B étant  > C.  Doue,  pui.s(pie  C est  ou  égal  à B ou  moindre  (|ue  B.  on  aura 
toujours  à r(“Sou(lre  une  équation  de  eette  forme 

hr]  — p]  — i’-q',, 

dans  laquelle  ni  B ni  C ne  contiendront  aucun  facteur  carre,  et  oit 
sera  < B.  Ou  eomineneera  donc  par  chercher  de  n(tuv(“an  un  nomhre 

5o. 
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(S  < -^  (en  rpgardanl  |5  et  B coinme  positifs)  i;l  loi,  que  — C soit  divi- 
sible pur  B:  et  si  l’on  n’en  trouve  aucun  (|ui  satisfasse  à celle  condition, 
ce  sera  une  marque  certaine  (pie  l’équation 

Brî  = p*-(Jv; 

ne  sera  point  résoluble  rationnellemeut.  et  par  conséquent  que  la  pro- 
posée ne  le  sera  pas  non  plus;  je  supposerai  donc  qu’on  ait  trouvé  un 
tel  nombre  fi,  en  sorte  qu’en  nommant  B,  le  (juotient  de  la  «livision  de 
fi'  — C par  B on  ait  fi'  — C = BB,,  on  pourra  former  celte  seconde  suite 
il'éqiiations  secondaires 

^ B B,  = j5>-C. 

dans  lesquelles  les  nombres  B,  B,,  Bj,...  formeront  une  suite  décrois- 
sante (|u’on  continuera  jusqu’à  ce  (|ue  l’oii  parvienne  à un  terme  de  cette 
forme  6'D,  [)  étant  égal  à C ou  moindre  que  C (abstraction  faite  des 
signes  de  C et  D ce  qui  arrivera  nécessairement,  comme  nous  l’avons 
prouvé  plus  haut;  et  par  le  moyeu  de  ces  é(|uations  on  parviendra,  en 
opérant  comme  dans  le  n“  16,  à une  nouvelle  équation  de  la  forme 

(C)  (>;  = />;  — Dq‘„ 

ilont  la  resolution  dépendra  de  celle  de  l'équation 

Br;  = p‘-Cq; 

et  vicerersâ;  de  sorte  que,  celle  équation  étant  résolue,  ou  pourra,  en 
remontant,  résoudre  la  proposée. 

18.  En  suivant  toujours  le  même  procédé,  ou  trouvera  cette  suite 

d’é(|uations  principales  ' 

kr'  =p‘  — Bj=. 

Be;  =p‘-Cq\, 

Lr;  =/>;  -Dyi, 

D»;  =/>;  - Ei/î, 


Digitized  by  Google 


Dll  SECOND  DEGKE. 


I 


3<n 

dans  lesquelles  les  nombres  A.  U.  C,...  rurmeroni  une  série  déeroissante 
jus(|u’à  ee  qu’on  parvienne  à un  terme  égal  à runité  prise  posilivemenl 
ou  négativement:  car,  eoinme  ees  nombres  ne  sont  ni  carrés  ni  multi- 
ples de  carrés  |)ar  l'Iiypotbèse.  il  est  impossible  (|u'un  parvienne  à un 
terme  égal  à zéro  avant  d’être  parvenu  à un  terme  égal  à runité;  en 
elTet.  si  E = O,  on  aura  DrJ  — p\  ; donc  D = i ; donc,  puisque  les  termes 
A,  B,  C....  deviennent  toujours  |ilus  petits,  il  est  évident  qu’on  arrivera 
nécessairement  à un  terme  égal  à i ou  à — i. 

Soit,  par  exemple,  E = i ; alors  la  dernière  équation  sera 


c’est-à-dire  de  la  Ibrine  / 

V z‘  = X’  — r'. 

Mais,  si  E = — I,  alors  on  pourra  continuer  encore  les  memes  opéra- 
tions, et  l’on  parviendra  nécessairement  à une  nouvelle  équation  princi- 
/Hite  telle  que 

ilans  laquelle,  à cause  de  E=  — i,unaura  néeessairetnent  F=i(15,; 
de  sorte  que  la  dertlière  des  équations  principales  sera,  dans  ce  cas,  de 
la  forme 

— = r'. 


laquelle  rentre  dans  la  formule  précédente  en  faisant  V = — i . 
Or.  nous  avotis  démontré  que  si  l’équation 


A r*  = p’  — 

est  résoluble,  les  équations  suivantes 

Br;=/i;-c?:,  Cr;=/»;-ü7;,..., 

doivent  l'élre  aussi,  et  réciproquement  que  si  l’une  de  celles-ci  peut  se 
résoudre,  toutes  les  précédentes  pourront  se  résoudre  aussi  (16);  donc, 
la  résolution  de  l’équation 

A r*  = /»’  — 
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s*'  ri'diiira  totijmirK  en  moyen  à celle  il’une  équaliun  de  la  forme 

\ eiaiil  un  nombre  donne. 

HL  Or.  l'equation 

\ *■  — r-  — y 

esl  facile  à résoudre  |iar  la  nielliode  même  du  n".');  mais,  pour  avoir 
|iour  X.  y i-l  c des  expressions  sans  fractions,  on  fera  x-e  y=Ç,  x— y=’i. 

et  l'on  aura  V:’  = doue  -i  = de  sorte  qu'il  faudra  que  Va’  soit 

divisible  par  ?.  Soit  M la  plus  ('railde  mesure  eouimune  de  V et  £,  en 
sorte  que  V=  M.\'  et  | = M,o,  £ et  N étant  premiers  entre  eux.  et  l’on 

aura  -i  — donc  - «7,  el  par  cunse(|uent  | = Mp.  ij»  = Ne,  M et  N 

elani  deux  facteurs  quelcouiiiies  île  V;  or,  soit  / la  plus  {{rande  commune 
mesure  de  p et  a,  et  comme  pç  doit  être  égal  à un  carré,  il  est  clair  que  p 
et  7 ne  pourront  être  (jue  de  cette  forme  p = lm'‘  et  7 = /«’,  /.  m el  n 
étant  des  nombres  quelconques  entiers:  ainsi  l'on  aura 

I*  ~ /’  m'  n‘,  £ r -4-  r = M /m‘.  !|»  jr  — y = N /n% 

donc 

, /lMm--eNn‘)  /(Mm=— N«‘) 

z — lmn,  .r -Z  , r=-  : 

7 7 

mais,  comme  il  esl  inutile  d'avoir  dans  les  expres.sions  de  x,  y cl  z un 
inultiplicaleur  commun,  parce  qu'il  est  visible  que.  dans  l'équation 

V =r  x‘  — y- , 

on  peut  toujours  multiplier  à vidonte  x,  y et  s |iar  un  nombre  quelcon- 
que. on  fera  pour  plus  de  .simplicité  / = i ou  bien  /=  a pour  faire  di.s- 
parailrc  le  dénominateur  a de  x et  de  y,  et  l'on  aura  en  général 

X — M m’ N n',  y=.  M»e — NnL  zrramn, 
m el  « étant  des  nombres  quelconques  entiers,  et  M et  N deux  facteurs 
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i|iii‘l('on(|ii('S  (II'  V,  i‘ii  sorti*  qui*  V = MN.  Ainsi , si  V a plusii'iirs  rai-triirs 
parini  lesquels  il  fauilra  toujours  fom|)ter  l'unité,  on  aura  autant  île  ilif- 
férentes  expressions  de  x,  y et  z qu’il  y aura  de  inanièn*s  de  partager  le 
iiomlire  V en  deux  laeti’urs. 


EXEMI't.KS. 

âO.  Appliquons  niaiiiteuaiit  notre  inethude  à quelques  Exemples. 
Exeupi.k  I.  — Soit  proposé  de  résoudre  requation 

■ OIJ  ^ 

En  mettant  au  lieu  de  u.  et  - au  lieu  de  /,  elle  deviendra 
r r 

( \)  loqr’ 

de  sorte  qu'on  aura  A =iiH)  et  8 = 7:  ear,  eoiiiiue  ees  deux  nomlires  ue 
renlérinenl  aueun  faeteur  carré,  il  n’y  aura  aueiine  réduelion  à y faire. 

Il  faudra  doue  elierriier  un  nomlire  entier  a moindre  iiiie  el  tel, 

' » 

que  *'■'  — 7 soit  divisible  par  uk);  mais  pour  eela,  au  lieu  d’e.ssayer  sue- 
eessivement  pour  ot  tous  les  nombres  naturels  moindres  que  .')4.  il  sera 
beaui'oup  plus  eonimode  de  eliereber  un  multiple  de  loi)  qui  .soit  de  la 
forme  a*  — 7,  e’est-à-din*  qui,  étant  augmenté  de  7,  devienne  un  earre. 
En  général,  on  remarquera  que  dans  l'équation 

VA,=i  *■-  B. 

à laquelle  il  s’agit  de  satisfaire,  .\,  doit  être  ^ lorscpie  B est  positif, 
et  -I-  I lorsque  B est  négatif  fl3  et  I V),  de  sorte  (|u'il  n’y  aura  qu’à 
essayer  sneeessivement  pour  .\,  tous  les  nombres  naturels  moindres  que 
I -t-i,  pris  positivement  ou  négativement  suivant  que  .V  sera  positif  ou 

négatif  (numéros  cités, , et  s’il  ne  s’i-u  trouve  aueun  dont  le  produit 
par  A étant  augmenté  de  B devienne  un  carré,  ce  sera  une  marque  cer- 
taine qtii*  le  Problème  n’admet  point  tie  solution  rationnelle. 
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Oïl  en  iiseni  de  même  k l’égard  des  autres  équations  de  condilioii 

RB,  = — C.  CC,  = y»  - D 

dans  lesquelles  il  faudra  aussi  (]ue  B,  < J • C,  < j i 

Dans  l'exemple  proposé  on  trouve  il'ahord  a.  109 + 7 = aa5;  de  sorte 
qu'on  aura 'A,  = a,  ît=  i5-^  et  eoinme  A,  est  déjà  <B,  la  première 
suite  d'équations  secondaires  se  réduira  à cette  seule  ei|ualion  fl  2 


( </)  ioç).a  =r  i5’  — 7. 

Ainsi  l'on  fera  15j  C=  a,  de  sorte  (|ue  la  seconde  équation  pnnci- 
/laie  S4“ra 

(B)  = — 

Il  faudra  donc  satisfaire  à l’équation 

BB,  savoir  7B,  = 

^ étant  < et  l’on  trouvera  j5  = 3,  B,  = 1 . de  sorte  que,  comme  ,5,  est 
déjà  < C,  la  seconde  suite  d’équations  secondaiia-s,  que  nous  avons  dé- 
signée par  {b , au  n“  17,  se  réduira  à cette  équation  unique 

( A ) 7.1—3’  — •>. 

On  fera  donc  D = 1 , et  la  troisième  équation  principale  sera 
(t:) 

iaipielle  est  déjà,  comme  on  voit,  dans  le  cas  du  n"  19. 

Comparant  donc  ccttc  dernière  équation  à l'équation 

\ Z’  = X'  — _r’. 

on  aura  V = a , x = />,•  y = 'Ji-  « ; donc  .M  = 1 , ,N  = 2 . et  par  con- 

séquent 

I»,  z=  m‘ -e  an',  y,  = m’ — an',  r,  — imn\ 

ainsi,  il  n'y  aura  plus  qu’à  remonter  de  l’équation  (C)  à l’équation  B . 
et  de  celle-ci  à l’équation  proposée  (A)  par  la  méthode  du  n“  lli. 
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Pour  cela,  on  changera  d’abord  l'équation  (C)  en  celle-ci 

— se;. 

et  (»ii  la  multipliera  par  l’équation  [h)  [s’il  y avait  plus  d’une  de  ces 
équations  secondaires  {b),  il  faudrait  multiplier  l'équation  dont  il  s’agit 
successivement  par  chacune  de  ces  équations]  ; on  aura,  par  les  formules 
du  n"  9,  l’équation 

77;  (3/),±ar,p  — i(3r,±/),)’, 

laquelle,  étant  comparée  à l’équation  (B),  donnera 

7>,  = 3/>,±ar.,  q,  = ir,ztp,,  r,  = q,, 

les  signes  ambigus  étant  à volonté. 

On  changera  de  même  l’équation  (B)  en 

=P]  - 7e!. 

et  on  la  multipliera  ensuite  par  l’équation  (a),  ce  qui  donnera 

109.47;  =(i5/),  ±7  r,  — 7(i5r,  ±p,)’; 

et,  comparant  cette  équation  avec  l’équation  (A),  un  aura  enfin 

p=zi5p,±-jr,,  7 = i5r,±/>.,  r=iq,, 

de  sorte  qu’il  n’y  aura  plus  qu’à  substituer  successivement  les  valeurs  de 
p,,  7,,  r,,  et  ensuite  celles  de  p^,  7,,  r,. 

Les  valeurs  de  p,  q el  r étant  ain.si  trouvées,  on  aura  u = ^ et  1= 
et  l’équation  proposée 

109  =r  — 7 r 

sera  résolue. 

Exemple  II.  — Qu’on  propos*'  maintenant  l’équation  .suivante 
— 207  = «'  — i3r*. 

Puisque  le  nombre  207  est  divisible  par  le  carré  9,  je  suppo.serai  (4) 
II.  5i 
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U = ^ et  t — (T  (|ui  donnera  l'équation 
(A)  — tir' = p' — i3q’. 


Or,  en  suivant  le  ménie  procédé  que  dans  l’Exemple  précédent,  et  mar- 
quant les  équations  analogues  par  les  mêmes  lettres,  on  trouvera  les 
équations  suivantes 


(fl) 

(B) 
(A) 

(C) 


i3r;=p>  -1-7;, 
I i3.3i  = 5’  -4-  I, 

I *.  I = I 1, 

- r’,  = p\  - ql. 


dont  la  dernière  est,  comme  un  le  voit,  dans  le  cas  du  n"  lU.  Ou  aura 
donc  p-,  = X,  7,  =y,  r,  = z et  V=  — 1 ; donc  M = i et  N=  — 1 ; par  coii- 
séquent, 

p,  = m‘ — n',  7,  = m’4  r,  = a/nn. 


Ensuite  on  mettra  la  même  équation  (C)  sous  la  forme  des  éi|uations  (h), 
eu  transposant  les  termes  r\  et  7^,  en  sorte  que  l'on  ait  <)\  = p\  + ri,  et 
l'on  multipliera  successivement  cette  équation  par  les  deux  équations 
Pour  cela,  on  fera  d’abord  le  produit  de  ces  deux-ci,  qui  sera  exprime 
par  i3.4  = (5  ± 1)* -I- (5  1)’,  ou  bien  simplement  i3.4  = -t- 

c'est-à-<lire,  en  divisant  par  4.  i3  = 3’  4-  a’;  donc,  multipliant  l’équa- 
tion précédente  parcelle-ci,  et  comparant  le  produit  à l'équation  (B), 
on  aura 

p,  = 3p,±tr„  7,  = 3r,q:  a//,,  r,  = ij,. 

On  transposera  de  même  le  premier  et  le  dernier  terme  de  l'équation  (B 
pour  la  réduire  à la  forme  de  l'équation  (a),  et  on  la  multipliera  ensuite 
par  cette  dernière  équation,  ce  qui  donnera  une  équation  semblable  à 
l'équation  (A),  de  sorte  qu’on  aura  enfin 

pi=Gpi±i3r,,  7 = 6r,±//,,  r — 7,. 


Ainsi  l’équation  proposée  sera  résolue. 
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Exempi.f.  III.  — Si  l'i‘qu:itimi  propost-e  élail 

5i  = u’  — 7 

ilans  laquelle  5i  l't  7 ni?  renferment  aurtin  laeleur  carré,  on  ferait  11  = 

n 

r = Il  pour  avoir 

5ir>  = p=- 

et  il  faudrait  d'abord  satisfaire  à ré(|uatiuii 

5i  A,  = a'  — 7: 

5, 

niais,  eu  essayant  pour  A,  tous  les  nombres  naturels  jusqu’à 
c’est-à-dire  jusqu’à  i3,  on  n’en  trouve  aucun  qui,  étant  multiplié  par  5i 
et  aujj;menté  de  7,  devienne  un  carré:  d’où  il  s’ensuit  que  l’é(|uation 
proposée  n’admet  aucune  solution  rationnelle. 

Exf-mpi-f.  IV.  — Soit  encore  proposée  l’équation 

i4S9~  u’  — 3o/'; 

coinnie  1 45c)  est  un  nombre  premier,  on  fera  d’abord  « = t ^ pour 
avoir  l’équation 

( \ } — p'  — 

.Ayant  donc  ici  1459  = A,  3o  = ü,  il  faudra  d’abord  trouver  un  nombre 
a < et  tel  que  et’  — 3o  soit  divisible  par  14.A9.  ou  bien  nn  nombre 
A,  < ^^2  i,.|  i/jSg.A,  -t-  3o  soit  égal  à un  carre,  comme  nous 

l’avons  dit  dans  l’Exemple  I. 

Après  quelques  essais,  je  trouve  A,  = et  a = 'k)3,  et  à l’aide  de 
ces  valeurs  je  forme  cette  première  suite  d’équations  secondaires  (12) 

SI  . 24  • “ 

?4*  • 5i  = 1 1 1*—  3o, 
f 5i . I = 9'  — ^io. 

Donc,  puisque  i est  < '3o.  on  fera  C=  i (15),  el  j'aurai  celle  seromle 

5i. 
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équation  principale 

(B)  ii,r]=p’-g], 

laquellr  vst  déjà,  comme  un  voit,  dans  le  cas  du  ir  19. 

J'aurai  donc  = x,  q,-=y,  r,  = z et  !lo=V;  donc,  piiisi|uc 
Jo  = a . 3 . 5 , on  aura  M = i , N = 3o , ou  M = a , N = 1 5 , ou  M = 3 . 
N = lo,  ou  enfin  M = 5^  N = (>;  de  sorte  qu’on  aura 


y?,  = m*  -i-  3on\ 

y,  m*  — 3on*, 

r,  = 2mn. 

yi,  = am*  ■+-  i5n\ 

= 2m*  — i5/i’. 

r,  = amn. 

y>,  = 3m*  ■+-  ion’. 

ç,  =:  3 m’  — lo/i*, 

r,  = a rnn. 

p,  =1 5m’  4-  6n’, 

5m*  — lin*. 

r,  = amn. 

Avant  ainsi  p,,  q,  et  r, , on  mettra  l’équation  (B)  sous  cette  forme 
q]  = p\  — 3orJ, 

et  on  la  multipliera  successivement  par  chacune  des  équations  (a).  Pour 
faire  cette  multiplication  plus  aisément,  un  multipliera  d’ahord  la 
deuxième  et  la  troisième  de  ces  éipiations  ensemlile,  et  faisant,  pour 
abréper,  pt  = y . 1 1 1 ± 3o,  v = 1 1 1 ± 9,  on  aura 

74i,âi’  = p} — 3v*; 

ensuite  on  multipliera  cette  équation  par  la  première  des  équations  fa), 
et  faisant  encore  p,  = ± 3ov,  v,  = Ü93v  ± fi.  on  aura 

i45i>(!i4''5i)’  = ,tt!  — 3o»J, 

é(|uation  i|ui,  étant  multipliée  maintenant  par  l’équation 
vl  =/»:  - îor;, 

donnera  celle-ci 


■ 459(14' -Si  g,)’  — (ft.p.  ± 3o»,  r.  p — ( u,  r.  ± ï,p,  p. 
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laquelle,  étant  eumparée  à l'équatinn  (A),  donnera  enfin 

P = fi,p,àz  iov,r,, 
q — p,r,  ±:v,p,, 
r — 2^1. 5tq. 

Exemple  V.  — Si  l'on  avait  l’équation 
ï3=u’-i-5<’. 

on  ferait  toujours  « = ^ et  / = ^»  ce  qui  donnerait  relle-ei 

(A)  23r‘ = p’ -h  5q’, 

et  en  opérant  comme  ci-dessus,  on  trouverait  d'abord  les  équations 
(«)  a3.3  = tf-(-5, 

(B)  — 5r;  =/»;  — 3îî; 

mais,  comme  il  faudrait  ensuite  satisfaire  à l'équation 
-5B,  = ?>-3, 

en  prenant  pour  — B,  un  nombre  < | < c'est-à-dire  en  faisant 
B,  = — I ou  — 3,  et  que  ni  l’une  ni  l’autre  de  ces  deux  valeurs  étant 
multipliée  par  5 et  augmentée  de  1 ne  donne  un  carré,  on  en  conclura 
que  l'équation  proposée  n’est  susceptible  d’aucune  solution  rationnelle; 
ainsi,  quoique  le  nombre  a3  puisse  être  un  diviseur  d’une  inlinité  de 
nombres  de  la  forme  /j’  -i-  ôq'‘,  cependant  il  est  impossibb*  que  le  quo- 
tient de  cette  division  soit  jamais  un  carré. 

21.  Os  Exemples  peuvent  suffire  pour  faire  connaître  l’esprit  et  l'u- 
sage de  notre  méthode.  Nous  allons  voir  maintenant  comment  il  faudra 
s’y  prendre  lorsqu’il  .s’agira  d'avoir  des  solutions  en  nombres  entiers; 
car  quoique  les  solutions  que  fournit  la  méthode  précédente  soient  gé- 
nérales et  renferment  par  conséquent  tous  les  nombres  soit  enliei-s,  soit 
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t'paclioiinaires,  qui  ppiivcnt  gaiisfairi!  à réqiialiun  A =«’  — Bp’,  cepeii- 
ilaiR.  coiiiiiiu  les  valeurs  générales  de  u et  île  t se  présentent  toujours 
si)us  une  forme  fraetioniiairc,  il  serait  souvent  dilBeile  et  presi)ue  impos- 
sible de  les  réduire  à des  nombres  entiers.  De  sorte  que,  pour  ne  rien 
laisser  à désirer  sur  eette  matière,  il  est  nécessaire  de  donner  aussi  une 
nieibode  particulière  pour  résoudre  l’équation  = B/’,  lorsque  « 

et  t doivent  être  des  nombres  entiers. 

t!)  111.  — /{rsoliitiitn  de  l’ équation  \ = id  — Ik’  lorsque  n et  t 
doivent  etre  des  nombres  entiers. 

22.  Je  remarque  d’abord  que  si  le  nombre  n’a  aucun  facteur  carré, 
les  nombres  u et  / doivent  être  nécessairement  premiers  entre  eux;  car, 
si  ces  nombres  avaient  un  cummuii  diviseur  p,  il  est  elair  que  puisque 
et  d seraient  divisibles  par  o’,  il  faudrait  aiis.si  que  le  lut.  On  voit  par 
là  que  les  nombres  / et  u ne  sauraient  avoir  d’autres  diviseurs  eommuns 
que  ceux  dont  les  carrés  sont  aussi  des  diviseurs  de  A. 

.Ainsi,  si  A ne  eoiitient  qu'un  seul  facteur  carré,  comme  si  .A  =at‘, 
/étant  un  nombre  premier  et  a un  nombre  qui  ne  contient  aucun  facteur 
carré,  les  nombres  ii  et  t pourront  être  premiers  entre  eux  ou  bien  pour- 
ront avoir  le  nombre  / pour  commun  diviseur;  et  dans  ce  dernier  cas, 
faisant  n = lp,  / = tq,  l’équation  S = u'  — B/’  deviendra 

a — p‘  — hq\ 

P et  q étant  premiers  entre  eux.  Si  A = l et  m étant  des  nombres 

premiers,  alors  u et  t pourront  être  premiers  entre  eux  ou  bien  pourront 
être  divisibles  tous  les  deux  par  /,  ou  par  m,  ou  par  Im,  de  sorte  qu’en 
faisant  succe.ssi veulent  u=r.lp,  t = lq,  u = mp,  l = mq  et  u = lmp, 
t = lmq,  on  aura 

= B^',  ou  al’  = p‘—bq\  ou  a — ~ Hq’, 

pelq  étant  toujours  premiers  entre  eux.  En  général , si  le  nombre  donné  .A 
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est  divisible  par  un  ou  plusieurs  nonibres  carrés,  et  (pi’oii  ilésinne  cb-acuii 
(le  ces  nombres  par  o’,  on  fera  ii  = pp,  !=  pq,  -^  = a,  et  ri‘quation 


.se  réduira  k des  équations  de  la  l'orme 

P'—  Bq\ 

uiipvtq  seront  nécessairement  premiers  entre  eux:  ainsi,  donnant  suc- 
cessivement k P toutes  les  valeurs  possibles  dont  la  première  sera  tou- 
jours l'unité,  on  aura  toutes  les  transformées  de  l’équation  proposée,  et 
par  ce  moyen  on  n'aura  plus  k résoudre  (|ue  des  équations  de  la  forme 

X — p’—Bq’, 

P q étant  premiers  entre  eux. 


23.  Soit  donc  proposée  l'équation 

A — p'  — Bq’, 

dans  la(pielle  p et  q doivent  être  des  nombres  entiers  et  premiers  entre 
eux.  Si  B est  un  nombre  positif,  nous  supposerons  : 

1“  Que  B ne  soit  pas  carré,  le  cas  de  B — />’  pouvant  toujours  se  re- 
.soudre  par  la  méthode  du  n”  3; 

a"  Nous  supposerons  d’abord  que  pris  positivement  soit  > ^ B.  et 
nous  donnerons  ensuite  la  méthode  pour  résoudre  l'équation  proposée 
lorsque  .V  < v B (n"  29  et  suiv.  j. 

Si  B est  un  nombre  négatif  — b,  alors  nous  supposerons  toujours 
(|ue  A soit  > b;  autrement,  ré(|uation 

A — P’  + bq’ 

ne  saurait  subsister  qu'en  faisant  />  = o ou  y=o;  de  sorte  que  ce  cas 
n’aurait  aucune  dilllculté  (eovea  plus  bas  le  n“  27). 

Enfin,  nous  supposerons  que  A et  B n’aient  aucun  divisemr  commun 
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rarrt-'.  car  si  A et  B étaient  divisibles  à la  fois  par  jj’,  il  est  clair  que  p 
devrait  être  aussi  divisible  par  p,  de  sorte  que  le  facteur  eumiiiun  p’ 
s’évanouirait  de  lui-méme  par  la  division. 
t>la  pos('',  si  l'on  multiplie  l’équation 


\=  p‘—  Rq- 


par — BÿJ.  et  qu’tni  prenne  pour  p,  et  q,  des  nombres  entiers  tels, 
que  l’on  ait 

pq.-qp,-±i, 
on  aura,  comme  dans  le  n“  6. 


A (/<;  - B?  ! ) = ( pp.  — Bvv . — B. 


ou  bien,  en  faisant 


on  aura  l'équation 


A,  = pî  — B^î,  x — pp,  — Bqq,, 


AA,  = *--  B. 


Or,,soit  ^la  fraction  que  nous  avons  désignée  (7;  p^r^'t  et  ronaura(H;, 
dans  l'équation 

pq,~qp,=±  I. 

pour  les  valeurs  générales  de  p,  et  q,. 


p,  = up±m,  q,  = pq±ti, 

p étant  un  nombre  quidconque  entier. 

Donc,  substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  de  a.  on  aura 


a =:  u{p’—  Rq'}±(pm  — Bçn), 

ou  bien,  en  faisant  a = — B/19. 

X = uA  ± a. 

De  sorte  qu'oji  pourra  toujours  prendre  a < ^(10,,  ce  qui  rendra  A.<J 
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si  B «‘Si  po.silir,  H < J -i-  I si  B i-sl  Mt'•};atil' M3  i‘t  I V).  par  ronsc- 

qiicnl  loiijdiirs  A,  < A,  en  rt'j'anlani  A H A,  roninif  positifs. 

üf  là  il  s’iMisiiit  (|ui>,  poiii'i|iif  r(''(|ualion  propo.soc  pui.sso  avoir  lieu, 
r’cst-à-(lir<‘  que  le  numiire  A soit  de  la  forme  />’ — Bç^  il  faut  cpie  ee 

iiomhre  .soit  un  diviseur  d’un  nombre  tel  (|ue  — B.  a étant  < j 

abstraetion  faite  des  signes  di'  a et  de  A),  et  que,  de  plus,  le  quotient  A, 
de  la  ilivisiun  de  a’  — B par  A soit  aussi  de  la  forme /)J  — B^^. 

Doue  si.  parmi  les  nombres  naturels  moindres  tjue  on  n’en  trouve 

aueun  dont  le  earré  diminue  de  B .soit  divisible  par  A.  on  en  eonelnra 
que  ré(|uatiun  est  impo.s.sible. 

Si  l’on  en  trouve  un.  on  prendra  ee  noinbiv  pour  a.  et  l’on  aura  à ré- 
soudre uni'  nouvelle  équation  de  cette  forme 

A,=/>!  B,/;. 

dans  laquelle  A,  sera  \. 

Si  eette  dernière  é(|uation  est  résoluble,  alors,  eunnai.ssant  les  valeurs 
de^,  et  g,,  on  trouvera  relies  de  />  et  q par  les  deux  équations 

a — pi>,  — bqq,  et  pq,  — qp,  - ± i, 

lesquelles  donnent,  à cause  de  pi  — Bf/J  = A,, 

P = . 

A t A I 

Et  si  ces  expressiotis  donnent  des  nombres  entiers,  on  aura  la  réscdution 
de  l’équation  proposée;  .sinon  elle  ne  .sera  pas  ré.soluble. 

Si  l’on  trouvait  plusieurs  nombres  qu’on  pût  prendre  pour  a,  aloi-s 
chacun  il’eux  donnerait  une  équation  île  la  forme 

A,  = /j;  - B,/;. 

et  chacune  de  ces  éi|uations  pourrait  donner  ensuite  une  ou  plusieurs 
solutions  de  la  pr(qms<'-e;  d’où  l'on  voit  que.  pour  avoir  toutes  les  solii- 
II.  5a 
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lions  pussihlvs,  il  pst  nécessaire  de  eonnaiire  tous  les  nomlires  a qui, 
élant  < sont  tels  qu('  a'  — B soit  divisible  par  A,  cl  d’examiner  en 
partieiilier  eliaeune  des  équations  A,  = p]  — B^J  qui  en  résulteront. 

■\u  reste,  lorsqu’on  aura  trouvé  un  stAil  ntimbre  a qui  ait  les  condi- 
tions requises,  on  pourra  par  son  moyen  trouver  tous  les  autres. 

2A.  Supposons  en  ellel  qu’on  ail  trouvé  un  nombre  a <;  et  tel  que 
«*  — B soit  divisible  par  A,  et  soit  ^ une  autre  valeur  de  a en  sorte  que 
l’on  ail  P < et  P*  — B divisible  par  A (A,  a et  fi  étant  supposés  po- 
sitifs): il  est  clair  que,  puisque  a’ — B et  — B sont  divisibles  en 
même  temps  par  A,  il  faillira  que  (5’ — a’  le  soit  aussi,  c’est-à-dire  que 
'|5  -t-  a)  (p  — a)  soit  divisible  par  A. 

Donc  : 

I”  Si  A est  un  nombre  premier,  il  faudra  que  l'un-ou  l’autre  des 
facteurs  fi -h  a,  fi  — a soit  divisible  par  .A,  ce  qui  ne  se  peut  tant  que 
a et  (5  < Y’  donc,  dans  ce  cas,  il  ne  pourra  absoluinenl  y avoir 
qu’un  seul  nombre  a qui  ail  les  conditions  requises: 

2“  Si  A est  composé,  en  sorte  que  l’on  ait  A — ah,  a et  h étant  deux 
facteurs  quelconques  de  A,  alors  il  sullil  que  l’un  des  facteurs  /5  + a, 
fi  — « soit  divisible  par  a et  l’autre  par  h. 

Je  remarque  d’abord  qu’on  ne  peut  prendre  pour  a et  b que  des  nom- 
bres premiers  entre  eux,  ou  au  moins  dont  le  plus  grand  commun  divi- 
seur soit  2. 

Car,  si  a et  h avaient  an  commun  diviseur  p autre  ijuc  2,  il  faudrait 
que  a et  fi  fussent  aussi  divisibles  par  p;  donc,  A élant  divisible  par  s’ 
el  a par  p,  il  est  clair  ijue  B devrait  être  aussi  divisible  par  p’,  de  sorte 
que  et  B seraient  divisibles  à la  fois  par  p’,  ce  qui  est  contre  l’Iiypo- 
thèse  (23). 

Supposons  donc  en  premier  lieu  que  a et  A .soient  premiers  entre  eux. 
on  fera  jS  -t-  a = u,n.  ^ — a = vb,  el  l’on  aura  2a  = — vb.  Soit  ^ la 

fraction  la  plus  proche  de  ^ (8),  et  les  nombres  pi  el  v seront  exprimés 
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«■n  jîciipral  de  eelle  miuiière 

U — nih±?.aht,  v = niff:h 

m étant  lin  noinlire  (|ii(dconi|iiP  r*nliiT,  et  le  siftne  supérieur  on  l’inlé- 

rieiir  avant  lieu  suivant  que  < ou  > Doue,  puisque  jS  = i).a  — oi. 
et  ah  = A.  on  aura 

3 = m A d:  xaah,  — a. 

Ainsi,  faisanl  pour  plus  de  simplicité 

M = (i  anA,)a, 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  j < j *'1  l’inférieur  pour  celui 

. a,  . b 

ou  r > -1  on  aura 

O.  « 

3 = m A — M. 


Si,  au  lieu  de  supposer  ^ + ^ — a = v/<,  on  suppose 

,5  -+-  a = ah,  ^ — a = va,  on  trouvera  de  la  même  manière 


^ = m A 4-  41. 


De  sorte  que  la  considération  des  deux  facteurs  pieniiei-s  a et  h iloii' 
liera  en  général 


^ — m k ± 41. 


et  il  n’y  aura  plus  (|u’ii  déterminer  m et  le  signe  de  u.  en  .sorte  <|iie  p suit 
< ce  qui  peut  toujours  se  laire,  mais  d’une  seule  manière,  eoinnie 

nous  l’avons  déjà  remarqué  plus  haut. 

On  voit  par  là  <|ue  chaque  couple  de  facteurs  de  \ premiers  entre  eux 
donnera  un  nouveau  nonihre  jS  et  n’en  donnera  ubsoliiinent  qu’un  siuil; 
de  sorte  que  si  A est  un  iiomhre  premier  ou  une  puissance  d’un  nomhre 
premier,  il  ne  pourra  y avoir  (|u’iine  seule  valeur  de  a:  si  .A  a deux  fac- 
teurs premiers  ou  qui  soient  des  puissances  (|uelcoiiques  de  deux  nom- 
hres  premiers,  il  pourra  y avoir  seulement  deux  valeurs  de  v:  si  A coii- 

5a. 
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tienl  trois  facteurs  premiers  ou  qui  soient  des  puissances  (|uclcon(|ues  de 
trois  noinhres  premiers,  il  ne  pourra  y avoir  que  quatre  valeurs  de  a.  et 
ainsi  de  suite;  d'où  il  s'ensuit  en  pénéral  que,  si  le  nombre’ des  facteurs 
premiers  de  A est  n,  soit  (|ue  ces  facteurs  soient  des  nombres  premiers 
ou  des  puissances  (|Uelcon(|ues  de  nombres  premiers,  le  nombre  des  va- 
leurs de  « s«‘ra  on  nul,  on  éjial  à 2"“'. 

Supposons  en  second  lieu  (|iie  « et  />  aient  pour  plus  ^raiid  coinniun 
diviseur  le  nombre  a,  et  faisons  a — Tif,  b 2g,  f et  g étant  premiers 
entre  eux,  en  sorte  que  l’on  ait  A = \fg. 

Dans  ce  cas,  on  p(uirra  faire  (S  -1-  a = ayi/et  |S  — « - sans  que 
a et  (5  soient  divisibles  par  2.  puisqu'il  n’y  a (|u’à  supp()ser  a et  (5  im- 


pairs: on  aura  donc  a 
lion  la  plus  proclie  de 


r 

U./—  'Jg,  d'où,  en  supposant  que  '- ' soit  la  frac- 

f ^ 

et  faisant,  pour  abréj'er. 


6 — a(i=p2/jf,), 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  ^ < ^/et  le  signe  inférieur  pour 


f 

le  cas  où  — 
g' 


-1  on  trouv(>ra 
g 


Ici  il  est  visible  (|u’on  peut  déterminer  le  noinbre  m et  le  signe  de  5 di- 
deux  manières  dilférentes,  en  sorte  (|ue  l'on  ait  jS  ce  <|iii  donnera 

par  conséquent  deux  valeurs  de  fi;  mais  il  peut  arriver  que  ces  valeurs 
se  trouvent  déjà  comprises  dans  celles  qui  résultent  ili‘  la  considération 
des  facteurs  |tremiers  de  A;  on  pourrait  même  déterminer  en  général  le 
cas  oii  les  valeurs  de  jS  résultantes  de  cette  dernière  formule  seront  toutes, 
ou  en  partie  seulement,  identiques  avec  celles  i|u’on  pourra  déduiix"  île 
la  formule  précédente;  mais  ce  détail  nous  mi‘iieruit  tro|>  loin,  et  d’ail- 
leurs il  serait  plus  curieux  ((u’utile. 

.Vous  nous  contenterons  de  remarquer  que,  lorsque  le  nombre  A est 

divisible  par  alors,  si  (3  est  une  des  valeurs  de  a,  -■  — j3  en  sera  tou- 
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jours  uilf  aussi;  car,  .soient  A = 4K  et  — B divisitile  |(iir  jK.  pre- 
iiaiil  au  lieu  de  jS  le  noiiiBre  2 E!  — on  aura 

(,E-P)>-  B = 4E’-4E^+  3>-  h. 

(|ui  est  èvideininent  divisible  par  f\  E. 

25.  Considérons  luaintenant  réi|ualioii  du  n”  2.'i, 

A,  =/>;  - B^;, 

et  coininc  li‘s  nombres/»,  et  1/,  de  celte  équation  sont  déterminés  (23)  par 
la  eondition  que 

pq,-  (jp.  = ±i, 

il  est  facile  de  voir(|uc  ces  nombres  seront  nécessairement  premiers  entre 
eux;  de  sorte  ipie  l'équation  dont  il  s'a^^it  sera  parfaitement  analogue  à 
l'écpiation  précédente 

et  par  conséquent  sera  susceptible  d’opérations  .semblables.  Donc  : 

1“  Si  B est  positif  et  que  A,,  comsidéré  comme  positif,  soit  y B, 
cette  équation  sera  déjà  dans  le  cas  que  nous  traiterons  plus  bas  1 29); 

a“  Si  B est  négatif  et  égal  à — /»,  et  (|Ue  A,  = /»  ou  ^ /»,  on  aura  le 
cas  du  n"  27. 

.Ainsi,  nous  suppowrons  encore  ici  que  .A,,  regarde  cumnic  positif, 
soit  y B dans  le  cas  de  B positif,  et  h dans  le  cas  de  B = — /».  et 
l’on  pourra  traiter  l’équation 

V,  p]-»q\ 

comme  un  a fait  ci-dessus  ré(|uatiun  .A  =/>’  B^C 

On  multipliera  donc  celle  équation  par  pi  — B^J,  et  l’on  déterminera 
Pi  et  <fi,  en  sorte  que  l’on  ait 

q,p,  ^±1: 

ce  qui,  en  faisant,  pour  abréger, 

\,  = pl  — Bq],  a,  p,p,  — Bq,q„ 
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iloiimT»  r<''qiiation 

A,A,  = a;  - B. 

Or,  puisqu’on  a drjà  (23j 

/'«• -'//'■  = ±o 

on  aura,  on  ajoulant  cetlo  équation  à relle-ci 

— ± I. 

ou,  en  l’en  reiranrhanl. 


il'oii 


et  par  rousêquent 


Ei^.P  ^ El, 

q.^q  q 


= ±/(,  q,  = 


fx,  élanl  un  nombre  entier  (|ueleonque. 

Si  l’on  substitue  ees  valeurs  de  et  q,  dans  l’expression  de  a,,  ou 
aura 

*'  = .“■  ip',  — (/'/'■  — H'/V'l' 

ou  bien 


a,  = U,  A,  ± a. 


Ainsi  l’on  pourra  déterminer  «,  en  sorte  que  a,  < ee  qui  rendra 

Ai  A,  (13  et  l i),  en  regardant  a,.  A,  et  A,  eomnie  posilit's  pour  éviter 
toute  équivoque:  et  il  est  facile  de  voir  qu’on  ne  saurait  satisfaire  a cette 
eondition  que  d’une  seule  manièiv,  de  sorte  que  la  valeur  de  fx,  et  le 
signe  de  a se  trouveront  par  là  entièrement  déterminés:  et  comme  les 
signes  ambigus  de  p et, g dans  les  expressions  de  p,  et  <7,  doivent  être  les 
mêmes  (|ue  celui  de  a dans  l’expression  de  a,,  il  ne  n-stera  plus  rien 
d'arbitraire  dans  ces  expressions. 

Paree  moyen  la  résolution  de  l’équation 


A,=  pî  — B<yJ 
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sera  réduite  à eellc  de  l'équation 

= B,;, 

dans  laquelle  A,  < A,  (ahstraetioii  faite  des  signes  de  A,  et  de  Aj). 

En  ellet,  dès  (|u’on  aura  trouvé  les  valeurs  de  />j  et  de  il  n’_v  aura 
(|u'à  elierelier  relies  dey>,  et  q,  à l’aide  des  équations 

a,=:  p,ji,— Bq.q,.  p,  q,  — q,p,=  i , 

lescjuelles  donnent 

x,q,^p, 

si  ees  expressions  donnent  (en  prenant  à volonté  les  signes  supérieurs 
on  inrérieurs)  des  nombres  entiers,  alors  on  aura  par  les  expressions 
de  et  I/,  trouvées  ci-dessus 

±p  = p,  — p,p„  ±q  = q,—  u,q„ 

et  le  Problème  sera  résolu. 

Mais,  si  les  expressions  de  p,  et  q,  ne  donnent  que  des  nombres  rom- 
pus, ce  sera  une  marque  que  l’équation  prop(tsée  n'est  point  résoluble  en 
entiers. 

Maintenant,  puisque  l’on  a p,q,  — q,p,=z  i,  il  est  visible  que  p, 
et  q-i  s<-ront  premiers  entre  eux;  d’où  il  s’ensuit  que  l’équation 

= — B^i 

sera  parlaitement  semblable  à l’équation 

et  que  par  conséquent  on  y pourra  appliquer  les  mêmes  raisonnements 
et  les  mêmes  opérations  que  nous  venons  de  faire  sur  celle-ci,  et  ainsi  de 
suite. 
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2(>.  Donc,  si  l'on  fait  coiniiic  dans  U-  n"  t2 


I») 


A A, 

- 

- B, 

7 

A,.\. 

- B. 

X,  — fit  ^ a 

A. 

7. 

A,  A, 

— atî 

— B, 

a,  p,  Al  3;  a. 

Ai 
a ’ 

1 «1 

2 

> flta  ■ 

Ax 

— en  re 
a 

iiardanl  a.  a,, 

A.  A,,  A,,...  coiniiic  Ions 


s)i  üii  aura  celle  suite  tl'équalions 


(iî) 

(tans  lesquelles 
(/) 


A —p‘  — B(j\ 

1 />;  - B?ï- 


II:/»  p,—  u,p„ 

■±-p,  ps— p,p„  ±q,  q,  u.</„ 
±p,=  p,  — p,p„  ±q,-~q,~  Uiq„ 


OU  il  l'audra  toujours  se  souvenir  que  les  signes  ainliigus  Av  p,  q el  o 

iloiveiil  être  les  inènies.  ainsi  (|ue  ceux  de p,,  q,,  a 

De  plus  on  aura  aussi,  en  général,  les  éijuations 

a».,  P,  ± Bo» 

\P"^--Ar-' 

(i)  ^ 

' V*-'  ’ 

les  signes  ainlngus  étant  il  volonté,  pourvu  qu'on  les  prenne  de  inéine 
dans  les  deux  équations. 

Donc,  si  l’on  |)eiil  résoudre  une  quelcon<|ue  des  e(|nalions  '|5),  coniine 

A.  pi  — Bqi, 
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c’est-à-dire  trouver  les  valeurs  de  p„  et  q„  on  pourra  trouver  aussi  pâl- 
ies équations  (J)  les  valeurs  des  ipiantités  précédentes //»_,  et  et, 
ces  quatre  valeurs  étant  connues,  on  pourra  par  le  moven  des  formules  (y) 
remonter  aux  valeurs  de  p et  q qui  résolvent  réquation 

k=  p'  — Bç’, 

et  qui  seront  néeessaircment  des  nombres  entiei-s  si  p„,  q„,  />,,  , et  r/,_, 
le  sont. 

Réciproquement,  si  l'équation 

= pi  — Bç„’ 

u’admet  point  de  solution  en  nombres  entiers,  ou  que  les  expressions  de 
q^,  ne  donnent  point  de  nombres  eqtiers,  on  en  devra  conclure 
que  l'équation 

A =/>’—  Bq’ 

n’est  point  résoluble  en  nombres  entiers. 

;\u  reste,  il  faut  remarquer  que,  comme  on  peut  prendre  également 
* positif  ou  négatif,  chaque  valeur  de  a donnera  deux  suites  différentes 
de  formules  telles  que'(a)  et  (-/j,  qu’il  faudra  considérer  cbaeune  en  par- 
ticulier pour  avoir  toutes  les  solutions  po.ssibles  de  l’équation 

k =zp‘  — Bq’; 

mais,  sans  être  obligé  de  faire  un  nouveau  calcul,  il  suflira  d’ob.servcr 
qu'en  prenant  a négatif,  les  formules  la)  resteront  les  mêmes  en  chan- 
geant simplement  les  signes  de  «j,...  et  de  p,,,  p, d’où  il  s’ensuit 

qu’il  n’y  aura  d’autre  ebangeinent  a faire  aux  formules  (y)  que  de  pren- 
dre p,,  p,,  P avec  des  signes  contraires. 

Aria/yse  du  cas  où  B est  négatif. 

27.  Considérons  d’abord  le  cas  de  B négatif,  parce  <|u’il  est  plus  facile 
à résoudre  que  celui  de  B positif,  et  l’on  prouvera,  comme  on  a fait  (14). 
que  la  ,s<>rie  des  quantités  A,  A,,  A,,  A,,...  pourra  être  continuée  jus- 
II.  33 
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i}u’à  ce  que  Ton  arrive  à un  terme  comme  A„  lequel  soit  égal  ou  moindre 
que  B considéré  comme  positif,  c’est-à-dire  qu’en  supposant  B = — on 
aura  A,  = 6 ou  < h. 

I®  Soit  A,  = b,  et  l'équation 

K.  = pl  -t-  bql 

ne  pourra  subsister,  à moins  que  pi  ne  soit  divisible  par  6;  donc,  si 
b = c'd,  on  aura  nécessairement  p„  = cdr,  et  l’équation 

b = pi  + bqi 

deviendra,  en  divisant  par  b, 

i = dr'-h  ql, 

laquelle  donne  ou  e = o,  et.  par  conséquent  /?„  = o et  = i , ou  = o 
et  dr' = I,  c’est-à-dire  r=i  et  d—\-,  donc  p„  = c\  de  sorte  ()ue  ce  se- 
cond cas  ne  peut  avoir  lieu  à moins  que  b ne  soit  carré;  or,  si  l’on  cherche 
dans  ce  meme  cas  les  valeurs  de  p^,  et  q^,  par  les  formules  du  numéro 

précédent,  on  trouvera  q^,  = ± ^ = ± d'où  l’on  voit  que  q^,  ne 

saurait  être  un  nombre  entier,  à moins  que  c ne  soit  égal  à i,  et  qu’ainsi 
le  Problème  ne  peut  être  résolu  dans  le  cas  dont  il  s’agit  que  lorsque 
c = I , ce  qui  donne  b = i et  p„  = i,  q,  = <>.  Or,  lorsque  b = i,  il  est 
clair  que  dans  l'équation 

A.  = pl  + ql, 

les  quantités  p„  et  q„  peuvent  s’échanger  entre  elles,  et  que  la  même 
chose  a lieu  aussi  à l’égard  des  autres  équations  analogues;  de  sorte  que 
la  supposition  de  />„  = i et  q„  = o rentre  dans  celle  de  = o et  = i , 
que  nous  allons  examiner. 

On  aura  donc  en  général,  lorsque  A„  = b,  p„  — o et  q„  — i,  d'où  l’on 
trouvera  (numéro  précédent) 


de  sorte  qu’il  faudra  dans  ce  cas,  pour  que  le  Problème  soit  résoluble. 
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que  cc„  , .soit  divisible  par  h:  si  relie  eondition  a lieu,  alors  on  aura 


p,  = O,  q,=  i. 


et  l'on  pourra  en  remontant  trouver  les  valeurs  de  p et  q-,  sur  quoi  il  est 
bon  de  remar<|uer  que,  quoique  l’on  ait  trouvé  p^,  = ± i , il  serait  ee- 
pendant  inutile  de  faire  p^,  — — i,  parer  qu’il  est  facile  de  voir  qu’à 
cause  de/»„  = o les  valeurs  de  p^.„  p„.  p ne  différeraient  que  pâl- 

ies signes  de  celles  qu’on  a en  faisant  p^,  = i . 

2“  Soit  A„  < A;  dans  ce  cas  il  est  visible  que  l’équation 

= t- b qi 

ne  saurait  avoir  lieu,  à moins  que  l’on  n’ait  ^„=oel  = ce  qui 
donnera 


d’où  l’on  voit  qu’à  moins  que  l’on  n’ait  p,=  i,  et  par  conséquent  aussi 
A,  = 1,  les  valeurs  de  /j„_,  et  de  ne  pourront  être  des  nombres 
entiers. 

Donc,  si  l’on  pou.sse  la  série  des  nombres  A,  A,,  A,,...  jusqu’à  ce  que 
l’on  parvienne  à un  terme  A„  moindre  que  b,  et  que  ce  terme  soit  diflé- 
renl  de  l’unité,  on  en  devra  conclure  que  l’équation  propo.sée 

A =p‘-y-  bq' 

n’est  point  résoluble  en  nombres  entiers. 

Si  au  contraire  on  a An  = i,  aloi-s  on  aura,  en  ne  donnant  à q^,  que 
le  signe  -c-,  par  une  raison  semblable  à celle  que  nous  avons  dite  ci-des- 
sus à l’égard  de  , 

/>.  = !.  9.  = O, 

= q^,  — i, 

et  l’on  pourra  en  remontant  trouver  les  valeurs  cherchées  de/j  et  q. 

De  là  ou  voit  que  chaque  valeur  de  a (23)  ne  pourra  donner  qu’une 
, 53. 
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seule  solution  de  l’équation 

K=p'  — 


lorsque  B est  négatif,  de  sorte  que,  rumine  le  nouilire  des  valeurs  que 
peut  avoir  la  quantité  oc  est  néressairement  litniU’*,  celui  des  solutions 
de  l'équation 

K=^p'-h  hq' 

le  sera  aussi. 

Ainsi,  .si  A est  un  nombre  premier  ou  une  puissance  quelconque  d'un 
nombre  premier  autre  que  a,  l’équation 

Icq’ 

ne  pourra  avoir  qu’une  s«!ule  .solution  en  nombres  entiers  (tcoyez  plus 
haut  le  n”  24). 

Quant  aux  valeurs  négatives  de  a,  il  est  facile  de  voir,  par  les  for- 
mules (7),  qu’en  changeant  les  signes  de  a,,  [i„  fx,,...  et  de  a„.  , les 
valeurs  de  et  q demeureront  les  mêmes  ou  ebangcront  simplement  de 
signe,  à cause  que  l’on  a 

p.z=o,  /»._,  = I,  q.  = i, 

ou 

p,—  i,  7»_, = — q,  = o,  q^,  = i. 

.Ainsi  la  considération  de  « négatif  sera  tout  à fait  inutile  lorsque  B est 
un  nombre  négatif. 


Analyse  du  cas  où  B est  positif. 

28.  Supposons  présentement  i|ue  B soit  un  nombre  positif;  un  prou- 
vera d’abord,  par  un  raisonnement  semblable  à celui  du  n"  18,  que  les 
nombres  a,  a,,  a„...  iront  en  diminuant  jusqu’à  ce  que  l’on  arrive  à un 
nombre  comme  a„  qui  soit  = y B ou  < y B:  mais,  comme  B est  suppose 
non  carré  (23),  il  est  impossible  que  «„  = y B,  de  sorte  qu’on  aura  né- 
cessairement a„<  y B. 
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On  aura  donc  (26)  une  équation  de  cette  forme 

K,\^,  = ai  — h,  ou  bien  — A,  A»w  = B — ai, 

dans  la(|uelle,  à cause  de  a’  B,  il  est  clair  que  les  nombres  A„  et 
devront  être  de  signes  différents,  et  que  de  plus  l’un  de  ces  nombres, 
abstraction  faite  de  son  signe,  devra  être  < y B. 

Faisons  pour  plus  de  simplicité  «„  = e,  et  nommons  ±E  l'un  des 
nombres  A„,  A,,.,  et  D l'autre,  D et  E étant  des  nombres  positifs  el  E 
étant  <'  V B,  en  sorte  <|ue  l'on  ail  l'é(|uation 

DE  = B - e’. 

et  comme  on  a,  par  les  formules  i ,3), 

= — (H  A.„  = /ii+i— B^i*„ 

il  est  clair  (jue  les  nombres  D et  E seront  de  ees  formes 
:^D  = jS’ — Ba’,  ±E  = r’ — Bj’. 

Ainsi  la  question  se  réduit  à résoudre  ces  deux  équations  ilans  les(|uelles 
DE  / B;  en  elfet,  les  valeurs  de  p,  î,  ret  r étant  connues,  on  aura  celles 
de  /<„.  q„,  Ph^,,  y,t+i>  <’t  l’on  pourra  à l'aide  d<‘s  formules  (7)  remonter 
aux  valeurs  de  p el  q. 

Il  sufTit  même  de  résoudre  l'une  de  ces  deux  équations;  car  il  est  facile 
lie  voir  par  les  n“  2.3  et  25  que  les  quantités  0,  7,  r et  î doivent  être 
telles  que  l'on  ait 

i ru  — so  — ±i, 

I rp  — Bj7  =:  e, 

par  OÙ  l'on  pourra  déterminer  p et  7 dés  qu'on  aura  r et  s,  ou  vice  vend. 
Il  faut  remarquer  ici  que  l'ambiguiU-  des  signes  dans  l'équation 

T7  — jp  = ± I 

n'est  point  arbitraire,  mais  qu'elle  doit  répondre  à celle  de  l'équation 

=t  E = r‘  — BV; 
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t'ii  (‘H'ct  i-ctt(>  éi|iiation,  élan!  combinée  avec  l'équation 


lionne 


:4:  D = p’ — B a*, 


±(Et’  -+■  Dj’)  = e’o-'  — »'p'  = ( T7  -e  jp)(  rff  — jp). 


(l’oii  l’on  voit  que  la  quantité  r»:  — sp  doit  être  nécessaircincnt  positive 
ou  négative  suivant  que  l'on  a le  signe  supérieur  ou  l'inférieur,  dans 
l’équation  dont  il  s'agit. 

A l’égard  de  e,  c’est-à-dire  de  elle  peut  être  positive  ou  négative, 
et  il  faudra  niénie  la  faire  successivement  positive  et  négative  pour  avoir 
toutes  les  solutions  possibles  de  l'équation  proposée  (26),  en  avant  atten- 
tion, eotnnie  nous  l'avons  fait  observer  dans  re  numéro,  de  changer  les 
signes  de  fi,,  p.,,  a,,...  dans  les  formules  (y;  lorsqu'on  prendra  e néga- 
tive. tout  le  reste  demeurant  d'ailleurs  le  même. 


29.  Considérons  donc  l’équation 

±E  = r*-Bi‘, 

dans  laquelle  E < v B,  et  supposons  pour  un  moment  que  l'on  connaisse 
déjà  les  nombres  entiers  r et  r qui  y satisfont:  il  est  d'abord  clair  que 
ces  nombres  seront  premiers  entre  eux  en  vertu  de  la  première  des 
équations  (c)  du  numéro  précédent;  ensuite  il  est  facile  de  prouver  que 
l’on  pourra  toujours  former  deux  suites  décroissantes  de  nombres  en- 
tiers comme  r,  r,,  /•,.  r,,...  et  s,  s,,  s„  s„...  dont  la  première  cominenee 
par  r et  se  termine  par  i,  et  dont  la  .seconde  cominenee  par  î et  se  ter- 
mine par  O,  et  qui  soient  de  plus  telles  que  l’on  ait 

ri,  — »r,  = ±i,  r,  i,  — i,  r,  = I,  r,  i,  — »,  r,  ^±i,...; 

car,  si  l’on  divise  le  nombre  r par  le  nombre  s (il  est  clair  que  r doit  être 
> i,  à cause  que  l’équation  ± E = r'  — Br’  donne  - = w B ± et 
que  E < qu’ensuite  on  divise  s par  le  reste  de  la  première  division. 
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et  qu’on  continue  toujours  de  diviser  le  reste  précédent  par  le  dertiier 
reste  jusqu'à  ce  que  l’on  arrive  à une  division  exacte,  et  qu’on  nomme  a. 
jS,  y,  à 't  les  quotients  qui  en  résultent,  on  aura,  comme  on  sait, 


3-e 


où  l’on  remarquera  qu’à  cause  que  les  nomlires  rets  sont  premiers  entre 
eux  le  dernier  reste  sera  nécessairement  l’unité,  et  par  conséquent  le 
dentier  quotient  sera  plus  grand  que  l’unité,  de  sorte  qu’on  aura  = a 
ou  > a. 

Cette  fraction  continue  étant  coupée  succes-sivement  au  premier,  an 
second,  au  troisième,...  de  ses  termes,  donnera  autant  de  fractions  par- 
ticulières, lesquelles,  en  v ajoutant  au  commencement  la  fraction  for- 
meront cette  suite  de  fractions 


où  l’un  aura 


lace  ni  P r 

— t r>  J*  *7>’**»  — » — » 

O h a J n g s 


a = ât, 


A •=  I, 


c = [3a  + I. 

e = yc4-a,  f-zszyd-^b^ 


r = ùi^4-m,  « = 0)^4'». 

de  sorte  qu*oti  aura  aussi 

I 6 oa  1, 

ad  bc  ^ — I, 

cf  — rfe  = I , 

mq  — = ±:  I , 

/«  ~qrz=:^t. 

De  plus,  ces  fractions  seront  convergentes  vers  la  fraction  j»  avec  cette 
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(lilleremT  quo  les  Iractions  H**'  oecupeiil  les  places  impaires. 


seront  toujours  plus  grandes  que  j,  et  qu'au  contraire  les  fractions  qui 


occupent  les  places  paires,  comme  y'"’'  seront  toujours  plus  petites 

que  J.  comme  il  est  facile  de  le  démontrer  par  la  nature  même  de  ces 

fractions.  Au  reste,  nous  n’aurons  pas  he.soin  de  trouver  ces  fractions; 
il  nous  sutlira  de  considérer  qu’il  est  toujours  po.ssihie  de  les  trouver. 


quelle  que  soit  la  fraction  donnée  j- 

M.  Iluyglicns  est,  je  crois,  le  premier  qui  ait  imaginé  de  réduire  une 
fraction  (|uelcom]ue  eu  une  fraction  continue,  et  d’en  déduire  une  suite 
de  fractions  particulières  convergentes  vers  la  fraction  donnée  (voyez 
.son  Traité  De  Aulomalo  planetariu).  D’autres  Géomètres  ont  ensuite 
étendu  et  perfectionné  cette  théorie,  surtout  M.  Euler,  dans  .son  Irüro- 
duclio  in  Analysin . et  dans  plusieurs  excellents  Mémoires  imprimés 
parmi  ceux  de  l’Académie  de  Pétersiiourg.  Cette  matière  se  trouve  aussi 
très-bien  développée  dans  V Algèbre  de  M.  Saunderson,  qui  emploie  une 
métho<le  indépendante  des  fractions  continues. 

Maintenant,  si,  dans  l’équation 


±E  = r‘-Bi’, 


c’est  le  signe  supérieur  qui  a lieu,  en  sorte  que  l’on  doive  avoir 


rs,  — ir,  — I , r,  s,  — j,  r,  .=  — i , r,«,  — j,  r,  = i , . . . , 

et  que  le  nombre  des  termes  dans  la  série 

tac  P i" 

Z'  V ,1 v’  7 

soit  impair,  il  est  clair  qu’il  n’y  aura  qu’à  faire 
r,  — p,  = t,  = q, 
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niais,  si  If  iininhrf  dos  lernifs  fsl  pair,  alors  on  fora 

fl  = r — p.  r,  !>,  r,.  m i.  j— — ,t,  — n,...; 

fil  f llfl,  on  aura  dans  Cf  ras  mq  — np  = — i . ps  — qr  = i\  doiif 

lï,  ~ sr,^  — n]  + J/l  -1.  I , 
r, 3,  — Si  r,  — ri]  — sp  — —i, 
r J,  — 3,  r^  — pn  — qm  — i , 


oi\  foninif  r = >u/>  + m fl  J = 'aq  -i-  «,  fl  fomnif  'a  = on  > a,  on  aura, 
fil  faisant  -u  — i = i, 

I',  ^ m,  J,  = i}i^4  ;i,  fil  rz=r,  + r,,  j = j,  4-j,, 

■f  fiant  un  nonilirf  positif. 

On  l’fsondra  de  niéiiif  le  fas  où  ff  sfrail  If  siffiif  iiilfrif  nr  ipii  devrait 
avoir  lien,  cl  l’on  fii  fonelura  ipi'il  est  toujours  possililf  de  trouver  des 
nombres  r,,  r,,  Tj — et  s,,  j,,  j,....  (|iii  aient  les  pro|)riélfS  rfipiiscs,  et 
ipie  ces  noinbres  pctivfiil  èti’f  supposes  tels,  que  l’on  ail 

r À,  r,  4-  r, , j = X,  J,  4-  J, , 
r,  = À,r, 4 r,,  j,  — X,  j,  4-  j,, 

(’)  r,  r, -h  r, , j,^XjJ,4-j,. 

r,  ^ >.,r,  4- r,,  j,  = X,  j,  4-J., 


/.,,  étant  des  nombres  entiei-s  et  positifs. 

On  voit  de  plus  que  les  deux  derniers  termes  de  la  série  r,  r,,  r„  r,,... 

seront  a,  i|a  étant  le  nombre  entier  qui  approehera  le  plus  de  la  frae- 

lioii  1 et  que  les  deux  ileriiiers  termes  de  la  si'-rie  i,  s,,  s,,  s,,...  seront 

1,0;  de  sorte  ()ue,  si  l’on  eonnaissait  les  nombres  À,  X,,...  avec  le 
nombre  a,  on  pourrait,  en  remontant  par  les  formules  préeédenles, 
trouver  les  nombres  eliereliés  rel  s. 

Les  eondilions.par  les^elles  on  doit  déterminer  les  noinbres  À, , X,,. . . 
II. 


W6  SUR  I.A  SOLUTION  DES  PROBLÈMES  INDÉTERMINÉS 
sont  (juf  ces  nombres  soient  tous  entiers  positifs  et  tels,  que  l’on  ait 

r J,  — J r,  = ± I , 

I r,s,  — s,r,  = qzi, 

(r<)  ‘ — i,r,  = I, 

I r,j.  — J,  r,  = rp  I, 


en  prenant  les  signes  supérieurs  ou  inférieurs,  suivant  que  l’on  aura  le 
signe  supérieur  ou  l'inférieur  dans  l'équation 

±E=:r‘-Bjt>, 

Or,  il  est  faeile  de  voir  que  si  la  première  équation 


rs,  — ir,  = ± I 


a lieu,  les  suivantes  auront  lieu  d’elles-inémes,  en  vertu  des  formules 
(Ç);  en  effet,  on  aura  par  ces  formules 


donc 

et  ainsi  des  autres. 


r.  = r— X,r,,  = t — 

r,  »,  — I,  r,  = r,  J — »,  r = rp  1 , 


30.  (’x-la  posé,  reprenons  l’équation 

±E  = r>-B»', 

et  soit  d’abord  le  signe  supérieur,  en  sorte  que  l’on  ail 

E = r'-B»’i 

donc,  divisant  par*’,  on  aura 


et  divisant  eneort*  par  j -+-  > B, 
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donc,  puisijut'  K-CvB  ( pai'  liypotlièsc),  on  aura  à plus  forte  raison 


K V II  + ~t  donc  - 

s s 

Or.  l’cquation 
donne 


v B>  O et  < p- 


rt,  «—  jr,  =s  I 


SS, 


ilonc.  avant  - — y B < on  aura  aussi  — — y B < niais,  à 

cause  de  s,  •<  s,  il  est  clair  que  ^ — »7  ^ donc  aussi  y — y B < 

et  multipliant  par  y + y B,  y — B < o,  et  par  conséquent  rj—  BîJ<  ;o; 
ainsi  l'on  aura 

rj-  Bi;  = - E,. 

K,  étant  un  nombre  positif. 

De  même,  l’équation 


r,  s,  — s,  r,=s- 


donnera  celle-ci 


r, 

s,  ' 


s.  s. 


laquelle  étant  ajoutée  à l'équation  ei-dessus 


r, I 

*1  SS,  ' 


mais,  avant  r,  <r  et  il  est  clair  que  — < donc  - — — < «, 

* SS,  S,  S J S Sf 

r'esl-à-(iire  — — - > o.  Or,  on  a aussi  - — y B > o;  donc  on  aura  «'iH  on* 


- — V B > o»  mulliplianl  par  — -h  \ B.  — B > o el  r|  — BrJ  >o; 
donc 

/i  - B»;  = E„ 

E,  étant  un  nombre  positif. 

54.  * 
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L*è<|iiation 

r,j,  — J.r,  =r  I 

tloinuM-a  |inreiltemenl 

^ _ Zi  — JL 

Si  s, 

*■1  ajoutant  IVqualion 

r r,  I I 
“ — • —1 
s Si  SSt  Si  S; 

on  aura 

- — Ü — ' * * . 

s Sx  SS,  s,  Si  SiSi' 


(loiH’,  puisque  j — N IJ  'p’ 


f f 

Sx  Si  Si  s/ 


or,  à raiisi*  de  s,  < < .t,,  jt,  .Çj,  on  aura 


II,  I I „ 

S^  SS,  ^ 1,5,  5,5, 


doue  aussi  --  — \ H<  o;  donc  r;  — ByJ  o,  doue  on  aura 

5, 

r|-B.;  = - E.. 

iü,  étant  un  niitnbi')*  positif,  ot  ainsi  de  suite. 

Supposons  en  seeond  lieu  <|ue  l’on  ait 

-E  = r>-  Bi>, 

(loue 


ilonc , il  eaiise  de  E < \ B , 
dans  ee  cas 

doue 


r ~ 

on  aura  - - v Ü < o et  ' > 

rs,  — ir,  = ^ I ; 
r r, I 

s 5,  51,  ’ 


-•  Or,  on  a 

5’ 
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donc,  à cause  de  j — y B > — 7 ~ ',7,  “ ?'• 

mais,  puisque  s,  <î,  on  “ ^ ~ 7 ^ 'loue  -j  — y H >0,  donc  aussi 
rf  — B.»J  > o;  donc  on  aura 

. rî-Bi;  = E., 


E,  étant  nn  noinlire  positif. 
On  aura  ensuite 

dune 


»■,«,  — J,  r,  - t. 


r, 

Si 


ü — JL- 

Si  i,</ 


don<%  jxiisqiio 


r r, I 

J *1  SS, 


un  aiii'u  aussi 


r r< 

s S| 


t 


*,Sy 


>«» 


à oaust*  de  .v,  < v el  ^2  < >*i  : ~ — ~>o,  i*t  |»ar  consétiueiil 

s Si 

1'  _ C . o:  mais  - -•  y'H  < ilone  on  aura  aussi  - — y It  < o;  donc 

1,  J ' s ' »■ 

r}  — B.«5  < <>:  donc 

r)  — B*|  = — E,, 


K.j  étant  nn  nomlire  positif. 

On  prouvera  de  même  que  l’on  aura 

ri-BtJ-  E,. 


E,  étant  positif,  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  en  eoinhiiiant  les  ileux  cas,  on  aura  en  général  les  formules 
suivantes 

, ± E r>  - Bi  , 

|+E,  = r;-B.e;, 

(5)  '-E.  = r;~Bî;. 

I inE,  = r,>-Bi;, 
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dans  Icsquellns  E est  positif  et  .moindre  que  y B par  l'hjpolhèse,  et  K,, 
Kl,  El,...  .sont  aussi  néccssaireinenl  positifs. 

31.  Qu’on  multiplie  présentement  les  équations  (S)  deux  à deux,  on 
ani-a  ^9)  ; 

I”  1 — EE,  =(rr,  — Bm,)’— B(rî,  — jr,  )'; 


mais  on  a par  les  formules  (r;) 


doue,  .si  l'on  fait 
on  aura  l’équation 


rti  — jr,  = jr  1 ; 
rr,  — Bm,  t. 


— EEi  = t'— B,  ou  bien  EE,  = B — t'. 


»'  — E,  E,  = (r,  r,  — Biia,)"—  B(r, <,  — s,  r,)’: 


mais 

doue,  faisant 


r,  J,  — 1,  r,  14: 1 ; 


r, r,  — Bill, ± t.. 


on  aura 


— E,  E,=  eî  — B,  ou  bien  E,  E,  = B — ej. 


3”  Fai.sant  de  même 

r,  r,  — Biii, 

011  trouvera 

— E,  E,  = (J  — B,  nubien  E,E,  — B— tj, 
ei  ainsi  de  suite. 

Maintenant  oti  a,  par  les  formules 


donc 

donc 


r,  = r—X,r,,  i,  = a — , 


r,  r,  — Ba,  a,  — rr,  — Baa,  — î (rj  — BaJ); 
± a,  .=:  e:îr  X,  E,.  savoir  e,  = X,  E,  — e. 
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On  a de  mcuie 

f>  — e,  — Xjr}|  J)  w 

done 

r,r,  — Bj,j,  = r,  r,  — — X,(r;  — BiJ), 

savoir 

':pc,  = dt(,z^l,E,,  ou  bien  c>  = 

el  ainsi  des  autres. 

De  sorte  qu’on  aura  les  équations 


j E E,  = B - £', 

l E,  E.  = B — ef, 

(*)  |e,E,  = B-4|. 

I E,E.  = B-!j. 

dans  lesquelles 

I £,  = X,  E,  — « , 

(>)  E.  = >..E,-£„ 

j C]  = ?.j  El  £it 


32.  .Nous  avons  vu  (30)  que  les  nombres  E,.  Ej.  E,,...  .sont  néeessai- 
rement  tous  positifs:  doue,  pour  que  les  équations  fx)  puissent  subsis- 
ter, il  faudra  que  les  carrés  s’,  £j.  cj,...  soient  tous  moindres  que  B. 

Or,  je  vais  prouver  d’abord  que.  pour  que  ces  conditions  puissent 
avoir  lieu,  il  faut  t]ue  les  nombres  -,  s,,  =,,...  dans  les  équations  (>.) 
soient  tous  positifs. 

Car  : i"  supposons,  s’il  est  po.ssible.  j = — t;,  yj  étant  un  nombre  posi- 
tif, on  aura  donc  i,  — X,  E,  — yj  el  par  conséquent  î,  positif  à caiis**  de 
X,  etE,  po.sitif;  mais  il  faut  que  î'f  < B,  donc  X,  E,  + yj  < y ït,  et  par 

conséquent  X,  < g— niais  X,  doit  être  entier  positif,  donc  il  faut 
que  E,  <;  V B — 15  ; or,  on  a 

EE,  — B — yî*“  (y' B -1-  yjjlyB  — rj. 
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«loin'  K,  !»•  |((*ut  ■ \ B — n;  <|uc  E iic  suit  en  mi'inc  lemps  > v B ; 

m:iis  F!  v'H  fpar  liY|Mitliës<-),  donc  il  est  impossible  (|iie  £soil  néj;:iiif. 

■j"  Supposons  î,  = — r,,,  kj,  élanl  posilif,  on  aura  £,  = ).jE3  -h  rj,,  et 
par  l'onsequenl  po;<ilif;  maison  doit  uvoirE’c^R,  donc  il  faudra  (|uc 

Àj  Iv, r,,  < vB  cl  par  conséquent  Àj  < ' -i— donc,  pour  «pie 

*•7 

puisse  être  entier  positif,  comme  il  le  doit,  il  faut  (|ue  Ej  <'  ""  ’îi  ! 

E,  E,  — B — ïj;  B H-rj,)  ( V B — >iij. 

donc  Ej  ne  saurait  être  < V U — »ïi  <|uc  E,  ne  soit  \ B -t-  et  à plus 
forte  raison  E,  ^ \ B:  mais  l'éqiiation  £,  = E,  — £ donne,  il  cause  de 
E,  = £ —»i,,  et  par  ronsi'-quent,  puisque  £<  \ B,  E,<  \ B; 
ce  ipii  répujjne  tant  (|ue  est  entier  positif. 

Donc  I,  sera  nécessairement  positif,  et  l’on  démontrera  de  même  que 
les  nombres  £,,  -, dans  les  é(pialions  devront  être  aussi  tous  po- 

sitifs. 

B3.  .Maintenant,  puis(|u'on  doit  avoir  £’,  îJ,  eJ,...  moindres  (|ue  B.  il 
est  clair  (|u’il  faudra  (|ue  e,  e,,  e,,  e,,...  .soient  tous  < y B. 

Supposons  donc  que  • soit  en  effet  " y B,  et  voyons  comment  on  doit 
déterminer  les  nombres  dans  les  équations  )./  pour  que  les 

nombres  e,,  e,,  e,....  soient  tous  moindres  que  y B. 
i"  Soit  E,  <"  y B,  donc  À,  E,  — e < y B.  donc 

. v '*  * 

' " ’Ë, 

.Mais,  comme  X,  doit  être  un  nombre  entier  posilif,  il  faudra  que 
E,  < V B -H  E,  et  par  conséquent , à cause  de 

EE,  = B-E--(vB-t-e)'vB-£), 

que  E soit  > y B — e;  ainsi,  le  nombre  e devra  être  < y B et  > y B — E. 
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2"  Soit  I,  < V 15.  <limc  /,  K.J  — s,  < X B,  et  de  là 


) v!L±J' 

^ ’ ^ E, 


•Mais,  |ioiii-  que  puisst*  être  entier  pusitil',  il  iaudra  que  E,  <[  V'H  =i. 
et  |iiir  roiisé({uenl.  à eause  de 

E.E,  = B-t|=r(vB  +£,)(vB-e,), 

t|iie  E,  .soit  > V B — c,,  ou  Bien  £,  > y'B  — E,;  donc  E,  — £ > y B — E,, 
et  (>ar  eonséquent 

. y B s-  £ 

A.  + • --  -j,;  - - ■ 

Soit  £,  < V B , doue  À,  Ej  — £j  < y B , et  par  eonséquent 


/.< 


V B -e  £i 

Ê,  ■ 


Or,  puis(|ue  iloit  être  entier  et  positif,  il  faniira  (|ue  E,  < \ B -t- £j 
par  eonséi|uent,  à eatise  d(‘ 

E.  E = B - EÎ  = (v B 4-  £„  (y  B - î.). 

il  faudra  (|ue  E.j  > \ B — £j,  e’est-h-dire  £,  > vB  — Eat  dune 

/..  E,  — I.  > y B — E,, 

y B 4-  E. 


et  par  eouséi|ueiil 


et  ainsi  de  suite. 

Si  la  <|uantité  E,  était  la  dernière  de  la  série  E,  E,,  Ej,...,  en  sorte  que 
l’équation 

Ej  E.  = B - e; 

fût  la  dernière  des  équations  (x),  alors  on  aurait  seulement,  pour  la  dé- 
termination de  la  eondition  À,  ■<  .,  niais,  .si  l’on  veut  de  plus 

.t} 


II. 


55 
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i|iic  II'  dcriiuT  IcriiM!  (Ib  I»  sBrie  E,  E,,  E,....  soit  <vB-  «lors,  fii 
sii|)pos:inl  (|iu*  vv  soit  E,,  on  aura  E,  ^y  B,  pI  à plus  l’oiTc  raison 
E,  < V B — ; (loiip,  à raiisp  de 


E,  > y B — {,. 


d'oii 


E|E.  = (y  B + £,)  (y  B — £,), 
p'psl-à-dirp  £,  > y B — E,,  Pt  par  ponsp(|Upnl 
>.E.  — £i>  ylt  — E,. 


X,  -«  I 


y B -f-  £i 
~E~ 


C’pst  la  mônip  pondition  (|u’on  aurait  par  la  ponsidpration  dp  l’pipialion 
suivanlp 

E,E.=  B-e;, 


si  lp  Iprmp  E,  n’étail  pas  Ip  d<Ttiipr. 

üoiip,  PII  jîPiipral,  si  la  spiûp  des  nomhrps  E.  E^,,  Ej....  est  supposée 
ponlinuép  jusiju’à  un  terme  ; y 11,  il  faudra, pour  (|Uplcsé(|uations'x)  et 
(À)  puissent  subsister  en  ne  prenant  pour  E.  E,,  E,,...  et  pour 
i|ue  des  nombres  entiers  positifs,  il  faudra,  dis-je,  (|ue  l'on  ait  d’abord 


Pt  ensuite 


(p) 


£ < y B et 

£>yB-  E, 

• ^ B *+•  Ej 

—g-  “ 

t)n  voit  par  là  que  les  nombres  seront  absidiiment  détermi- 

nés, de  sorte  que,  les  nombres  E et  ê étant  eonniis,  tous  les  autres  le  se- 
ront aussi  par  le  moyen  des  formules  (x),  (>.)  et 

En  elfet,  eonnaissant  E et  £,  on  aura  E,  par  l’équation 

EE,  - B-£-; 
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'«3» 


l'ii.miiti',  à csuisc  di-  fl  > — i.  il  fsl  clair  (|u'oii  ne 

piiiirra  prendre  pour  (|ue  le  nombre  enlier  ipii  est  iinméilialeineni 
plus  pelil  que  et  il  esl  facile  de  voir  que  ce  notnbre  sera  neees- 

saireinenl  posilif;  car,  à cause  de  li  > \ B — e (|iar  lijpothèse),  on  aura 
K,  < vU  +-  «.  en  verlu  de  ré(|uation 

EE,  = B-e>=fvB  + 0(vB-0: 

le  nombre  à,  étant  ainsi  connu,  en  aura  £,  = À,  E,  — i;  apri's  quoi  l'on 
tirera  Ka  de  l’équation 

E.E,  B-eJ, 


i*t  roiiime  /,  < * JJ-  ol  > ' — 

l^i  Ce 


, il  faudra  prendre  néeessaire- 
inenl  pour  >.,  le  nombre  entier  <|ui  sera  immédiatement  moindre  (|ue 

vît 


E: 


et  il  est  clair  (|ue  ce  nombre  sera  positif,  à cause  que,  étant 


^ v'B  i 

> —g—  — 1 , on  a 


et  par  eonsé(|uent 


/,  E,  — e = £,  > V'  B — E, , 


E,  5>y'B  — e,  et  E,<vB-t-e,, 
en  vertu  de  re(|ualion 

E,E,  --  B - fj  = (yB-t-tOlv'B-t,), 

et  ainsi  île  suite. 


34.  Ainsi,  pour  résoudre  l'équation 

±E  = r>-  Bi . 

où  H ■<  y B.  on  eommeneera  par  cberrber  un  nombre  entier  i < y B et 
> y/B  — E,  et  tel  que  B — £*  soit  divisible  par  E;  si  aucun  des  nombres 
qui  tombent  entre  y B — E et  y B ne  satisfait  à cette  condition,  ce  sera 
une  marque  que  réquation  proposée  n’est  point  résoluble  en  entiers. 

55. 


Wti  SUR  l,\  SOLUTION  DES  l'ROBUÈMES  INDÉTERMINÉS 
Ayaiil  troiiv«*  une  ou  plusieurs  valeurs  de  e,  ou  foruiera  d'apri's  elia- 
ciiiie  de  ees  valeui’s.  et  par  le  moyen  des  Ibnnules  du  numéro  préeédenl, 
les  séries  E,  E,.  Eg.  E,,....  £,,  t„...  et  et  si  l’équation 

proposée  est  nisoluhle  eu  nombres  entiers,  on  parvienilra  néeessairemeni 
à un  terme  de  la  série  E,,  E,,  Ej,...,  qui  sera  égal  h l’unilé,  et  (|ui  oeeu- 
pera  une  plaee  paire  ou  impaire  suivant  que,  dans  l'équaliun 

±E  = r>-  Bj', 

ee  sera  le  signe  supérieur  ou  l’inférieur  (|ui  aura  lieu.  Eu  edét.  nous 
avons  vu  (20)  (|u’eii  eonlinnani  les  séries  des  nombres  r,  r,,  el 

s,  s,,  s, on  arrivera  néeessairement  à des  termes  comme  r„  el  s„,  tels 

que  r„  = i et  = o;  or  on  a,  par  les  formules  (5), 

r;  - B .i,  ± E. 

lorsi|iie  le  (|uantiéme  rn  est  |iair,  el 

ri  - BjJ,  = e. 

lorsque  le  i|uanliéme  m est  impair;  dune  un  aura  dans  le  premier  cas 
s:  Em  = I,  et  dans  le  second  :p  E„,  = i;  il’oii  l’on  voit  t|ue  le  premier 
cas  ne  peut  avoir  lieu  (|u’en  prenant  le  signe  supérieur  et  faisant  E„  = i , 
et  le  second  ne  peut  avoir  lieu  qu’en  prenant  le  signe  inférieur  el  faisant 
de  même  E,„  — i , à cause  que  E„  doit  être  positif  (dO). 

Doue,  lors(|ue  réi|ualiun 

± E — r'  — Be 

t 

peut  se  résoudre  en  nombres  entiers,  il  doit  y avoir  dans  la  série  E,  E,, 
E,,...  un  terme  comme  E„  = i,  le  quantième  m élani  pair  ou  im|)air 
suivant  (ju’on  aura  le  signe  sujiérieur  ou  l'inférieur  dans  l'équation  dont 
il  .s’agit;  et  comme  i est  toujours  < \ B,  il  est  clair  ipi'on  doit  parvenir 
à ee  terme  E,„  par  la  méthode  du  numéro  précédent,  et  alors  on  fera 
r„  = I el  s„  = O.  De  plus,  il  est  clair  par  les  formules  '»;)  que  l’on  doit 
avoir 

r»  = rp  I 
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35.  Ciiiiiii»;  tüul  SC  mliiit  à (nmver  un  tiTinc  ili-  l;i  scric  E,  E,,  Ej,... 
qui  suit  i'gitl  à l’utiitc,  cuiisidéruiis  plus  particulièrcnu'iit  la  loi  de  l'ctif 
.série.  Et  d'abord  il  est  clair,  par  ce  (|u’oii  a enseigné  (33,,  (|uc  cette  série 
peut  être  pous.sée  aussi  loin  que  l'on  veut,  parce  que  les  operations  par 

lesquelles  les  nombres  E,,  Ej,  Ej i,,  ê,,...  et  Xj,  X,,...  doivent 

être  déterminés  peuvent  être  eontinuées  tant  qu'on  voudra. 

D'autre  part,  il  est  évident  jiar  les  formules  . x)  que  les  nombres  E. 
E,,  Ej,  Ej,...  doivent  être  néeessairement  moindres  (|ue  B;  de  sorte  que, 
eutnme  ees  nombres  doivent  être  en  même  temps  etitiers,  ils  ne  pourront 
avoir  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  dilléretites,  et  i|u'aiusi,  en  suppo- 
sant la  série  poussée  li  l'ititini,  il  faudra  absolument  i|ue  le  même  t<-rtne 
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rl•vi^■nlu■  uni!  inlinité  de  lois;  par  eonséquenl,  il  faudra  aussi  que  la  même 
eombinaisoii  de  deux  termes  coiiséeutifs  revienne  une  infinité  de  fois. 

Supposons  doue  que  dans  la  série 

E,  E„  E=,  E„  E„  E>,  E,  E-,  E,  E.  E 

les  deux  lermes  eonséeutifs  E,,  E,  soient  les  mêmes  que  les  termes  E,, 
E,.  e’esl-àWire  que  l’on  ait  E,  = Ej  et  E,  = E,,  il  est  facile  de  voir  que 
l'on  aura  aussi  néeessairemenl  E,  = Es,  E,,  = E,,.... 

Eai  ell'cl,  puisijue  E,  = E,  et  E,  = E,,  on  aura,  par  les  formules  (aj, 
î,  = £,;  dune,  par  les  formules  (a),  et,  par  les  formules  (À), 

£,;  doue,  par  les  formules  (x),  E,  = Ej,  et  ainsi  de  suite.  En  géné- 
ral, il  est  évident  que,  deux  termes  eonséeutifs  étau!  donnés,  tous  les 
suivants  le  seront  aussi  par  les  formules  (x),  (X)  et  (fi);  de  sorte  que. 
di-s  (|iie  la  même  eonil)inaisou  de  deux  termes  eonséeutifs  reviendra  apri's 
un  certain  nombre  de  termes,  tous  les  termes  suivants  reviendront  les 
mêmes  aussi,  et  par  eon.séquent  la  série  ne  sera  plus  qu’une  suite  de  pé- 
riodes identiques  à la  première. 

.Mais  il  y a plus  : je  vais  démontrer  qu’en  supposant  les  termes  eonsé- 
eutifs p],,  E,  identiques  avec  les  termes  E,.  E,,  les  termes  précédents  E^. 
El,...  .seront  les  mêmes  aussi  que  les  termes  Ej,  E, 

Pour  démontrer  cette  proposition,  il  est  clair  qu'il  sullit  de  faire  voir 
que,  lorsque  deux  termes  quelconques  eonséeutifs  comme  Ej,  E,  sont 
donnes,  tons  les  précédents  le  seront  aussi.  Or,  il  est  visible  par  les  for- 
mules (xj  que,  E,  et  E,  étant  donnés,  î,  le  sera  aussi;  mais  on  doit  avoir 
£,  <V'B,  donc  par  les  formules  ('/.)  il  faudra  que  X,  E,  — s,  < ^ B,  et 
par  eonsequeut 


De  même,  on  doit  avoir  £,  yB  - donc  X,E-  — £-<  yB-  de  la 


>.< 


V B -+-  £, 

E, 


or,  Xj  devant  être  un  nombre  entier  positif,  il  faudra  que  E-j  soit 
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<\'B  f (loiic,  à <‘aus<*  de 

E,  E,  = B — e|  ={^  H + £i)(v'B  — Ej), 

il  t'iiuilra  que  Ej  \ K — £,,  savoir  £,  ,,>  y B — E,,  el  eoinine  Ej=/,  E, 
il  l'audra  que  ().j  i)  E,  ' ^ \‘  B Ej- 


y B a-  £i 


On  trouvera  de  même,  par  la  considération  de  la  condition  £<  y B,  res 
deux  conditions 


, V B 


I . 


Ensuite,  comme  E »^st  < v B { par  hypothèse),  on  aura  à plus  lorte  raison 
E<  y B £.  par  conséquent,  en  vertu  de  l'équation 

EE,  B £':^(vB  + E)(vB-i), 

El  > V U — £.  savoir,  à cause  de  £ = X,  E,  — £,,  ().,  + i)E,  > y B 4-  £,,  d'oii 


>.> 


V B H-  £, 


E, 


.Vinsi  l'on  aura,  en  considérant  les  séries  X,,  ).„  £,,  i„  e,,...  et  E, 

E],.  Ej,  E,,...  à ivhours,  les  conditions  suivantes 


(V) 


V B ■+•  £, 

X,;> 

y'B  + t, 

E.~’ 

E. 

y B — £, 

y B t. 

’ 

E. 

y B — £, 

È. 

Xi> 

y B -e  e, 

“e^ 

lestpielles  étant  combinées  av«!C  les  formules  (x)  et  (X)  serviront  à déter- 
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miiHM'  tous  los  termes  de  ees  iiiénies  séries,  en  su|i|>osant  deux  termes 
eoiiséeutils  comme  E,,  E,  donnés.  Car  E,  et  E,  étant  donnés,  s,  le  sera 
aussi;  par  conséquent  sera  aussi  donné,  à cau.se  que,  X,  devant  être 
entier,  ou  ne  pourra  prendre  ponrX,  que  le  nombre  entier  qui  sera  immé- 
diatement moindre  que  î ayant  ainsi  X,,  on  aura  s,  par  la  formule 

4,  E.  — 4,,  savoir  4,=  X,  E,  — 4,. 
et  ensuite  E,  par  l’équation 

E.  E,=  B-4!: 

or,  El  et  E,  étant  donnés,  X,  le  sera  aussi,  parce  que  l'on  ne  pourra 
prendre  pour  Xj  (|ue  le  nombre  entier  qui  sera  immédiatement  moindre 

L B 4-  4?  ■ . I ■ 

i|ue  P — ! et  ainsi  de  suite. 

E, 

Il  résulte  de  lii  ipie,  dans  la  suite  E,  E,,  E,,  E,,  E, une  combinai- 

son (|uelconque  de  deux  ternies  consécutifs  comme  E,,  E,  ne  peut  reve- 
nir, ([ue  toutes  les  combinaisons  précédentes  E,,  E,,  E,,  E,,...  ne  soient 
déjà  revenues,  de  sorte  que  la  première  combinaison  E,  E,  devra  néces- 
sairement être  aussi  la  première  à revenir.  Donc,  puisqu’il  est  absolu- 
ment néces-saire  qu’une  combinaison  quelconque  revienne,  à cau.si'  du 

nombre  limité  des  valeurs  que  |ieiivent  avoir  les  nombres  E,  E,,  E, 

comme  nous  l’avons  observé  dans  le  numéro  précédent,  il  est  évident 
que  la  première  combinaison  E,  E,  devra  revenir  nécessairement,  aussitôt 
que  toutes  les  auti-es  combinaisons  possibles  seront  épuisées,  et  alors 
toute  la  série  devra  aussi  revenir  la  même  par  le  numéro  précédent;  de 
sorte  qu’après  la  première  période,  le  reste  de  la  série,  quelque  loin 
qu’elle  soit  poussée,  ne  sera  plus  composi'-  que  d'une  suite  de  périodes 
identiques  à la  première. 

•\insi,  par  exemple,  si  l'on  trouve  E,  = E et  E»  = E,,  la  série  si-ra  de 
cette  forme 

E,  E„  E„  El.  E..  E,  E„  E„  E..  E..  E,  E„  E,.  E..  E 
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Vil 


à l'iiitiiii;  di-  sorte  que  les  termes  qui  ne  se  trouveront  point  dans  la  pre- 
mière période  K,  K,,  K,,  H,  ne  se  trouveront  pas  non  plus  dans  loni 

le  reste  de  la  série  eontinuée  même  à l'intini. 

dti.  Doue,  ponr  [lonvoir  résoudre  l'équation 
± E = r’  — Ils', 

il.  ne  s'agira  que  de  eontinuer  la  siirie  K,  E,,  Ej,  Ej,...  jus(pt'à  ee  que  les 
deux  premiers  ternies  reparaissent  dans  le  même  ordre,  ee  qui  arrivera 
néeessairement  avant  (|u'aueunc  autre  roupie  de  deux  ternies  eonséeutirs 
puisse  riqiaraitre;  et  si  dans  ectte  première  période  de  la  si-rie  il  ne  se 
trouve  aiieuii  terme  égal  à l'unité,  on  en  devra  eoneinre  que  eette  éipia- 
tioii  n'admet  point  de  .solution  en  noinlires  entiers. 

Mais  si  l'on  trouve  dans  la  première  période  un  terme  eomnie  E„  = i . 
alors  ee  terme  duniiera  d’abord  une  solution  de  réquatioii  proposée  (Hi), 
pourvu  que  le  i|iiantième.m  soit  pair  ou  impair  suivant  que  dans  eette 
équation  on  prendra  le  signe  supérieur  ou  rinférieiir.  Si  l’exposant  ni  du 
rang  n’esl  pas  tel,  aloi*s  on  eontinuera  la  série,  et  eomine  le  terme  i doit 
reparaître  dans  les  périodes  suivantes,  on  verra  s’il  .se  trouve  avee  un 
exposant  qui  ait  les  eonditioiis  re(|uises;  et  alors  ee  nouveau  ternie  don- 
nera de  même  une  solution  de  l’équation  dont  il  s’agit:  ensuite,  en  eon- 
tiiuiant  toujours  la  série,  on  pourra  retrouver  ee  même  terme  autant  de 
l'ois  qu’on  voudra,  et  par  eonséqueni  en  tirer  encore  d’autres  solutions  à 
l’intini. 

D’où  l'on  voit  que  si  l’équalioii 

± E »■'—  B.f 

admet  une  solution  queleonquc  en  nombres  entiers,  il  l'aiil  aussi  ipi’elle 
en  admette  une  infinité  d’autres. 

37.  On  a vu  (33)  i|ue  les  séries  E,  E,,  E, î.  s,,...  et  /.j,... 

.sont  entièrement  déterminées  par  les  deux  termes  E et  E,.  parce  que,  E 
et  E,  étant  donnés,  e l'est  aussi,  et  ainsi  des  autres;  d'où  il  s'ensuit  ipie 
11.  5(j 
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lorsque  la  s«:rie  K.  E,.  E,....  recommiMU-K,  l»‘s  di'ux  autres  doivent  re- 
eoiiiiiieiieer  aussi. 

Su|i|)osuii.s  doue  <|iie  dans  la  série  E,  E,,  E,,...  le  terme  E.,  soit  é{?al 
il  E el  le  terme  suivant  E«^-i  éjfai  à K,:  alors  on  aura  en  (çénéral  35) 
E,,  et  par  eunsé(|uenl  E,„  — E^  = E,  Ej,+,=  E : doue  aussi 

/I  étant  un  noinlire  queleonque  positif  et  entier. 

De  même  on  aura  + , = r,,  et  en  général 


et  pareillement  À,.^,  el  en  général 

ainsi,  eonuaissani  les  termes  E.  E,,  Ej....,  E»-,.  £,  £,,  i, £»— i.  et 

on  eonnaiira  tous  les  termes  suivants  à rinlini. 

Soit  maintenant  E„,  = i , /«  étant  ft;  on  aura  doue  aussi  E„^.„  — i , 
E,a.^m  = I el  en  général 

doue,  si  le  i|uantiéme  nu.  4 m e.st  pair  on  impair  suivant  que  dans  l’équa- 
tion 

=;E  = r’-Bï' 

on  aura  le  signe  supérieur  ou  rinférieur,  on  pourra  faire,  eoinme  dans 
le  n"  3i  feu  mettant  niu-t-  m à la  plaee  de  m;. 


d'oii,  en  rétrogradant,  on  trouvera  r el  s par  les  formules  ^).  et  il  est 
elair  que  ees  valeurs  seront  toujours  d'autant  plus  grandes  ipie  n sera  un 
plus  grand  uomlire;  de  sorte  (|ue  pour  avoir  les  plus  petites  valeui-s  pos- 
sililos  de  r et  i,  il  faudra  prendre  n le  plus  petit  possible;  ensuite,  en 
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angiiiiMilutil  sucfossiveilifiil  n,  on  aura  par  ordre  toutes  les  autres  va- 
leurs de  r et  i ijui  peuvent  salislaire  ii  rét|iiatioii  dont  il  s’agit,  à moins 

i|ue  dans  la  première  période,  E.  E,,  Ej E,.-,,  il  ne  se  tr()uve  plus 

d’un  terme  E,„  égal  à l’unité,  atnpiel  eas  il  faudra  faire  siieeessiveinenl  m 
égal  à l’exposant  du  (|uantième  de  ees  termes. 

Doue,  puisque  doit  toujours  être  pair  ou  impair  suivant  (|ue 

dans  l’éi|uation 

± E zr  r>  — B J’ 

on  veut  prendre  le  signe  supérieur  ou  l’inférieur,  il  s’ensuit  : 

I"  O'ie,  si  l’équation  est 

E-^/o-BiS  i 

**  ■ 

elle  ne  sera  pas  stdultle  en  noniln-es  entiers,  à moins  ipie  l’on  n’ait  m pair 
ou  m et  fx  impairs  à la  fois;  ear  il  est  éviilent  que  nii  + ni  ije  peut  être 
pair,  que  rt'j.  et  m ne  soient  tous  deux  |>airs  ou  impairs.  Si  nt  est  pair  et 
que  fl  le  suit  aussi,  alors  n [lourra  être  un  nonilire  i|neleom|ue  entier  po- 
sitif; mais  si  m étant  pair  ii  est  impair,  alors  il  faudra  (|ile  n soit  pair, 
de  sorte  qu’on  ne  pourra  prendre  pour  n (|ue  des  nomhres  positifs  pairs. 
Mais  si  m est  impair,  aloi-s  il  faudra  r|ue  nti  .soit  aussi  impair,  et  |>areon- 
séquent  que  fi  et  n soient  tons  deux  impairs;  ainsi  m et  fi  étant  impairs 
en  même  temps,  on  ne  [loiirra  |)rendre  pour  n «pie  des  nomlires  «piel- 
eonques  positifs  impairs. 

2“  Que,  si  i’éipiation  est 

- E ; • - Br  , 

alors  elle  ne  sera  pas  résolulde,  à moins  que  /«  ne  soit  impair,  ou  «pie  /« 
n«"  s«iil  pair  et  ji  impair.  Car,  puisque  ufi  + m «loit  éli'e  impair  dans  «t 
ras,  il  famira  née«‘ssairement  «pie  rtfi  et  m soient  l’un  pair  et  l’antre  im- 
pair. Dune,  si  m est  impair,  il  faillira  «pie  nu  soit  jiair;  par  eonséqiii'iit, 
si  IX  est  pair,  on  pourra  prendre  pour  « d«’s  nomlires  «pieleon«|ues  entiei's 
positifs;  et  si  u est  impair,  il  ne  faudra  pri'inlre  pour  n «|ue  des  nomlires 
positifs  pairs.  .Mais  si  m est  pair,  alors  il  faillira  qui’  nix  soit  impair;  par 
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(•(iiis(‘t|iit‘iit  il  l'uiiilni  que  n H u.  le  soinit  aussi  (‘haciiii  en  particulier:  île 
sui  te  (|iie,  w étant  pair  et  ;x  impair,  le  Problème  sera  résoluble,  pourvu 
ipi'nii  ne  prenne  pour  n que  des  nombres  (pieleonques  pairs  positils. 

US.  Nous  avons  vu  dO  et  ,3t)  ipie  rr,  — Hîi,  ip:  et  rs,  — rr,  = ± i ; 
donc  on  aura 

qz  ^ £ -c  y'  H ) “=  ( r -4-  r ^ H ) ( r,  — j,  y U j ; 
de  même,  à cause  de  r,  r,  — Hî,  î,  = .1:  -,  et  r,  s,  — î,  r,  r=  -.ip  i , ou  aura 
± f t.  + y B , = f r,  -I-  J.  y B J f r,  — y B ), 

et  pareillement 

qr  1 1,  -1-  y'B  ,1  — ( C,  • J,  y B ) ( r,  — 1,  y H 
±ii,  y B ) = 'r,  -i-  »,  y B ) (r,  — »,  y B ,, 

et  ainsi  de  Suite. 

Doue,  multipliant  ces  équations  .successivement  entre  elles,  et  laisant 
attention  que 

f r,  — »,  y.  B ) ( r,  -I-  »,  y B ) = r;  — B»;  K,, 

(r.  — s,  y B}  (r, -♦-  »,  y B)  — rj  — B»;  = ± E„ 

et  ainsi  des  autres,  on  aura 

f e + y B ) ' £,  -e  y.  B ) — i E,  r -t-  » y B c,  — »,  y B ;, 

£~eyBj(£,  -C  yB)(s,  -t-y.'Bj  — ^ El  E (/■-*-»  y B ) f r,  — »,  y B J, 
fc-l-y  B ■ e,  + y B)(.,+  yïï)  (£,+  y B)  - ±E,E,Ejr-c»y  B)  r, -»,y  Bj, 

et  en  général 

'c-t-  v'Bjfî,  -e  y Bj  £,-l-  yi  B)...(£^,-t-  y B J ^ ± E,  E,Ev ..  E._,  fc -1- » y B ^ ' r.  — ».  y B , 
les  signes  andiigus  devant  être  les  memes  que  dans  l'équation 

± E c’  — B»' 

loesipie  II  est  pair,  et  ditlérents  lorsque  « est  impair. 
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Supposons  nniinlciiiint  u = nix  + ni,  et  l’on  aura  (37  j r„  i , j„  = o, 
pourvu  nu  + m soit  pair  ou  impair,  suivant  que  le  sijtne  supérieur 
ou  riiilérieur  aura  lieu  dans  réqualion  ± K = r‘  — lU^  ; donc  la  l'orinule 
preeedente  deviendra,  en  eonservanl  ii  à la  plaee  de  nfx-hm  pour  plus 
de  siuiplieilé, 

le  -e  y H ) (s,  -r  y B , I £,  ’ y B J - . .(£.-■  + y B^  — E,  E,  E,. . . E.  , (r  j y B 

équation  d'où,  à eause  de  l'ainhiguité  naturelle  du  si^ne  du  railiral  y li. 
on  pourra  tirer  r et  s. 

Maintenant,  puiscjue  u — riix  < m el  que  nous  avons  vu  37  i tpie  l'on 
a en  général  + , = K,  et  = s,,  il  est  facile  de  voir  (|ue  ré(|uation 
précédente  peut  se  ramener  à celle-ci 

[(£  • • y B i(£/+yB)...ff.„  yBjJ 

x[£-^yB)(£,  -t-yBjfE,  -eyBJ...(£^_,-t-yB)|' 

= E,E:E,...E.  ,tEE,E....E„_,)*(ra-jyïïJ. 

De  sorte  que  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

f £ -t-  y B ) ^ £,  -*-  y*  B ) I,  îi  y B ) . . . y tt  j 

e,e;e..:.e,  . 

, (e  y B i (e, -i  V B ) f E,  t-  y B J...(£^  _l  -l-  y B ) 

EE,E....E„_, 

(car  il  est  évident  qu'en  dévelop|iant  les  produits  continuels  de  c -h  y/K, 

ê,  -t- y B ni  doit  avoir  des  quantités  composées  d'une  partie  toute 

rationnelle  et  d’une  autre  jiartie  toute  multipliée  par  y K),  on  aura 

(K  *Sy'B  ' \ -c  V y B Ey  B. 

Et  si  l’on  fait  de  plus 

f\  -cVy/Bi- +y  B. 


= K -^SyB. 
= N -r-  \ y B 
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Cf  <|tii  <l(iniic,  CK  jçcncral,  à caufw  de  rainldf^uité  de  y B, 

J _JX-c  Vx  B;“-cl\-VyB,“^ 

,,  ^ {^+  Y V B / - (X  - V y 

^ ï y B 

ou  aura 

R ^ S y B jfj  + ’^yBj^ra-iyB, 

savoir 

Kï-t-BS}-f-(R|  a-S;)vB-r-c  jyB. 

d'oil,  CK  cuiiiparaiit  la  partie  rationnelle  avec  la  rationnelle  et  rirralion- 
nelle  avec  rirrationnelle,  on  aura  entiii 

r — R ç JS  — R Sç. 

L'est  rexpr<>ssioi)  générale  des  noinlires  r et  s (|ui  peuvent  satisfaire  ii 
réqiiatioii 

±E=:;r'— Bi’. 


Si  l'on  voulait  avoir  aussi  les  expressions  de  r,  et  *,  dans  l'équation 
suivante 

:pE,  = r;  - B.V?, 

il  n'v  aurait  qu'à  remarquer  que.  puis<|ii’on  a trouvé  ei-dessns 
ip  I £ a-  y B J — r s-  J y B r,  — 1,  y B /, 


on  aura 


rfe  + yllj^r,  t j,  yB^^‘r-(-iyB,(r;  — Bjît^qrE,  fr  > «yB,, 


il'oii 


r,  a-  J,  y B — --  ■■■-  - ! r s y B . 
£ a-  y B 


Donc,  si  l'on  fait 


J^y  B ; (£,  + y B;  ■ •^e^:i_y_B  _ „ g ^ _ 

Eli  • EiM—t 
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'i'»7 

ou  troiiviTii  vuiiiiiif  ci-ilossus 

(R. -<-S,v'ÏÏjf5  + |vB) 

d’oil 

r,  R,?-t  BS.tj,,  <,=:  R,^,  4-8.Ï. 

O'S  vülfiirs  «Tviroiil  2!)j  à trouver  relies  île  p et  7 ilaii.s  l'éi|iiHtioii 

= B7‘. 

eoiniiie  MOUS  le  ferons  voir  ei-après  43). 

39.  (jiiui(|(i'il  soit  facile  île  trouver  les  valeurs  île  R,  S,  X et  Y par  le 

iléveloppenient  îles  proiluils  île  (e  ■+■  \ lO.  (e,  -I-  

niére  lieaiieoup  plus  simple  et  plus  eoinmoile  d’v  parvenir. 

On  a.  par  les  forninieg  * ).)  du  n“  31. 


doue 


£ = E,  — £., 


doue 


6 “S  ^ B — Ai  El  ' - ^ B — El  f 

(s  V •>  > f»'  --  vïO  - >•''  («•  vH  J - B - £( 

= ).i  E.  f El  -I-  V B ) "I"  E,  E,  I 


il  cause  de  B — sJ  = E,  E..,;  savoir,  en  divisant  par  E,, 

— = E,  + Xi  Ie,  -s  ^/B  ). 


E + vBjfE,  4-vB; 
El 


De  même,  à cause  de 


e.  ^X,E  - e., 

E,  -e  Xi  (ei  -e  V B t = (^1^1  + ') E,  -I-  X,  B — Eî): 


donc,  multipliant  par  Ed  + vB.  mettant  E,E,  à la  place  de  B — e’  et 
divisant  ensuite  par  R,,  on  aura 


f £ -t-  ^ b"  ) ( El  -e  yl  B J ( E,  B j 

E;Er 


» Xi  E,  -I-  ( X.|  Xi  I ) ■ E,  -t-  y B J. 
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SiilisliCuanl  île  iiou\eaii  ÀjK,  — e,  ii  I»  jilai-e  de  e„  iniillipliaiil  eiisiiile 
par  £, + vîl  divisant  par  E,.  apri-s  avoir  mis  E,  E,  pour  H — îJ,  on 
aura 


' t' Ity  U J I £.  -r  Y n / (ej-i-  ^ It^  . . , . , . , 

■ * - iTÊ”"'*  ~ ''  - -*-  * ! E,  -e  [ /.,  + 1 ) -I-  h 


,HK 


et  ainsi  de  suite. 

D’oii  il  est  l'aeile  de  eoneltire  i|ue,  si  l’on  l'orine  la  série  suivante 


(w) 


on  aura  en  {général 


) -e/. 

' ~ /j  -e  /, . 

f l.-iJ,  -*-1  , 


( t ~y-  y'D  } E,  -e  Y^  ^ ^ El  \ ^ Y ^ ^ 

“ÉrE,E,...E;^ 


/ft  — I E3.1-1  -e  /jslE/j-H  Y Dj. 


iO.  Donc,  puisi|u’on  a,  par  les  rormiiles  du  n"  3S. 


R -i^SyB=: 


( E Y b t * E'  \ • E.  . -I-  Y •* 

Ë.Ë;“Ër; 


si  l'oii  fait  dans  la  dernière  f'ornmie  du  numéro  précédent  s = //i  — 1 , on 
aura 

R ^ S Y B — /^.  E,  L-  I E._,  -e  y 'B  : 


maison  a.  par  l'hypotliése  (37),  E„  = 1:  de  plus,  on  a vu  (35)  ipie  les 
i)uantités  E,,  Ej,...  doivent  être  telles,  que  l'on  ait  E,  >v'H-  i. 
E,  > v'  H — s lie  .sorte  qu’il  faudra  aussi  qu’on  ail 


et  par  conséquent 


E«  = 1 Y’  B^ — £«  , , 


'^V  I 
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(lom-,  |iiiis(|ui‘  e„. , doit  être  vn  iiièmc  Icinps  un  niimhrc  ftil'uT  positil' 
\ H (32),  il  csl  l’hiir  (pi’mi  ne*  peut  prcmlrc  j)our  <|iif  le  immhre 
entier  (|iii  est  iminéilialemeiit  inoitiilre  que  yÛ. 

Doue,  si  l'on  démile  ee  nninhre  par  ji,  eu  sorte  <|ue  fi  soit  la  raeiiie 
carrée  apprueliée  de  B,  on  aura  rzr  fi,  et  par  eonséqueni 

R • SvB  = /.,. + (?  + vBJ; 

doue 

K = ii/.  , + S = / — 


Ainsi  l'on  eunnaitra  aisément  R et  S par  le  inoyeii  di‘s  formules  (73).  Il  y 
a eepemiaul  deux  eas  qui  paraissent  devoir  soiilfrir  (|uel(|ue  exception; 
l’un  est  relui  où  w<  =0  et  l’autre  celui  où  w = 1;  en  ell'et,  dans  ces  cas 
on  aurait  des  exposants  de  / négatifs,  ee  qui  n’a  point  lieu  dans  les  for- 
mules (ts:)  du  numéro  préeédetit. 

Or:  I"  si  f//  =0,  ce  <|ui  arrive  lorsque  E = 1 , on  aura,  dans  les  for- 
mides  du  n“  3S,  « = /tu,  et  l’on  trouvera  simplement  réi|uation 

( U -e  v'B  ) (t.  -e  y B ) (t.  -e  y B )•••(£. -,  + v » ) J'  = ( EE,  E, . . . E^  ^,  )•  (r  -t-  » y B ), 
savoir 

(\  - V y B »y  B, 


laquelle,  étant  comparée  à l’équation  générale 


(Il  -t-Sy  tl;(>i^  V vB)-  = r-Ky  B. 


donne  R -t-  S\  B = i , et  par  eonséquent  R — i,  S o.  Ainsi  l’on  aura 
d’ahord  dans  ce  cas  r=Ë  et  = '{<  (38). 

a"  Si  /n  = I , ee  qui  arrivera  lorsi|ue  E,  = 1,  il  est  clair  (|Ue  la  formule 
générale 

(e  -t-  yB  )(s,  y B ). . .({,  . -t-  V B J _ U < Il 

E,E,...E.,  R-^yB 

se  l'cduira  à celle-ci 

t-t-y  B=.  H 4 Sy  B, 


d’où  l’on  aura  R = t et  S = 1;  et  comme  s = = fi,  on  aura  dans  ee 

eas  R = |5;  et  S = 1 . 


Digitized  by  Google 


450  SUR  LA  SOLUTION  DKS  PROBLÈMKS  IN  UÉTKR M IN  ÉS 


41.  Faison.s  inainlciiant  p — a — i,  el  l'un  aura  parles  ruriniiles  des 
ir  38  et  39 

Or  on  a,  par  les  rorimiles  (X). 


doue,  à cause  de  K„  = E,  f „ = s 37 ) el  , par  les  Cor- 

niules  (’a),  nu  aura 


\4- Vvn  = / .+ 


E 


d'<iu 


V - 


Or,  (pioi)|ue  ces  expres-sionsdc  X el  de  Y soienl  sous  une  Ibriiic  Iraciion- 
tiaire,  on  peu!  néanmoins  éire  assuré  tiii’elles  donneroni  toujours  des 
iiomlires  entiers;  autrement,  les  numiircs  p el  q ne  seraient  pas  toujours 
entiers,  ce  ipii  est  contre  la  nature  de  nos  formules. 

Mais,  pour  ne  laisser  aucun  doute  là-dessus,  je  vais  donner  d'autres 
expressions  de  X et  de  Y,  où  il  n’y  aura  point  de  fractions. 

Pour  cela,  j’observe  (37  ; cpi’à  cause  de 

E,=  E,  E„_^,  = E i. --£,  

la  t|iianlilé 

^ £ -f-  y R ; (f,  -4-  ^ Il  j (t,  -e  y B ).  . . ( , -4-  y B ) 

“'EE,  E..T.E“  ' 


p4‘ul  se  mettie  aussi  si44is  4-ette  forme 


d-  -4-  y B J (d„,  -4-  y B)  (d.+,  -t-  y II).  . . (d„^^_,  -4-  y B ) 


E«E»*,  E.,^.,. . . E, 
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i‘t  l'on  pnMivora  (ruiu*  iminièro  sombhiMo  à coIIf  «lu  ii*^  quo  l'on  uuni 


f £«  -t-  ^ It  J ^ £*-*-1  “1“  ^ lî  , 

g-- 


— £m4>>  ■+■  ^-*<*.1  ^ £»M..  V ^ 


- • /«^.i  •+■  ^ ^(p^i  À«^i  -f*  I ) f Ca^i  -h  V ^ • 


pl  ainsi  «lo  suit**;  «It*  soiit*  (|m*  si  l'on  ronsidm*  la  srri«* 


K 


Ihi||ii'IIi',  i)  riiusi'  <l<-  ) „+!  = ) |.  1 = À, iwicnl  il  (•^•ll^•-(■i 


f’m+n  - • - » » ^11  Xn  I 


Cl  i|u’uii  la  rc)ircscnlc,  puiir  plus  de  simplicilé,  ainsi 
A..  A.,  A, A^. 

([u'eiisuilp  on  Ibmie  par  son  moyen  la  série  suivante 

L ^ 1. 

L.  ^ A.  !.. 


(P) 

1^:: 

on  aura 

X + YvB  - 

Mais 

E.=  i.  E,„^.  = E. 

donc 

X-YvÏÏ=L. 

d'oii 

L„  (‘m^  ^-1  -*-y  P) 

Ê. 


Il  est  lion  de  remarquer  que  les  quantités  X et  Y ne  dépendent  que  de 

57. 
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la  valtuir  de  H <‘l  nullriiiciit  d<‘  celle  de  lü,  de  aorte  (|iie,  ces  (|uaiilitcs 
claiil  une  fois  trouvées,  elles  serviroiU  pour  résouiire  tontes  les  équa- 
tions de  la  tonne 

±E  = r>-  Ui', 

où  la  valeur  de  I)  sera  la  niétne. 

Kii  ellét,  si  l'on  considère  l'équation 

E.  , E,  = n — ei.,, 

qui  est  utie  des  équations  (x)  du  n"3l,  on  aura  (à  caus<-  de  = i et 
S.I.-I  = fi) 

± E.  . ^ H - ?•. 

de  sorte  (|ue  K,„  et  E„_,  s«>ront  donnés  indépendanitnetit  de  la  valeur 
de  E;  donc,  si  l'on  forme  par  la  méthode  du  n"  33  les  suites  E„,  E„,n, 

E„,.„...  et  E„,  ces  suites  serotit  aussi  toutes  données  135); 

donc  la  quantité 

♦ -^ytl  ) fe«,, -+- V B)  (e.+, -t- V B)- • +v  H) 

E.Ë»^i  E_i. . . E„^^ 

sera  aussi  donnée;  donc  X V V B sera  donné,  ]iar  conséquent  X et  Y 
le  seront  aussi. 

Maintenant,  je  dis  que  les  quantités  X et  Y sont  telles  que 

' X'-BY‘=r±l. 

r,:ir  oti  a 38 1 

V V ÎT  vB)  (e. -t- V •*  ) (ei -t- V •*)• . .(t  , -e  \ B) 

-ée;é,:..e~“  “ 

donc,  prenant  le  radical  y U en  — . on  aura  aussi 

“ V “ ) ('■-  v “).  V B ) 

' “ ■ EE,E”'..E^_,  - • 
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iKiiU'.  imilti|)li:iiit  l’e.s  ileux  i‘(|uations  l'iist'itihlc,  il  vicmlrii 

E’E;EJ...E;_, 

.Mais  (in  a.  par  les  l'orniules  (x), 

i'-B  = -EE,,  t|- B=:  - E,  E,,..-: 

E'e;e;...e>_, 

E 

V-BV>=±-^  = ±i. 

K 


ilolli' 


e signe  supérieur  étani  pour  le  cas  où  ij.  est  pair,  et  rinterieur  pour 
relui  où  est  impair. 

42.  A l’égaril  des  valeurs  de  R,  et  S,  ipii  entrent  dans  les  expressions 
de  r,  et  s,,  on  peut  les  trouver  de  la  même  manière  tpie  relies  de  H et  S. 
par  le  développement  de  la  (juantilé 

f £i  -I-  Y'  B ) ({* -e  v®  ^ ^ -I  V ' 

eT&T.eTT 


et  il  est  facile  de  voir  qu’on  aura  les  mêmes  expre.ssions  que  pour  R et  S. 
en  augmentant  seulement  dans  les  formules  (t?)  les  exposants  d'une 

unité,  c'esl-ii-dire  en  y mettant  /,,  à la  place  de  /.  

À,,...  k la  place  de  À,,  X,,...;  ainsi  l’on  aura  nécessairement  pour  R,  et  S, 
des  nomhres  entiers,  ainsi  ijuc  pour  R et  S:  mais,  pour  ne  pas  avoir  de 
nouvelles  formules  k calculer,  il  sulüra  de  prendre  l'équation  du  n"  dS, 
savoir 


Tl  -e  i(  V B ” 


E,  ( ^ Bj 

e *+-  Y B 


lai|uelle,  k cause  de  B — s’  = EE,,  se  change  en  celle-ci 

ÿ-  (.  B— t)  (r-v  » v'B  ) Bi  — £c -f  (r  — ti)  V B 
r.-ei,vB= J,, ~ - g-  — ; 
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il'iiù 

Bj  — er  r—  ta 

r.  ^ -g 

Aiti.si.  coiiiiaissiiiil  Ifs  vali'iii's  tli*  r cl  s,  on  coiinaitra  .sur-lc-cliam|i  celles 
lie  r,  cl  4-|,  cl  i|uoi(|iic  ces  cxiircssions  suWnl  wiiis  une  forme  fi-aclion- 
nairc,  on  |>l•ul  cire  assure  i|ii’ellcs  donncninl  toujours  îles  nomlircs 
cniiers,  parce  ipie  ci‘S  expressions  doivent  iTre  équivalentes  à celles  du 
11“  3S.  lesquelles  donnent  évidemment  des  nomlircs  entiers,  puisque  R,. 
S,.  X et  Y sont  toujours  des  nomlires  entiers,  eoinnie  nous  venons  de  le 
voir. 


43.  .Nous  avons  donc  donné  une  inélliode  directe  et  ({énérale  pour 
resondre  en  nomlires  entiers  florsqne  cela  est  possible)  toute  équation 
de  la  fonne 

± E — r'  — Bji. 


K étant  < V ü,  el  /-et  s premiers  entre  eux.  de  sorte  qu’on  est  maintenaiil 
en  elal  de  résoudre  aussi  Imite  éipiation  de  la  forme 

\ — Ri/>. 

A étant  un  nombre  queleonqiie  entier  positif  ou  négatif  (2K;. 

Pour  cela  on  remarquera  que  l’on  a,  par  les  formules  li)  et  'r,,. 


d’on  l’on  liia- 
el  de  là 


ri  — tp  :ti  et  ra,  — tr,  — ±i, 

r(a  St)  — a[p  — r, ) = o 

r P — r, 

s 1 ~ s,' 


de  sorte  que,  eomme  r et  4 sont  premiers  entre  eux.  ou  aura  néeessaire- 
ment 

P — — 1—  s,  ~ y s, 

el  de  là 

P — r,,  1 — 7.S 


/.  étant  un  nombre  quelconque  enûer. 
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l)i-  plus  on  a,  par  los  mômes  l'ormules  (•;, 

rp  — Hjff  =-.  e; 

(loiir,  mHlaiit  à la  place  de  p et  7 les  valeurs  preeédenles,  ou  aura 

e = >.( r’  — B.«')  -I-  rr,  — Bj«,; 

or,  r’  — Br’  — rfc  Iv  et  rr,  — Brr,  = î ( 31  doue  ou  aura 
±e  = ).E  — t,  d’m'i  t — XErpe. 


Or  il  faut  de  plus  33)  ipie  l'on  ail 

t . v'B  et  >»  v^it  — E: 

doue  ),li:pe<  \ B et  >,K:f:e>  \ B — lî.  ee  ipii  douue 


. ^0±e  - iB±e 

'<--E  ’ '>-E 


ees  detiN  eoiiditioiis 


par  lesquelles  on  pourra  déterminer  à,  parce  4|iie.  /.  devaiil  éire  un 
iiomlire  eulier,  il  est  visible  (pi'il  ne  pourra  être  autre  eliose  ipie  le 

nombre  entier  i|ui  sera  immédiatement  plus  petit  (|ue  = 

Ainsi,  puis(|ue  K et  esont  euniuis  (28),  on  eonnaiira  /.  et  • sans  avoir 
b(4soin  d’aueun  tàtonnimient. 

Maintenant,  piiistpi'on  a ( i2) 


l’I  ijue 
on  aura 


e, 


/•  — is 

~ E ’ 


P = ).r  4-  r„ 
(XE  — E)r4-  Bj 


7 — /.»  4-  r,. 


( XE  — e)j  • r 


savoir,  à cause  de  >.E  — £ --tj  ± e. 


Birter  r±es 
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(•x|)r('ssioiis  (|iii  tloniirront  toujours  dos  iioiiiliros  onliors,  |iiiis<|uo,  /',  s,  r, 
ol  J,  oUinl  onliors  aussi  iùoii  (|tio  il  est  nooossairo  t|Uo  p ol  î le  soiont 
aussi,  ür,  ountiaissatil  r,  s,  p et  7.  011  imuiTa,  011  rotru;;ratlanl,  Irouvor  /> 
ol  q l 2S  J. 

Il  laut  roiiiar<|uor  (|uo  le  signe  ainliigu  do  e dans  les  forninlos  prooo- 
dontos  s«‘  ra[i|)iirlo  à oelui  do  E dans  ro<|uation 

±E— .r>-  Bj>: 

mais  nous  avons  vu  (;>8}  (|uo,  pour  avoir  toutes  les  solutions  possildos 
do  roquation 

A /<’-  Bç  . 

il  l'aut  proiidro  suooossivoiuoul  e posilil'ol  négatif,  on  oiiangoaiil  dans  00 
dernier  oas  les  signes  de  ;x,,  p.,,  iXj,...  dans  les  formules  (7),  <lo  sorte 
(|uo  oliaque  valeur  de  e donnera  toujours  doux  valeurs  de  é Cà  moins 
qu’elles  ne  reviennent  au  mémo),  et  par  ronséipieiit  ileiix  valeurs  île  R, 
S,  de  r,  s et  de  p et  7,  d'où  l’on  tirera  deux  expressions  generales  de  p 
et  q. 

fi.  (ionïme  on  a par  le  11“  US 

r=  RÇ  + BSiV, 
et  par  le  numéro  préeedenl 

B>  ± er 

si  l’on  fait,  pour  abréger. 

BS±eK 
I - - -, 

on  aura 

?=:T5  + Bv;, 

et  il  est  faeile  de  voir,  par  la  nature  des  formules  (7],  que  ees  valeurs  de  r, 
s,  O et  7,  savoir  de  p„,  q„,  p„^,,  q^,  (2S  ,,  donneront  pour  p et  q îles 


1-  R,^  -eS:. 


r±  fs 


\ =. 


RiCeS 

“1 


7 — Vç. 
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t'xpn'ssions  dr  (Tlli*  forme 

v=(/i>-^n«+(/s  + iîV)?, 

/ el^élaiil  (l(>s  nonii>n'8  entiers  ilépeiulant  des  nombres  u,,  a,,  fi, 

Doue,  ptilsi|ii’oii  <i  (28j 

- _ V v'B  J*_ V v'B 
■> 

4, = ±-''  V®-/  -j> 

,.vl> 


ou  bien,  en  développant  les  puissanees  n"“", 

X-  ^ - '■>  X-  V-B  + lliL-Di".- »)<»  - X-VB>- 

• 21  9.3.4 

+ = «x-v  X-VB  + .... 

9.3 


et  que  n peut  être  un  nombre  queleuii(|ue  entier  positif  tel,  que  nti  -+-  m 
soit  pair  ou  impair,  suivant  i|Ue  le  .signe  supérieur  ou  riiiférieiir  aura 
lieu  '37j  ilaiis  l'équation 

± E = r>-  Bj', 

il  est  elair  que  toute  équation  de  la  forme 

A =/>’  — B^‘, 

B étant  positif,  lorsqu’elle  est  résoluble  en  nombres  entiers,  admet  lléees- 
sairement  une  infinité  de  solutions;  de  sorte  que  le  nombre  des  solutions 
de  ees  sortes  d'équations  sera  toujours  nul  ou  inlini,  au  lieu  que  ee 
nombre  est  lotijoui-s  nécessairement  limité  lorsqui*  B est  négatif  127). 


i5.  M.  Kuler  a donné,  dans  le  tome  IX  des  .Nouveaux  Comme/ilaires  de 
Pélershourff,  une  très-belle  méthode  pour  trouver  une  intinité  de  solu- 
tions en  nombres  entiers  des  équations  de  la  forme 

V -(-  C(/  -t-  By'  p’ 

II.  ■ 5H 
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lorsi|u'on  PII  poniiiiit  iiiip  spuIp.  SiVivaiit  ppüp  métliode,  si  l’on  l'ail  poui' 
plus  dp  siiiiplipiii-  C=o,  et  qu’on  noinme  Pot  Q les  valeurs  poniuips  de // 
Pi  y.  PII  sorte  que  l’on  ail  P“  — BQ^  = A,  et  que  X et  A'  soient  des  nombres 
entiers  tels  que  X’— BY’=i,  on  aura  eu  general,  en  eonservani  les 
expressions  de  | et  'i  du  nuniero  pr«‘eédenl. 

/.  = ±l>5  + BQI,  Ÿ -±P4-  + g?. 

l'exposant  n des  quantités  et  | pouvant  être  un  nonilire  queleon(|ue. 
positif  ou  négatif. 

Il  lie  serait  pas  dillieile  de  faire  voir  à priori  que  tonies  les  solutions 
(|iie  peuvent  fournir  ees  forniiiles  se  trouveront  néeessaireinent  parmi 
pelles  que  iloniiera  notre  métliode;  eela  suit  évidemment  de  ee  (|ue  eelte 
méthode  doit  donner  absolument  toutes  les  solutions  possibles.  Maison 
aurait  tort  de  croire  ipie  les  formules  dont  il  s’agit  puissent  donner  tou- 
jours toutes  les  .solutions  possibles  lorsqu’on  ne  eonnait  qu’une  seule  va- 
leur de  P et  Q. 

Pour  le  faire  voir  d’une  manière  générale,  nous  eomnieneerons  par 
remarquer  qu'en  faisant  n négatif  on  n’a  point  de  nouvelles  valeurs  de  | 
et  de  mais  que  la  quantité  £ demeure  la  même,  et  que  eelle  de  'f  <le- 
vient  simplemeiU  négative.  Kn  elfet,  en  mettant  ri  au  lieu  de  n.  on 
aura  (ii) 

J _ ' • _ (X  — Y V B , -t-  B 

B,"  ïf\-V\  B/“  ï(X'-BV’)* 

et  de  même 

, _ ( X_—  Y v‘^'  T I.  X -e  Y yÏÏ)”  , 

~ 94X>— BYO)«yB 

mais  on  a par  bypotbès<‘  X’  — BA’’  — i;  doue 

„ (X-i-Y  yB)'‘-f-{X  — Vv‘B  ’ 

a,  = _ (1 ' V B '■ 

^ a V B 
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De  sorl<‘  qu’au  litui  dr  supposer  n posilil’  et  néj;atir,  il  siillira  de  faire 
« positif  et  de  prendre  'i  en  plus  et  en  moins.  Ola  pus*'*,  sti|iposons 
que  P,  et  Q,  soient  de  nouvelles  valeurs  de/i  et  q dans  ré<|uation 

p’-Sf  = K, 

eu  sorte  que  l'on  ait  aussi 

P;-BQ|  = A. 

et  voyons  si  ees  valeurs  .seront  tiéeessairemenl  reuferiuées  dans  les  ex- 
pressions préeétlentes  de  p et  q.  Soit  doue 

!■,=  BU'f  Q,  = ±l'i> -4-Q£, 

et  tirant  li‘s  valeurs  de  £ et  on  aura,  à eause  de  P'  — BQ'  = 

- iPP.-BQQ,  , ±Py,  — QP, 

^ —,  v = - 

Dune,  puisque  les  nombres  £ et  'i  sont  toujours  entiers,  il  eause  que  ,\ 
et  Y sont  des  nombres  entiers  par  l’Iiypotlièse,  et  i|ue  n est  aussi  un  nom- 
bre entier  positif,  il  faudra  ipie  les  deux  (|uantilés  ± PP,  — BQQ,  et 
± PQ,  — QP,  soient  toujours  divi.sibles  par  .\,  en  prenant  l’un  ou  l'autre 
des  signes  ambigus.  Or,  j’observe  d’abord  que,  si  la  seeonde  de  ees  quan- 
tités est  divisible  par  .\,  la  première  le  sera  aussi:  ear,  puisipi'on  a 

A = P‘  - BQ'  et  A TT,  p;  — bq;, 

ou  aura  aussi  (B, 

A'  ( PP,  ± BQQ,)>  - B ( PQ,  t QP,  )>; 

d’où  l’on  voit  que,  si  PQ,  ± QP,  est  divisible  par  A,  PP,  ± BQQ,  le  .sera 
aussi.  .Vinsi  tout  se  réduit  à savoir  si  la  ipiantité  PQ,  ± QP,  sera  toujours 
divisible  par  suppo.si"  ipi’on  ait  P'  — BQ'  = .V  et  PJ  — BQ  J — or. 
eotnme  ees  deux  équations  de  eondition  renferment  le  nombre  B.  qui  ne 
.se  trouve  point  dans  la  ipiantité  PQ,  ±QP,,  on  aura,  en  ehassant  B, 
eette  condition  unique 

A ( Q ! - Q’  t - : I”  Q ; - Q’  P ; — ( PQ,  -t-  QP.  ) ( PQ,  - QP,  ). 


5H. 


ilK)  suit  LA  SOLUTION  DES  l'ROBLÈMES  I NDÉTEIIM 1 N ÉS 
par  tnquello  un  voit  qu’il  n'esi  pas  al)soliiiiii'iii  nécessaire  (|ue  l’une  ou 
l’antre  des  quantités  PQ,  -t-QP,,  PQ,  — QP,  soit  divisible  par  A,  à moins 
que  A ne  soit  un  nonilire  premier.  Ainsi , toutes  les  l’ois  <|ne  A ne  sera 
pas  nu  nombre  pretnier,  l’équation 

A=:/>*— Iti/' 

pourra  avoir  des  solutions  (]iii  ne  sauraient  être  cuntetiues  dans  les  for- 
intlles  de  ,\I.  Kuler. 

Pour  s’en  convaincre  par  un  lixemple,  soit  A = «/>,  et  supposons 
U =/‘‘  — BjÇ*.  h — — B/^,  on  aura 

de  sorte  i|u’on  pourra  prendre 

l>  =.//!  + B /«,  y 

et  alors  on  aura 

i‘y,  -e  y P.  ^ 2 //i  (/>  — it  ).  i>y,  — y p.  =.  - ( A’  - n />  ). 

savoir 

py,  + y P.  2/a<(,  py,  - yi>,  - - ; 

ilonc,  pour  que  l’une  ou  l’autre  de  ces  deux  quantités  soit  divisible  par 
A — ali,  il  l'audra,  ou  ()ue  2//1  soit  divisible  par  A,  ou  que  t/g  le  soit 
par  a;  or  e’esi  ce  qui  n'aura  point  lieu  dans  une  iurinilé  de  cas.  et  sur- 
tout si  a et  h sont  des  nombri'S  premiers  diirérenlsde  2,  paree  ipi’alors  il 
sera  impossible,  à cause  des  é(|uations  a=/^  — B^’  et  b = h'‘  — B/’. 
<|uc /ou  g soit  divisible  par  a,  ou  (]ue  A ou  / le  soit  par  A. 

On  voit  par  là  (|ue,  pour  que  les  formules  de  M.  Euler  |»ussent  ilon'ner 
toutes  les  solutions  possibles,  il  faudrait  (|ue  les  valeurs  de  £ et  de 
pussent  être  rompues;  enell'et,  ce  grand  Géomètre  remari|ue  lui-méme. 
au  n“ ’25  du  premier  Mémoire  du  tome  cité,  qu’en  prenant.  lors<|ue  cela 
est  pos.sible,  pour  X et  Y des  nombres  rum|ius  dont  le  dénominateur 
soit  2,  on  trouvera  souvent  beaucoup  plus  de  solutions  qu’en  ne  prenant 
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liil 

(Miur  X ft  V que  clos  nomhrfs  cnlii’rs,  <»t  il  pariiil  «Toirc  qu’on  |)ouir;i 
avoir  do  cette  manière  toutes  les  solutions  possil)les  de  réqualioii  dont  il 
s’affit.  Su|q)osons  d(Uic  en  général  que  X et  Y soient  des  fractions  dont 
le  dénominateur  soit  a,  ou  liien  mettons  — et  ' à la  place  de  X et  Y dans 
les  expressions  de  Ê et  et  il  est  clair  que  ces  (juantités  deviendront 

t ,1, 

— et  — -,  de  sorte  (|il  on  aura  dans  ce  cas 

I _ ^ l*l*'  - BQQ,  4-  _ ^ l\>.  - UD, 

2“  ~ \ ’ 2*  ’ \ ' 

OU  liien 

, 2"(in*,  - BQQ.l  . 2'(±Py, -OI>,j 

^ ; 

d'où,  à moins  (|ue  A ne  soit  une  puissance  de  a,  on  pourra  tirer  li’S 
mêmes  conclusions  <|ue  ci-dessus,  .\insi  cette  généralisation  ne  stillit  pas 
encore  pour  avoir  toutes  les  solutions  possibles  dans  tous  les  cas. 

KXKMl'I.BS. 

Uonuons  à présent  i|uclques  Exemples  pour  montrer  l'usage  des 
méthodes  précédentes.  Nous  considérerons  d'ahord  le  cas  où  B e.st  un 
uomlire  négatif,  ensuite  celui  où  B est  positif. 

Exkmpi.e  1.  — Soit  proposé  de  résoudre  l’equation 

IIX)  -t-  ' /’, 

en  supposant  <|ue  u et  I soient  des  nombres  entiers. 

Je  rcmar(|ue  d'abord  que,  comme  le  nombre  i<m>  ne  contient  aucun 
facteur  carré,  les  nombres  « et  t seront  nécessairement  premiers  etitre 
eiLX  f 22);  ainsi  l’on  fera  u = p,  I =:  t/,  ,\  = loq  et  B = — -,  pour  avoir 
réqiiafion  du  n"  2A:  île  sorte  qu’on  n'aura  à résoudre  que  cette  seule 
e(|iiation 

IO(|  — P* 

On  commencera  donc  par  cberrber  un  nombre  a et  tel  que 

soit  divisible  par  io«),  ou  bien  on  cbercliera  un  multiple  de  iih)  qui  soit 


Ki-2  SL'K  I.A*  SOLUTION  DES  l•KOBL^;MES  INDÉTEKMINÉS 
de  la  limnf  -h  7 (il*'  20.  Exemple  I et  l'on  trouvera 
ioi).23  = 5o’-e  7; 

(le  sorte  (|iie  « = ')o.  La  valeur  de  a étant  connue,  011  l'omiera  une  suite 
ire(|iiations  analogues  à celles  du  n“  26,  jus(]ii’à  ce  que  l’on  parvienne  k 
un  ternie  A,  ~ ou  < 7,  et  l’on  aura 


ensuite 


iu<).a3  — 5o' -t- 7,  X = 5o,  ,\i  *3, 

x}.  1=  4’ + 7>  «I  = — aA,  4- a — 4-  V,=  i— A,, 
/<  = />.-+- 2/0,  Q = 9. -eay.. 


et  eoinnie  on  a trouvé  A„  = i = A,,  on  aura  (27 ) 

/>=!•  ?>-"• 

=4.  7.  — 

Donc 

/'  = ;i.  y 2. 

Or.  109  étant  un  iiomhre  premier,  il  n'existe  point  d’autre  nomlire  a 
qui  ait  les  conditions  rc'quises  (24j:  donc  ré«|uation  proposr'c  n'est  sns- 
ceptilde  que  d’une  s<‘ule  solution  en  nomlires  entiers,  laquelle  est  « = 9 
et  / = a. 

Exemplk  11.  — Soit  proposée  l'équation 


90»)  .x;  «•  H-  17 

« et  l devant  être  des  nomlires  entiers. 

Comme  le  nomlire  909  n't“st  pas  premier,  on  verra  d'aliord  s'il  ren- 
lérme  (jmdque  facteur  carré:  or,  9<«)  = 101.9,  101  étant  premier;  ain.si, 
on  pourra  faire  (22)  deux  su|ipositioiis,  .savoir  11  = p,  1 = </.  A — 9o<). 
ce  qui  donnera  l’équation 

(A)  .)0€)  — /i>4- 177=, 

eii.suile  6 = 'i.  et  par  conséquent  ii  = 3/>,  1 = ")//.  A = 101 . ce  i|ui  don- 
nera cette  autre  équation 

(B)  loi  . -1-  177'. 
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m 

(kunmençoiis  par  ré(|uatii)ii  (A),  cl  il  faudra  clicrclicriin  luimhrc  «< 

Ici.  (|uc  «“-t-17  soit  divisible  |>ar  ou.  ce  i|ui  revient  au  uicnie, 

un  nonibre  A.s.,  y +•  1 229  tpli.  multipliant  <)<«).  donne  un  carre 

plus  17  '20). 

Après  <|ueli|ucs  essais,  je  trouve  A,  = 1 V.)  (‘t  a — MiS,  et  à l’aide  de 
ces  valeurs  je  forme  les  équations  suivantes,  analogues  à celles  du  n”  26. 

;)<x).  i4d=  ^>6’  +-  '7>  a = î66,  A,  = i4;(. 

i4<).  33=  70' 17,  a,  = — jAi  — a = 70.  A,  - 33. 

33.  I = 4’  a.  = — a.A.  - a,  = 4>  Ai=i  = A.; 

et  par  cons<'>quent 

p=p,  + lp,,  -f2<y,. 

p,  = />4-^2p..  9,  = </,  -(  ai/,: 

et  comme  ,\,  = I.  ou  aura  (27) 

/».=  !.  O. 

p,  = a,  = 4 . ?!  ' • 

Donc 

= V “ »• 

P = aa.  q 5. 

ce  qui  donne  celte  première  S(dutioi)  de  l’équation  proposée 

H Z-.  22.  I - 


.Maintenant,  comme  «jm)  n’est  pas  premier,  on  pourra  24;  trouver  en- 
core d’autres  valeurs  <lc  or,  résolvant  909  en  ses  facteurs  premiers, 
on  aura  loi  . 4.3,  de  sorte  (|u’on  ne  pourra  faire  que  a = lui  et  h = 9, 
ce  qui  ne  donnera  qu’une  seule  valeur  de  a ( numéro  cité),  ün  cliercliera 

donc  la  dernière  des  fractions  convergentes  vers  ^ ^ (20;,  et  l’on 


trouvera 


45 

T’ 


de  sorte  qu’on  aura  a,  = '|Â,  h,  = 4, 


et  comme 


45 


loi 

»l 


on  aura 


4)  = (i  -I-  2. lui .4)3: 
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(■’i‘sl-à-din‘,  à caiist"  dt*  « 3(58, 


M = '-*077  ' 

Ainsi  l’un  aura,  à ransc*  df  A = 909. 

^ — (jMfm  ± ji>77 1 a = 440, 

t‘i)  (ii'fiianl  le  signe  inlerieur  el  l'aisanl  //<  SaS,  alin  (|ue  la  valeur  de  ^ 

devienne  < e’est  la  nouvelle  valeur  de  a,  et  la  seule  qu’on  |iuisse 

trouver  de  eelU-  manière,  de  sorte  qu’il  serait  inutile  d’en  elierelier  en- 
eoir  d’autres. 

Menant  doue  en  a-uvre  eette  valeur,  on  trouvera  les  équations 


et  de  là 


<)oi(.2i3  = 44°' ~ *7>  — 44”’  A,  — îi3. 

ïi3.  1=  i4'-ei7,  a,  — — jA,-*-*— i4.  A.— 1. 

f>  = p, -i- ift,,  q — , 


et  eomnii’  A,  = 1,  on  aura  (27) 


Doue 


/»='.  ?:  = o, 

p,  = a,  m4,  7,  = 1. 

P — 2CJ,  #/  *=  2. 


Ain.si  l’on  aura  eette  seeonde  sidulion 


« — t ^ 7. . 

Or.  eoiniue  on  ne  saurait  trouver  d’autres  valeurs  de  a,  ré<|Uation  .A  ) 
ne  fournira  pas  non  plus  d’autres  solutions;  e’est  poiirt|Uoi  nous  passe- 
rons à réqnaliou  (B  . 

Avant  iei  .A  — toi.  on  eherelii-ra  une  valeur  de  a telle,  que  «’  -1-  17 
soit  divisible  par  101,  et  qui  soit  en  même  temps  < ^ < Ai;  or.  ayant 
déjà  trouvé  ei-dessus  que  3(58’  -t-  17  est  divisilile  par  çkm)  et  par  eonsé- 


Digitized  by  Google 


I>U  SECOND  DEC  HÉ.  4r.5 

(|iifiit  aus.si  |uii'  loi,  il  n\  aiii'ii  qu'ii  faire  « = loi ± i(>8,  el  déter- 
iiiiiier  eiKSiiite  m et  le  .sljjiie  anilii};ti  en  sorte  i|ue  a < . on  fera  iloiie 

m = '(,  et  l'on  jirenilra  le  signe  inférieur,  ee  qui  donnera  * = fG. 

.\u  moyen  de  relie  valeur,  on  formera  les  équations 

lui . i3  = 34>- -1- 1;,  a =_  3I>,  \,-=i3<i7. 


d'nil  l’on  voit  d'aliord,  à raiise  que  A,  est  moindre  que  17  el  en  meme 
leiiqis  ditféreni  de  l'unité,  (|ue  l’équalion  (Bj  n'est  point  fésoliilde,  au 
moins  d’après  la  valeur  de  « que  nous  venons  de  trouver  (27  ),  et  comme 
le  nnmiire  101  est  premier,  il  s’ensuit  que  l'éqiialion  |B)  n'admet  ahsii- 
liimeiil  aiieune  solution  en  nuinliresenliei's.  De  sorte  que  l’éqiiatinn  pro- 
poser 

«)0<)  = «’  -H  1 7 /’ 

n’est  suseeptilile  que  des  deux  solutions  que  nous  avons  Irouvéesei-dessus. 
Supposons  mainlenani  (|iie  B soit  un  nombre  positif. 

Exemple  III.  — Soit  proposé  de  ré.soudre  l’équation  de  l’Exemple  I 
du  n“  20.  savoir 

I o<)  = — 7 

avee  eette  eondilion  que  u el  t soient  des  nombres  entiers. 

Puisque  km)  est  un  nombre  premier,  on  ne  pourra  faire  que  u = p, 
l = donc  \ — 109,  B = 7,  de  sorte  qu'on  n’aura  à résoudn'  que  relie 
seule  é(|ualion 

KM)  =p>—~q\ 

Or,  ayant  déjà  trouvé  dans  l'Exemple  eité  a = A,  = a,  on  aura 


et  de  là 


i«K).ï!  = i5>— 7,  x=i5,  = 

i.(  — 3)  = i— 7,  a,  = — 7.\,  4 3t  = I , A,=:  — 3, 

/>  = p,4-7p„  q = q.+  iq.. 


Doue,  puisque  «,  < \ B,  el  aussi  yB.  on  fera  l28; 

a,  = e=i,  \,  = ±E  = a,  A,3=mü=:  — 3; 

II. 


5o 


* 
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ilonc  E=  a.  D = — 3,  avec  les  signes  supérieurs;  et  par  eonséqiieiil 


l>,  — r,  q,  = $,  p>  = !>,  (/,=  », 

lie  sorte  (pi'on  aura  à résoudre  l'équation 

a = r'  — 7 

Or.  ayant  E = a,  H = 7 et  e = i . on  aura  ( i3)  / <|  * ^ J*"  ' et  > * ' ' — i ; 

done,  à cause  (|ue  la  racine  approchée  de  7 est  a. 

X = I et  de  là  £ = E — e = I . 

Ayant  trouvé  s on  formera,  à l'aide  des  formules  (aj,  ().}  et  ( fi)  des  n*”  31 
Pi  32,  les  séries  suivantes,  oii  le  signe  < indii|ue  (|u’il  faut  prendre  le 
nomhre  entier  qui  est  immédiatement  moindre. 


E =.  a. 


E,=  ' =3.  = 1,  £,  = i.3-i=a. 


El  = !=  I . }., < =- 4,  e.  = 4-‘  — ’ = ’• 


F - ' ni  - 3 ) ^ ilJ*:’; 

h,  ^ _ J.  J 


I, 


F -InJ  - , ) -- V?-*-  ■ - , 

h.-— 3 a.  >.  ^ -I, 


e,  =r  1 — I =r  I 


E,=^2 ^=3.  X.  n2±l  = ,,  £,_,.3-i  = a. 

2 3 


Done.  puisque  E,  = E et  Ej  = E,,  on. fera  37 j E,  = E„,  .savoir  ix  '1.  et 
eonime  Ej  = 1.  on  fera  E,  = E„.  savoir  a:  done.  à cause  que  l’on  a 
pris  les  signes  supérieurs  et  que  m est  pair,  on  en  eonelura  que  réqua- 
tion est  résolulde  (37 ). 

On  eherehera  done  les  valeurs  de  /,  /j,...,  /«.  eoinme  dans  les  for- 
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K«7 


nuili-s  irs)  (lu  n”  39,  cl  l’un  auni 

/ = I, 

I,  - \l,  + l =5, 

i/.-c  /,  = (■>, 

/,=  I I 1 : 

d’oii,  par  les  furmulcs  des  n”’  40  cl  41.  on  Irouvi'ra  d’aliord,  à rause  de 
fi=  2 ipii  est  le  nonilire  entier  iininedialeiiienl  moindre  c|ue  \ 7, 

K=a/,  + / -3,  S = /, ^1, 

X = /.+  -=«. 

7.  a 

doue  I3S) 

' _ (H-o3t7r-f-(8-3y7)' 

ll+b;)'-  Ll:r  ^v:)', 

’V7 

oii  n pourra  être  un  nonihn-  qindeon(|ue  positil' entier  tel  (|iie  11(1  + m 
soit  pair,  e’esl-à-dire  (|ue  4"  + 2 soit  pair,  d'où  l’on  voit  que  n pourra 
êire  un  noiulire  quelconque  entier  positif.  Doue  (38j 

r 3ï-(-7^.  .-3+-t-Ç; 

et  ensuite,  par  le  n“  44,  en  prenant  toujours  les  signes  supérieurs, 
a a 

dr  sorte  qu’on  iuirn 

D<mo,  puisque  r — s ^ p t = y,,  on  «uni 

P •+■  7 r — a() ; -h 63 1^* 

^ îT  - J rr  a6t{»  -f- 

"k». 
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Nous  avons  pris  «=  i,  cVsl-à-<lire  positif;  pronons  mainlonaiit  e = — t. 
ol  l’on  aura  dans  co  cas  (43) 

P = ^ TV- 

Or,  faisant  c =r  — i . on  aura  ).  — — ' et  > — — i ; donc 

•>.  y. 

).  — O cl  lie  là  £ — — c = I , 

coininc  pins  haut;  ainsi  on  aura  les  memes  valeurs  de  R.  S et  de  X,  Y,  et 
par  conséquent  de  S,  et  de  r,  s. 

Maintenant  on  aura 


donc 

P = t = ïiJ/  + 5: 

d’oii  l'on  trouvera  encore 

p = p — :r=  - iqî  — 4*1, 

7 = ï-  ;j  = - I.)},-  l)f, 

ou  hien,  en  clian|^eant  les  signes. 

// = i<)4 -t- V — '9'i' 

Or,  comme  109  est  un  nombre  premier,  on  ne  pourra  trouver  aucune 
autre  valeur  de  a (24),  de  sorte  que  les  expressions  précédentes  renfer- 
meront nécessairement  toutes  les  solutions  possibles  de  l'éipiation  pro- 
posée. 

Exkmpi.k  IV.  — Soit  proposée  réi|ualion 

i45<)  = 3o<’. 

Homme  1 est  un  nombre  premier,  on  ne  |>onrra  faire  que 
p=:u,  <j—i,  A — >4%),  B = 'U>, 

de  sorte  i|n’on  n’aura  i|ue  re<|uation 

i45<)  = — 3o^’. 

On  eliereliera  donc  un  nombre  a ■<  cl  tel  i|ue  — 3o  soit  divisible 
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|)ar  1459:  <111  Jiii’ii  on  clicrcln>ra,  conimc  dans  rKxfinpIr  IV  du  n"  20,  un 
•ni>inl)rt'  A,  dont  le  prodnil  par- 1/1.Î9  ('lant  anginniti-  di-  Ao 

soit  lin  oaiTO,  el  l'on  Irouvei-a  A,  = a/ji  l't  a=  593,  inoyi'iinant  ipioi  011 
l'iirnirra  les  éijualions 


1459.  ?4'  = *”  3o. 

at  =&>1, 

A|  = a4i, 

?4i  ■ 5i  = 1 1 1* — 3ü, 

~ — 3 Vi  -l-  a =111, 

AirrSi. 

5i . 1 = c)* — 3o, 

a,  — 2.\, -1-  a,  9, 

A,=  I. 

i.(-5)=  5>-3o, 

ai  = — 4 “*■ 

1 

II 

et  de  là 

p—p,  + ’>p„  q —q, 

p,  — p,  + ip„  q,  = q,  + 7q„ 

4/'»  q<=qi-*-iq>- 

Or.  puisi|iie  a»  < \ K.  et  que  Aj  et  A*  sont  aussi  eliaeiin  < y B.  on  rera 
«j  = S = e,  A,=  ±E  = i,  A,=  :;il)  —5; 

doue  E = I et  D = 5 avec  les  sijtnes  supérieurs.  Ensuite  on  fera 

p,  = r,  ç,  = J,  p,  = q.=:  a, 

et  l'on  aura  à résoudre  l'équation 

I r’  — 

Maintenant,  à eause  de  E = 1 , B — 3o  et  e = on  aura  f i3)  X < — 

et  > î — I , donc 

/,  irio  et  j = ).E— e = 5. 

Ayant  ainsi  i,  un  formera  les  séries  suivantes  (31  et  33) 


E = 

3o  — n5  , 

, l 3o  -h  5 

e = 5, 

5 = 5, 

E,  = 

— — = 5, 

1 

X,  5 - 

e,  = U . 5 — 

E,= 

3o  — a5 

5 

€,=  10.  1 — 

5 = 5, 

3o  — 3.5  « 

— = 5, 

J3o  4-  5 

h=  — = 1, 

e,—  1.5  — 

5 = 0. 
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Donc,  comme  E,  = E cl  E,  = E,.  on  fera  (37)  E,  = E„,  r'esl-ànlire 
;x  = 2.  et  comme  on  a en  même  temps  E = i,  on  fera  E„  = E,  savoir 
/n  = o,  ce  i|iii  donnera  sur-le-champ  R = i,  S — o,  et  par  oonséquenl 
r=s.  s = -^  (40,1. 

On  formera  donc  la  8<*ric  /.  /,,  (39) 

I =^t, 

l,  — il  —■  1, 

/,  r=  lo/i  -t-  / — 71, 

et  l’on  aura  (-41),  il  cause  de  fi=  a,  les  valeurs  suivantes 
X=/,-5/,  = ii,  Y=:/,  = 2; 

donc  ( 38) 


t — 

— 2 ^ 3o  / 

^ — 

? 

f 1 1 -I-  » V 3o  i'  ~ f " 

— 1 v'3<>)’ 

Y — 

2 y3o 

n étant  tel  que  npi-t-m,  savoir  an,  soit  pair,  de  sorte  que  n pourra  être 
un  nombre  entier  positif  quelconque  (37).  Maintenant.  pnisi|ue  R = i, 
S = O,  E = I et  e •=  5,  on  aura  (44 , 

T = 5.  V i; 

d’oii 

S — 5{-f  3o\j/,  5-— 

Donc,  ayant 

l>,  — r,  q,  s,  !>,  : f,,  )j,  — 7, 

on  trouvera  en  remontant 


p,  = p -e  4r  = 9;  3o|, 

p,-=  r -i-  ip,=  19;  -t-  6otj/, 
P =p,-i  a/».  = .{7;  4-i5o|, 

faisons  maintenant  e négatif  (43), 


T -e  4*  il')'  e ç, 

q,=zs  -\-iq,  = K)|  -eaj, 
q -q,-\r  -e  S?. 

c’est-à-dire  c=  — 5,  et  l’on  aura 
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q=i],--xq., 
p,=rp,-,p„  q.-q,-o.q:, 

p,  = p,  — ^p„  9,=  </.-4</i- 

Knsiiitc  »n  aura  ).  •i'  ^ >>  - — i , donc 

I 1 

X — O,  cl  par  ronspqiicnl  e =:  ).  E — c — 0, 

comme  ci-dcssus;  de  !)orte  que  les  valeui's  de  ï cl  i seroiil  les  memes 
que  nous  avons  déjà  trouvées.  A l’éparil  de  T et  V,  on  aura  (à  cause  de 
R =;  I , S = O,  e = — ),  K = I ) 

T=-5,  \=i; 

donc 

P = - 5Ç  H- 3o  j,. 

donc 

/<>=(>— 4r——  ;);-e  3o-|,  a — 4-«  9++  ?. 

~ r — a/),— + iç)f — («jij/,  q,-- s — a^,=  H- k)4<  — aj, 

P — Pi  — ’/'i  ~ 4"  î "é  '5oij/,  q = — aq,  = — 474»  5'. 

Ainsi,  en  combinant  les  deux  formules,  un  aiir.i  en  général 

= ± 47Ï  + >5<>4',  ? = i 4(4' 

Kt  comme  i45f)eslun  nombre  premier,  il  n’y  aurait  pas  il’autres  solu- 
tions (|ue  celles  que  nous  venotis  de  trouver. 

Exempmj  V.  — Etant  proposée  l’équation 

aïo  = H’  — 4*’C 

dont  on  conuait  déjà  cette  .solution  : «=aç)a  et  /=  i^.  on  deoiaiide 
toutes  les  autres  .solutions  possibles  en  nombres  entiers. 

Comme  aïo  ne  contient  aucun  facteur  carré,  it  et  / deviunl  être  tou- 
jours premiers  entre  eux  (22);  ainsi  l’on  fera 

U - p,  l~q,  A =.  aïo,  B = 4'b 
de  sorte  que  l’équation  à résoudre  .sera 


aïo  = p’  — 4*iV’* 


i7i  SL  K l.,\  SOl.liTlON  DES  IMlUBI.feMES  IN  PÉTER  M IN  ES 
Muiiilctmiil,  |mist|iroii  coiinait  (léjà  imc  valeur  de  p et  q,  savoir  p = 
et  q = «Il  pourra  s’en  servir  pour  trouver  la  valeur  île  a dans  l'equa- 
tioii 

AA,  = — B,  savoir  aïo  A.  — 4t>. 

Poureela,  il  u'v  aura  iiu'à eherelier  la  i'raiTioii  ipii  précédera  imiiiédia- 

leiiieiit  la  rraelion  dans  la  suite  des  fraelioiis  coiiveri'eales'Vers  ^ f'üli, 
q P V 

et  laisanl  a = mp  — B/07,  ou  aura  en  général  (23, 

a f/  A ± a. 

Divisant  2i)a  par  4^.  ensuite  ]'i  par  le  reste  34,  et  ainsi  stieeessive- 
nieut,  on  aura  les  quotients 

(> , 1 , 3 , 1 , 3 , 7 , 

à l'aide  desquels  on  l'orinera  les  Iraetions 

I tî  7 117  34  ',iir/ 

-,  —,  -,  -7-,  — I- , ; 

u I I 4 O ")  |3 

ainsi  l’on  aura  m = 1 ay,  //  = U),  donc  a = 86;  de  sorte  que,  eoinine  86 
est  ■<  ou  fera  p = o et  l’on  aura  a = a z=  86,  et  de  là  on  trouvera 
A,  = 35.  On  l'orinera  donc  les  équations  suivantes 

210.35  = 186)* — 46.  a =86.  A,  = 35, 

35.  6=r(i6)* — 46,  a,  — — 2A,  ,+-a=i6,  A,  = 6, 

(').(— 7)=  (a)*— .{6,  a,  — 3A,  — a,  = 2.  A,  = 7, 

et  par  eonseipicnt 

+ 2//,.  ,i—q,7-7.q„ 

— p.—p,~'ip„  —q,  = q,  — 3q,.‘ 

Donc,  puisque  a,  < ^ H et  i|ue  .A,  est  aussi  < y B,  on  l'era 
a,  = e = 2 , A,  — Æ E = 6,  A,  ip  P - — 7 ; 

doue  E = (j,  I)  =:  7,  avec  les  signes  superieui's.  Ensuite  on  l'era 
p,  = r.  (/,  = s.  p,  ■ p.  <7,  ^ 2, 
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fl  l’im  aiir:i  à réüuudi'f  réquiiliim 

6 ^ r’  + .jlÎJ’. 

Or,  |mi!<(|Uf  B = :'(G,  E = (j,  e=a,  un  aura  (43)  X < fl 
> 1 01  £i-XE  — «=;;{. 

Ajaiil  £,  on  fornifra  (31  fl  33)  Ifs  si* rifs  suivanifs,  ou  If  sij,'iif  ; iii- 
iliquf  (|li’il  faiil  pi'fmirf  los  nunihrfs  «>nlifrs  qui  sont  imrnfiUalfiiifiil 
plus  pflils. 


E =-6, 


£ = 


E,  5, 

) ^ V 4*>  ^ _ 
^ 5 “ 

2,  <1  — 

2 5 — 4 = 6, 

E,=:4^^  a. 

J + 

’*  . 2 

6,  El  — 

(i.  2 — = 

5. 

2 

1 ..-1 4*’  •’ 

A.  < g - 

2,  £,  = 

2.  5 6 4' 

1 ^ V 4'>  + 4 _ 

A,  ^ 6 ~ 

1,  E*  =r 

1 . (>  — 4 

7 

1,  Cl  =- 

1 . ; — 2 — 5, 

11 

1 

H 

3,  E|=^ 

3.  3-  5=:4, 

46  - iG 

h.  _ -3- 


E.  = 


4(j  — 36 


‘10,  /.,  ■<  > — I ^ J,  — 1.10—4  = 6» 

- \ 46  6 . 

I , Al  <C = 12,  €,  =;  1 2 . I — 6 rr  h. 


%6  — 36 


10,  A,  = ^ — 

t(> 


3,  ),.=  4ÏÎ^=  3, 
10  3 


£,  = 1 . 10  — 6 = 4» 
£.=  3.  3-4  = 5. 
e„  = 1 . 7 — 5 a, 

= I.  £,.=  I . 6 — 1 = 4* 


£ _ 4fi-  = V **’  ^ 

6,  X.,=  4ÎÎL±^ 

7 h 

P _4G— , , _v4G  + 4_  „ s £_f 

Eli  — • — 5,  Al  J — J — ïi  ïij  — 2 . 5 — 4 — 6, 

il. 


tx> 
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Donc,  |mis(|ti(‘  K,,  ~ F.  oOK,,  = F,,  on  Icra  F,,  = F»,  savoir  = i 2. 
cl  comme  F,  = t , on  fera  F,  = F„,  savoir  m = R. 

On  formera  iloiie . par  les  formules  (®)  du  n“  30,  la  série 
jiis(|u'à  /,,,  en  celle  sorle 

! — I, 

l,  — il  —1, 

I,  61.  + / = l3, 

“ 2/j  s-  /,  =■  58, 

i.=  II,  +/,  =-4-, 

/.  = I /.  -t-  /,  =:  6<), 

I.  = 31,  +1,  =248, 

I,  ^ il.  +1,  =3i',. 

I,  =;  11I.  -I- /,  =4o57, 

I.  - 1 /,+/,-  4 Mki. 

/i,  “ 31,  + l,  — I" 

/.I  = 1 1„  -i- 1,  — Il  5a8, 

/.,=  1 38  (i87. 

ei  l’on  aura  ( iO,  *1  ) 

R = ?/,4-/„  S = /„  X = /„— V=^, 
savoir,  à cause  de  G, 

R = 2i5o,  s = 317,  X = »43S5,  ï = 3588. 

Donc,  supposant  en  général 

V B/ ' V J[r  . _ ! V jt_'  vJLl' T-l'  r ' V “ 1’ 

' î ’ V - ^ ^ g 

t)M  aura  (38) 

r=:  2 i5o4 -4- 317  X 4^4'’  » — 2 i5o4 -4- 3174, 

el  l'exposant  n pourra  être  (|ueleonque,  pourvu  (|ue  na  -t-  m — ilin  -4-  8 
soit  positif  el  pair;  de  sorte  (|ue  n pourra  être  un  uomhre  i|ueleon(|ue 
entier  positif  f‘37). 
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.Miiiiilcliaiil  (Ml  iuini  ( iij.  en  (iiï-niinl  les  signes  .su pcrieiii's, 


...  BS4eR  R + eS 

I = - -p  - = 3i  17.  ^ :=  — P — = 4(M, 


el  par  enus('(|uel)l 

P = 3 14-E  + 4i>4  X 4*’4'>  T = .3 i47'4'  4‘M;- 

Doue,  puisque  f>,  — r,  = s,  p,  — — ■7.  (Ml  aura 


WS 


p.  ■:=  — 6^-*-  3r  — 33o37  a-  4R7  X )**'}'•  1'—  — ïi  -S  3*  33«34i  ■+-  4H"  î. 

P — r 7p,  ~ R75G4  ' "Pi  X 4*>''î'»  q ~s  -i-  f-q.  — 87.3(1']/  -e  1 a()i  ç. 


Faisons  à prissent  e ni-galil'  MH,,  et  l’on  aura  dans  re  ras  À < -^7 — - et 


h 


).  = O,  doue  £ =:  — < 


Ainsi,  en  prenant  E = (i  et  £ = a,  on  formera  de  nouvelles  st*ries  seiii- 
Idaldes  aux  pr(*c('‘denles. 

Mais,  salisse  donner  relie  peiue.il  suüira  de  remarquer  que  les  valeurs 
de  E el  de  £ n'-pondenl  à celles  de  E,  el  de  e,  des  sériés  priM'édenles;  d’où  il 

s'ensuit  que  relies  de  E.  E,.  Ej £.  £,,  Sj,...  el  /.,.  À, dont  il  s’agit 

ici.  ri'pondront  à celles  de  E,.  Ej.  E, £,,  £j.  £,,...  el  Àj.  À„...  des 

s(*ries  d('•jà  Irouvees.el  ipi’ainsi  il  n’y  aura  ipi’k  diininuer  dans  ers  nnunes 
siM'ies  tous  les  expo.sanls  de  .4  pour  les  aecomiiioder  au  cas  preseni;  el 
coinine  les  termes  (|ui  (Mil  12  el  lA  pour  exposants  sont  les  mi'mies  i|Ue 
ceux  qui  ont  o el  1.  il  est  ('■videnl  (|ue  pour  cunlintier  les  .H(*ries  il  n’y 
aura  qu’à  les  recoinmencer  après  les  lermes  dont  l’exposani  sera  1 1 
(voyez  l’Exemple  suivani  el  la  Keinanpie  du  n"  47);  de  celte  manière  ou 
Irouvera  dans  le  cas  présent 

E -(),  E,  =r  7.  E,  = 3,....  E.=;i....,  E„  = 6.  £,,=  7. 
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iloiic  m = 4 ''t  ' 3 comino  plus  liuiit.  Or,  puisque  les  <|uanlilés  X et  A 

sont  toujours  les  inênies  pour  la  mêinc  valeur  de  B fil),  il  sullira  de 
elierelier  R et  S en  faisant  la  série 

/,=  !/  = 1. 

= {, 

d'oii  l'on  aura 

R /.  = •${.  S:^/,-5. 

et  par  eonsrqueni  « 

r-3.{J -i-5x4(;{/.  1 = 34'},  + '54, 

l’exposant  n pouvant  être  de  même  un  nombre  (|Ueleoni|ue  entier  positif, 
il  rause  que  inn  -h  t\  est  toujours  pair. 

Or.  à cause  de  c = — a,  on  aura  T = 37  et  S = 4‘.  donc 

p = + 4 X i‘>+-  — »7+  + 44- 

Donc  '28 1 

p,  ■ — P — 3c=  — iic);  — K)  X {b},,  tj,  — — 7 — ‘is  — — IM)}<  — !<);. 

P = r — 7p,  = *93 5 -t-  4^  X {bi},,  q ■=  s — •>.ip  = ?t)7  ■}/  + 4^5- 

Les  expressions  de  p et  q que  nous  venons  de  trouver  résultent  de  la  sup- 
position de  * = 8(>:  or,  comme  le  nombre  A — aïo  n’cst  pas  premier,  il 
est  clair  qu'on  pourra  encore  trouver  d’autres  valeurs  de  a {21;.  Pour 
cela,  on  décomposera  le  nombre  am  en  deux  facteurs  a et  h premiers- 
entre  eux,  et  comme  aio=  a.ü.S.7,  on  aura 

a — i5,  ai,  3o,  35,  J'*,  70.  'o5, 

/>=.i4,  in,  7,  b,  5,  3,  a, 

de  sorte  qu’on  pourra  trouver  encore  sept  antres  valeurs  de  «. 

1“  Soit  rt^iô,  h — on  chercbera,  suivant  la  mélbode  ipie  nous 

avons  déjà  pratiquée  ci-dessus,  la  fraction  qui  [irécédera  immédiate- 
ment la  fraction  donnée  cl  l’on  trouvera  o,  — 1:  et  comme 
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'•77 


a.  ^ a 

y < on  aili'ii 


ilonc 


',1  r=  ( I — J «/<.  ) a =■  — «)  X Hl>  ; 


^ = m A ± 'il  = a I O m ± a 4*)4  î 


tloiir,  laisiiiil  m = i a cl  pi'enanl  If*  sigm*  — , pour  ijiit*  la  valfiir  de  ^ 
soit  < 011  aura  p = aG. 

a"  Soit  U = a 1 , /»  = i o,  ou  trouvera  a,  = a,  b,~\,  et  eoitiiiie  y ‘y 


011  aura 


■lotie 


'.I  = (i  — 7.ah,)x  = — .{i  X tt6  = — 35t>(>: 


P =r  aiom  ± 35i(‘>, 


et.  Taisant  in  = ir  et  prenant  le  signe  infi*rieur,  fi  — 'l'i- 

’3"  Soit  <i  = 3f),  ft  = ",  ou  trouvera  a,  = i3,  /•,  = '3;  doue,  eoninie 
■ 3 , 3o 

— ^ — 1 on  aura 
■’  7 

',1  = ( I -1-  tah,  ) a = i8i  X H(>  = i5  5fi6; 

doue 


3 ^ aiom  ± i556t>; 


donc,  Taisant  m = — 7/1  et  prenant  le  signe  +,  on  aura  ,3  = aü,  eoinine 
dans  le  premier  eas. 

4“  Suit  « = '3.0,  /t  = G,  011  trolivi'ra  «,=(>,  h,  — i;  doue,  piii.sipie 
ti  . 37 

- > -,ri  011  aura 

I b 

',1  = ( I + îrtA  ) a - 7 1 X 8<*  - 6 1 oti  ; 

donc 


^ ^ 1 1 0 m ± lî  I o(i  ; 


donc,  prenant  m = — ay  avec  le  signe  supérieur,  ou  aura  jS  = iG. 

Soit  fl  = 4a.  b = j,  ütt  trouvera  «,=  17,  /•,=  a;  donc,  couiiiie 
>7  . 4’ 

-f-  > V)  011  aura 
1 5 

01  = ( 1 + î(iA,  ) X -‘i  iti)  X 8t> . . i4 534  : 
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iloiir 

^ ;;;  aiom  ± i4534- 


•M  m — —ftçi  avcf  le  .signe  siipérieue,  iiii  aura  p - 4'l.  eoiiime 

dans  le  deuxième  eas. 

Il"  Soil  a = 70,  f/  - ‘J.  on  Irouvera  a,  = ai , //,  = 1 ; doue,  à cause  (|ue 

Il  ;o 

T"^  T* 

'Il  ■-=  ( I — sa//,)  a = — i3«)  X Bll  — 1 1^5  j. 


doue 


3 1=  ïiom  ± 1 1 354; 


doue,  |ireiiaiit  m — .>7  avec  le  signe  iiirerieur.  011  aura  jS  = i(>.  comme 
dans  le  <|nalrième  cas. 

7"  Soil  «nzio5,  /j=;a.  ou  Irouvera  — .va.  /»,  ~i;  cl  comme 

, io5 

- < - t on  aura 

I 7 


donc 


'.1  ( I — aali, )a  ^ — '(X)  X Sü  — '7;r4! 


^ 7. 1 0 ai  n:  1 7 374  î 


ilone.  l'aisanl  rn  ~ S(l,  el  |trenaiil  le  signe  inl'érieur,  on  aura  fl  = Sfi. 

.Ainsi  les  valeurs  de  [1.  c’est-à-dire  les  nouvelles  valeurs  de  a,  .seroni 
en  excluant  8(1,  (|ui  esl  la  valeur  de  « dont  nous  avons  déjà  fait  usage) 
ad,  'l'i  el  id;  et  inetlaiil  ces  valeurs  dans  rei|iialion 


\\t sc‘  — B.  siooir  aïo-A,  a’ — jl». 


on  trouvera  (|ue  les  valeurs  corres|iondanles  de  A,  seroni  4,  9 et  1 . 
h'ai.soiis  en  piemier  lieu  « — ad  el  .A,  --  ’i,  011  aura  les  é()iiatioiis 


CI 


7IO.  3 ( sd)* — 41I'  ^ = sii.  A,  — 3. 

3.(— i4)  = ( a)’— 4d"  a.=  — 8A,-l-a  a,  A,=  — 1 j, 

ft  yij Ryi.,  — ç,-l- Riy.. 


Ilcmc,  comme  a,  \ B el  A,  <_  \ B,  011  l'era 


— «=7,  A,rri:E^3.  A,^qpD=i  — ij. 
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WH 

(*l  |)iir  coiisoquenl,  en  |)rciianl  1rs  sijinrs  siipri-triirs,  K = 'i.  D = i:^:  iMi- 
suile  on  fera 

fi,  = r,  q,  = s,  p,  j:  p,  y,  rr.  ï, 

rt  l’on  aura  à résoudre  l'équation 

3 = r>-46j’. 

Or  on  a (43)  ).  et  > ' - — i ; donc 

X = a,  donc  e=:)E  — e = 4- 


.Vyant  donc  K=  3 cl  £ = 4.  on  verra  si  dans  les  séries  précédentes  il 
s<-  trouve  deux  termes  comme  K.,,  s,,  tels  i|iie  E,=  3,  5,=:  4 (l’oycj  plus 
lias  la  Remarque  du  n"  47);  or,  on  trouve  précisément  E,  = 3et  £,  = 4. 
de  sorte  quev  = G;  ainsi  il  n'y  aura  tpi’à  diminuer  dans  ces  séries  tous 
les  indices  de  (»  à l’imitation  tie  ce  que  nous  avons  déjà  l'ail  ci-dessus:  de 
cette  manière  on  aura  pour  le  cas  présent 


E = 3,  E,  = io,  E,=  i,...; 


donc  m=  2,  et  ensuite 
donc 


Xi  — f ; 


donc 

et  par  conséquent 
Or 


/ =1, 

/.  = ./=■; 

R = 3/,-t-/=7,  S = /,  = i, 

'■=7Ï  + 4<’+.  + 


^ BS-eeR 
T = — E— =""• 


Rj-  eS 
Ê 


3, 


donc 

P = ao; -f- 3 X 4G'î'i  a = ao\è-t-3s. 

Donc,  puisque  p,  = r,  q,-^  s,  = p,  on  aura 

p = (,  -t-  ÿr=  764  1 1 X 4G'l'i  q = a + Hs  7Gij(  -e  1 1 Ç. 
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A régiinl  (l<‘  rfX|iusaiU  n de  £ el  'i.  il  pourra  être  un  uoin!>re  (|uelcoiii|ue 
t'iilier  posilif,  à eaus<?  que  ni  est  ép'.il  à a,  et  que  pi  est  toujours  é{;al  à rü, 
eoniiiie  nous  le  démontrerons  en  général  (47);  de  sorte  que  ix/i -h  ni 
s«‘ra  toujoui-s  pair. 

Soit  luainlenanl  e né^atil'et  égal  à — a,  «n  aura  / = i et  £=  ô;  or  on 
trouve  dans  les  séries  précédentes  = c,,=  5;  doue,  diminuant 

tous  les  indices  de  lo,  et  recomtnençant  les  séries  après  les  ternies  li,,. 
!,,,  eoinme  nous  l'avons  déjà  dit  plus  liaut.  on  aura  dans  le  cas  présent 

E 3.  E,  = 7,  E,  = li, E„“i, 


par  conséquent  ni  — 10,  et 


ilonc 


donc 
ct  de  là 


h—i,  I,  Xj  — *,  ).i  — î. 

),  = 1,  X--  I,  X.— ,3,  >.,=  1,  x„—  lî, 

/ =1, 

= I /,  4-  / = a, 

/i  a /)  4-  /|  5( 

/.=;6/,-l- t,=  3a. 

/i  = a /i  + /,  = 6i), 

I,—  l li-l-  l,  = loi, 

/,  = I 4-  170. 

/,  =:  31,  -t-  l,=zÙll, 

/,=  1 /,-+-/,  = 781, 

R = p/,  + /,=  5397,  S = /,=  78i, 

r=  5at|7Ç -I- 781  X »=  5a97v)/ -4- 781 


Or,  à cause  de  e = — a,  on  aura 


donc 


T = — ^g'’“=8444. 


R -I-  eS  ,, 
V = — g-^.a45: 


P — 8444?  + ' *45  X 46'j'’  — ^4444'  < *45?, 
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ru:  SECOND  degré 


Ml 

(lonr 

//  - ù — K r =;  — 3Î  <)3a  J — 5 oo3  X 4G'}<.  (/  = «■  — Kl  = — 33  <)3a  — 5 iki3 

QiiHiil  il  i'cxpoïiaill  n.  il  pourra  (•Ireilr  même  iili  nombre  i|uelroiii|iie  eii- 
lier  posilif,  à rause  que  m el  p.  sont  paii*s. 

Faisons  en  second  lien  « = 44.  A,  =9.  on  Ironvera  les  équations 

»'"•!»  = ( 44 )’- 4<i  a =44.  '.  = 9. 

«).(  — 5)r.i  — 4b.  a.=;5A. — a = i.  A,=  — 5, 
et  par  ronséqueni 

— 5p„  — q = q,—  5q,. 

Donc,  ayant  or,  < y B et  A,<  y B,  on  fera 

a,  = e = I , Ai  -•=  ± E =-  — 5,  A.  = ^ Ü = t), 

et  par  consé()uent  E = S el  [)  = f)avec  les  signes  intérieurs;  ensuite  de 
quoi  on  fera 

f),  — r,  q,  — s,  p.  = p,  q,-=  0, 
el  la  nouvelle  équation  à résoudre  sera 

— 5 = r’  — 461’. 

Or,  puisqu'on  a ici  les  signes  inférieui's, 'on  aura  et  > - ; 

donc 

X = I,  (lonr  £ = XE.i-e  = 6. 

En  exaniinanl  les  séries  précédentes,  on  trouvera  justement  E,  = .4  el 
s,  = ();  ainsi  il  n’y  aura  qu’à  diminuer  tous  les  indices  de  1,  el  l’on  aura 
dans  le  cas  présent 

E 5.  E a.  E,=  5 E,=  i; 

donc  m--\  H ensuite 

X,  za  6,  X,  = 0,  X,=  i,  X,  = 1,  X^=:3,  X,=:i,...; 

II.  Gi 


Digitized  by  Google 


482  SUR  I,\  SOI.UTIO^  OES  IMUHILÉMES  INDÉTERMINÉS 


ilonc 


donc 


Pt  do  lù 


/ - I. 

/.  G/  =6, 

/,=  T./.  + / = i3, 

It  — > t,-t- 1,  — 
l,~  1 1, -h  I,—  3a, 

/.  = 3/.  + /.-.  ii5, 

/.=  !/,+ 

R = 3/.+ /i  = 99”.  S — /.=  i4:. 

'■=<>!)7Ç '4:  x4‘’'l'.  » = !)t»74' '47?- 


Or,  iiviuit  pris  1rs  sijjiips  inlprieurs,  oii  aiirii 


donc 


T = 


BS-pR 


. I i33, 


- R — rS 

V _ — ■ 


P — I i535  + 170  X 4*>’{'>  3-  = I i53'J(  + 170Ç, 


Donc,  fomnip  p,  =z  r,  = s,  p,  = p,  q,  = 7,  on  aur:i 

p=z—r+  5p  - 4 7*i^?  "t"  7“î  X 4f’'l'>  (/  = — i + 55-  = 4 7t>84'  + ~o^%- 

Quant  à IVxposant  n dos  (|uaiititps4  Pt  'f,  il  faudra  (|up  an  + rn  soit  im- 
pair, à causp  ipi’oii  a pris  lus  sijtiips  inlpripurs  (37  ;;  or,  a est  toujours 

i-j^al  à i(i,  cuiuiiip  ou  peut  s'pii  assuror  pii  puntiiiiiant  la  sprip  é,  U, 

jusiju'à  PP  (|UP  l’on  rptroiivp  Ips  deux  premiens  tiTiiies  frayez  aussi  plus 
lias  le  11“  47 J,  el  ni  est  égal  à 7;  d'üü  l’on  voit  ijup,  ijuplqup  valeur  eii- 
tièrp  qu’on  donne  à n.  an  m sera  toujours  impair;  ainsi  n pourra  être 
un  nombre  quelt'onqiip  entier  positif. 

Prenons  il  présent  e négatif,  savoir  e = — 1,  on  aura  >.  = 1 el  5 = 4. 
Or,  dans  les  séries  prépédenles,  on  trouve  Kj  — ô et  î,  = 4;  doue,  dimi- 
nuant tous  les  indiees  de  'i.  ou  aura  pour  le  pas  présent 

E = 5,  E,  = G,  E,  = 7,...,  E.  = 1; 
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DU  SECOND  DEGHE. 

iloiir  m ~ ri,  01  oiiMlilo 

— I,  3,  I,  X,  12,..., 


483 


(l’uii 


(luiio 
ol  (lo  li) 
Ur 

(loue 

donc 


/ = I. 

l,  I /,  4 / - 2, 

/,=  3/.4-/,=.-7, 

R — |3/,  + /j  = fil , S /,  =- 1), 

r=- fil  5 -t- <)  X 4fi'|,  .1-  fii4'  + <)?. 


...  BS  — fR  R — oS  , 


P zr  4- 14  X 4fi+.  2'  — ;(54<  + 144- 


l>  - — »■— 5p= — 53fi;  — 71) X 4fi't'>  — — * — 59-=  — SSCiJ/  — 7;)$. 

Ici  l'exposant  n pourra  être  aussi  un  iiomliro  ([uolcoiiquo  oiilior  positif, 
à cause  que  /«  = 5 et  que  ii=  16,  ce  qui  rendra  toujours  np.  4-  m impair. 
Soit  eiiliii  a =z  iG  et  A4  = I , on  aura 

210.1 — (iti)’ — 4^’<  a — 16,  Ai  = i, 

I .( — 45)  — i — 4d.  «,  = — i5  A,  4- a = I , A,=  — 45, 
et 

P -P;4-l5p„  (f  — l5lj,. 

Donc,  eoinme  a,  et  A,  sont  <T  y B,  on  fera 

a.  - r I,  A,  — a:E  — I,  A,=u  ;p  D = — 45; 

fil . 
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VHi  SUR  l,\  SOLUTION  DES  PROBLÈMES  INDETERMINES 
(Iduc  E = 1 , D = 45.  :ivi‘c  les  signes  supérieurs;  ensuite  «m  fera 

p,  = r,  q,  = s,  Pi  — p,  7.=  9. 

el  run  aura  à résnuilre  ré(|uatiuii 

I =;  r’  — 

Or,  avant  E = 1 , on  aura  d'ahurd  m=p,  doue  f tO;  R = 1 , S = o,  cl  ilc  là 


De  plus  on  aura 

doue 

Done 


r = 5.  » — +. 

BS  + eR_  ,_R  + eS 

■ E ' E 

P = ç -t-  4*’4'>  ^ = 4*  S- 


P = P -i-  i5r—  164  4-  4<^'l't  7^9+  i5i 


1; 


ili|  4. 


Faisant  ensuite  e négatif  el  égal  à — 1,  on  aura  toujours  m — o,  el  par 
eonsequeut 

R = I , S = O,  et  r = 4*  * = '!'! 


mais  ou  trouvera 
de  sorte  qu'on  aura 

el  ensuite 


T = -i, 

p = - 4 + 4614, 


V = i; 

9 = — I + 4, 


p_p  — i5r=  — it>4  + 7 = 9—  i5»  = — i<>4»  4-  4. 


Quant  à l’exposant  n,  il  pourra  être  de  même  un  nombre  i|ueleon<|ue 
entier  positif,  à cause  de  m = « el  de  pi=  iG,  ee  qui  rendra  toujours  nu. 
pair. 

Rassemblant  toutes  les  formules  que  nous  venons  de  trouver,  on  aura, 
pour  la  solution  de  l'équation  proposée 


tio  fp  — 4t’7‘, 
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DU  SECOND  DEGRE. 


V85 


les  ex|)i'i-ssioiis  suivanle.s 


où 


!>  iti?  — 4G|, 

P = iG'  -t- 

P = 764  -f- 1 1 X 4i’'{'> 

P = ayj  5 + 43  X 4G4't 
P = 5365  7!)  ^ 

// = 4 7685 703  X 4ii{-, 

p = ÿ 75<i5  -t-  I agi  X 4'*')'> 

^ — 33  i)3a  5 5 oo3  X 4G  4'» 


V = '‘>'4  - 5- 

^ =z  i6i]<  + ;• 

7 = 7644-  115, 

7 = ai)a4  -I- 43?i 

7 — 53(34  ■*-  7;)? . 

7 = 4 7*j®  4 7°^  5 • 

7 = 8 75(>4  4-  I agi  5i 

7 = 33 g3a4  ■+-  5 00.35, 


f j4  335  4-  3 588  y f(3  )"  + ( *4  335_--  3 588  y P J" 
a 

( a4  335  4-  3 588  y P j"  — ( 7.4  335  - 3 ^_y  P ' 
2yp 


Il  étant  un  noinhre  qin‘lcon(|ui!  (■ntù-r  positil'. 

Et  ces  forinulc.s  renfermeront  nécessairement  tontes  les  solutions  pos- 
sibles (le  ré(|uation  dont  il  s’aj^it. 

Si  l'on  lait  11  - o,  on  aura  | = 1 et  4 = ">  le»  valeurs  de  p et  7 de- 
viendront 


y>  = 16, 

q-u 

/>= 76. 

7=11, 

p = aga. 

7 = 43, 

p = 53(3, 

y = 7!t. 

P = 4:6n. 

7 = 7»3. 

p = s ■jSG. 

q =r  I a^i  y 

p = 33  g3a. 

^ 5 oo3, 

(|ui  sont  les  plus  petites  ()iii  puissent  avoir  lieli;  ensuite,  faisant  succes- 
sivement n = I,  a,  "i on  trouvera  des  valeurs  de  p et  q toujours  plus 

}çra  ndes. 


Exempi.k  VI.  — Soit  encore  proposée  l'équation 
10  — II’  — 4^'  (’• 
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iHli  suit  LA  SOLUTION  DES  PHOBI.ÉMES  INDÉTEKMINÈS 
l’iiis(|uo  lo  n<‘  cuntii-nl  aucun  fadeur  carré,  el  i|u"il  est  en  inéine 
leinps  y /|'ii  , on  fera  tl'alioril 

M /•»  t zz  S,  E— lo,  B 3i, 

et  l'on  aura  une  équation  de  l'espèce  de  celle  du  n"  3V. 

Suivant  la  méthode  de  ce  numéro,  on  cherchera  pmniëi'ement  un  ou 
pliisieuis  nombres  £ ■<  \ H et  > y B — K,  tels  que  B — i’  soit  divisible 
par  K:  donc,  puisque  y -Vil  est  à peu  près  éjjal  à ao,  il  est  clair,  par  les 
lieux  premières  conditions,  que  « devra  être  < ai  et  > lo;  ainsi,  en 
essayant  pour  : tous  les  nombres  naturels  depuis  lo  jusqu'à  ai  inclusi- 
vement, on  n'en  trouvera  que  deux  qui  satisfassent  à la  troisiimie  condi- 
tion, lesquels  sont  ii  et  iq;  de  sorte  qu’il  faudra  faire  successivement 
f =r- 1 1 et  £ = 19. 

1“  Soit  £ = 1 1 , on  formera  les  séries  suivantes 


E — 10, 
E,  ^ 

E,  - 
E.  - 
E.  - 
E.  - 


43  ■ 

to 

II* 

= 3i. 

< 

\4^'  + 
3i 

1 1 ^ 

4*! 

37 

ao* 

= 1, 

>.» 

< 

^'43 1 -t- 

1 

ao  , 

- - 401 

43i 

a»»* 

3i. 

< 

v'JjSi  -f- 

20  ^ 

1 

lü 

II* 

lo, 

h 

< 

v4^*  i. 

il:.  3, 

3 1 

lu 

10 

ül* 

, » 

h 

< 

y'  3 1 ■*4- 

-l»z.  à. 

K.  - = .5, 


43»  — ÿ f 

E,  -r  ^ — l4 

Tt'J 

E.  - = 5,  >.  < üli±  ■;* 


X,  < ^ ,, 


■ I 


tà  = = 35.  /.  < = 1 , 


t n, 

e,  i.3i  — 1 1 -io, 

4,  4ü.  I — '20  =;  20. 

4,  ~ 1 . 3i  — ao  — 1 1 , 
4,  — 3.  10  — I I - M|. 
e,  Si  ^-7  — *î)  “ 

4g  =1  I .a5  — 16  — <». 

E-  — a.  i4  — «»  = i\h 
E,  = 7.  5 — IC)  — 16, 
î,  = 1 .35  — 16  = 19, 
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iST 


l.-  _ 4^'  ~ 'îl’ 

r=  a. 

, ..431  + i<> 

- = K», 

a 

!..  - fil-  * “ HJ 

K _ ;Î3'-  '9,’ 

=:35, 

1 ^ \4ÎI  + '9  _ . 

e„  = 1.35—  II) 

î 

A,.C.  3,  - 

.35 

= 5, 

V |3'  + '•>  _ , 

5 - , 

j„=  7.  5 — iS 

_ 4<>  - ■!)’ 

^ .4. 

, ^ V |3'  + '9  _ , 

£„=  1.  i j — iq 

P _ - 9’ 

— 

-,  ^ v4‘i  . 

r-i*  — f 

' ♦ 

/o<  .^3  - ■ 

43|  - Kf 
-Î5— 

=• 

5 

e..  - 5.7—  iti 

P 4^ 

•—  lO, 

MU  3 

10 

£„.  ■ 3.  10  — It) 

E --  ~ ' 

10 

= 3i. 

, v43i  -t-  Il  _ 

3i  - — 1 

£,-  — 1 . 3l  — 1 1 

Doue,  puisque  E,,=  E, 

E|,  = E,,  on  aura  E,, 

= E„.  e’est-à-iliri 

ol  coinme  Ej  = i . un  aura  E,  ~ E,„,  ut  par  cuiisùiiuiMit  wi  = a: 
(jue  réqualion  «-st  résulublr  (37). 

.\insi  l'on  rorincra,  suivant  les  l'orinnii's  (’ij,  la  si-rii*  /,  /, , 
jusqu’au  l(*nm‘  /,,,  et  l’on  trouvera 


/ = 1, 

1/ 

= 1, 

h - 4«/' 

+ / 

- 4>. 

/,  - 1 /, 

4-/, 

-4*, 

/.  = 3/, 

4-  /, 

— il)7, 

/,  = 5/. 

4-/, 

-■»77. 

/.  = i/. 

4-/. 

= 1 1)44. 

/,  = i/. 

4-  /, 

= a <)G5, 

/.  = 7/, 

4-/. 

= a'7<ï9- 

— il. 

4-  /, 

— a4  7'>i 

- i<(, 

=4  i(>, 

= l€|, 

= !l. 
iti, 

- ‘9- 
= 11, 

= to, 

IX  = 1 (>: 

tie  sorte 

/, 
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i«8  SllH  LA  SOLUTION  DES  PROBLÈMES  INDETERMINES 

H-/,  =49* ^'5, 

1,1=  =5i707<), 

/„=  7/,,  + /i»=  4 ‘ 

/ii  — * Al  Al  — R 74*^  ^ 

A(=  I Ai+ Ai=  i*85ît>8L 

Aj  — 5 Al  Al  ~ 73  <»4  *ï‘>i 
A.=:  3A.-+- Ai  = »3iWi5Î73. 

Donc  : 1“  011  aura,  par  le  11“  40. 


H = + I 1-1  S = /,. 

(•'i‘sl-à-ilirt*.  à cause  de  ^ = ao  racine  approcliée  de  44 1. 

R = ai.  S = i. 


a"  Ou  aura . par  le  n"  41 , 


V = 


savoir,  à cause  de  E = lo  et  s = 1 1, 


Donc,  faisant 


? = 


X = i5i  560720,  A'=7  3oo4i3. 

_ (X  + Y vP'i  r -e  (X  - V vpi  i\ 


, _ ( X + Y v43i  / -^X  - Y vp> 

^ *»P' 

on  aura  en  (;éiiéral  (38) 

r = 21 Ç -e  4^' ’|t 


n étant  un  numitre  quelconque  positif  entier,  tel  que  nfi  + /«.  savoir 
i6n  -¥■  a,  soit  pair,  de  sorte  que  n pourra  être  un  iiuiiilire  positif  eiitier 
quelconi|ue. 
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DU  SECOND  DEGRÉ. 
a“  Soit  i = 19,  on  formera  de  même  les  séries 


Wli 


E = 10. 
g _ 43»  — IQ‘ 


h< 


VÎ3 


I -t-  U) 


= 5, 


e = »<». 

t,  = 5,  7 — '!l  = i(i. 


_ 43'  — 'G*  r 1 ^ vÎ3?  -e  16  r 

Eî  = — — - — as,  = I . t,  ^ I . ï5  — 10  =;  ii>. 


Or,  eomme  les  termes  E et  E,  sont  les  mêmes  que  les  termes  E,  et  E,  des 
séries  précédentes,  il  est  clair  que  tous  les  termes  suivants  seront  les 

mêmes  aussi  (35).  de  sorte  que,  pour  avoir  les  valeurs  de  E,  E,,  E, 

£,  £,.  «J....,  >.j dans  le  cas  de  1 = 19.  il  n’v  aura  qu’à  prendre 

l'elles  que  nous  avons  trouvées  ei-di'ssus  en  diminuant  tous  les  indices 
de  'j,  afin  que  le  terme  E,  devienne  E;  mais,  comme  les  deux  premiers 
termes  de  È et  E,  sont  ici  10  et  7.  il  faudra  continuer  les  séries  précé- 
dentes jusqu’il  ee  <|u’on  retrouve  les  mêmes  termes.  Or,  pour  cela  il  siillil 
de  reman|ucr  (|ue,  pui.sqiie  les  deux  derniers  termes  E,,  et  E,,  sont  les 
mêmes  que  les  deux  premiers  E,  E,,  le  terme  E,,  sera  le  même  (|ue  le 
terme  Ej,  et  ainsi  des  autres.  De  là  il  est  aisé  de  voir  (|u’eii  prenant  E, 
pour  E,  Ej  pour  E on  aura  E,,  = i,  E,,  = 10,  E,,  = 7,  par  consé- 
quent i‘t  u.=  ifi,  et  que  les  valeurs  de  jusqu'à 

seront 

X,  — 5,  ).,  = I . X,  = a,  /.,  = 7,  = 1 . /.  = i;i. 

=rl,  = 7,  X,  = a.  X„=l,  ).„  :a:  5.  ),„  = 3.  X,j=-|, 

à l’aide  desquidles,  si  l’on  forme  la  nouvelle  série  /,  /,.  L /,i, 

( = I. 

/,  = 5/  :=5. 

/,  = 1 /,  -e  / = (>, 

/,  — -h  ~ I-, 

/.  =-  7 /j  -I-  /,  =:  I a5. 

l,  = i/.  +/,  = i4a, 

/,  = IC)/,  -(-/.-  a 8a3, 

II.  • 


6a 


V!K)  Si:n  I.A  SOLUTION  DES  PROBLÈMES  INDÉTERMINÉS 


on  anr» 


/,  =_  I /i  = » 

/.  = ~l,  + /.  =13578, 

/,  1 /,  -I-  ^ 5«  1 1 1 , 

/„=  1 /,  4- /,  = 73(h)<|. 

/„=  5/,,+  L =4iH(;ifi. 
/ii—  3/.,  4-/,.=  i3?<)547, 

l/„4  — I 7^8  i(>3, 

R = ;î/.3  4-/„  l'i  S = /„, 


et  par  consci]iicnl.  j3  riant  oj^al  à 20, 


(l’où 


R = 3llai)-.>  H07,  S_  i748i<>3. 


r = 36 1^1  H07  5 4-  753  458 153  *4*,  * — 36 11)1  8i»7  4*  ' t4^  **^3  Ç. 


A l'fgard  dos  valeurs  de  \ et  i,  elles  seroni  les  mêmes  que  ei-dessus,  car 
X et  Y sont  toujours  les  mêmes  pour  une  même  valeur  de  H (il;,  et, 
quant  au  nombre  n,  il  pourra  être  de  même  uu  uombre  queleonque  entier 
positif,  parce  que,  h cause  de  = iti  et  m = 1 .'4,  a n 4-  /n  sera  toujours 
pair  comme  il  lelaul  ,T7j. 

On  voil  par  là  que  les  plus  petits  nombres  i|ui  résolvent  l'êqiialion 
proposée  sont 

e = 1 1 , » _ I , 


qui  résultent  de  la  première  formule  en  y faisant  « = o,  ce  i|ui  donne 
£ = I et  '4<  = o;  ensuite,  en  faisant  de  même  n = o dans  la  seconde  for- 
mule, on  aura  les  nombres  immédiatement  plus  {grands  qui  peuvent  ré- 
soudre la  même  équation,  et  qui  sont 

r=  3(>aq->.  807,  j_  i 748  il>3. 


et  l’on  peut  être  assuré  qu’entre  ces  nombres-ci  et  ceux-là  il  n’y  en  a pas 
d’autres  qui  puissent  satisfaire  à l'êqiiation  dont  il  s’agit. 

.Au  reste,  puisqu'on  a trouvé  _o,  et  m pairs  à la  fois,  il  s’ensuit  i|ue  celte 
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Mil 


— I O /•’  — 43 1 J' 


n’esi  point  résoluble  en  nombres  entiers  (37;. 


47.  KnMAHQi  t:.  — Qiminl  on  a une  lois  tronvé,  pour  une  é(|iialion 
ipieieoiii|tie. 


± E r’—  Bi', 


les  valeiip.s  de  E,,  Ej,  E,,...  jus(|(i’ii  E.  ; E„  étant  épil  à'E  et  E,.,.,  = E,). 

ainsi  tpie  relies  de  X,,  À,.  /., et  que  dans  la  période  E.  E,,  Ej,.... 

E„_i  il  trouve  un  terme  é{?al  à l’unité,  ee  (|ui  est  néeessaire  pour  que 
l'equation  ± E = r’ — ltï“  soit  résoluble,  alors  les  mémi's  valeurs 
peuvent  servir  pour  résoudre  aussi  toute  antre  équation  eoinme 

± F r’  — Ba‘, 

F étant  ; \ B . (!ar  nous  avons  <léjii  démontré  ’ 41  ) t|ue  les  valeurs  de  X et 
de  Y sont  toujours  les  mêmes  pour  une  même  valeur  de  B,  et  nous  y avons 
vu  que  la  série  K„,  E„*j,...,  E,„-e;i- 1 ^E*  étant  égal  à i jest  toujours 

aussi  neressaireinent  la  même,  pour  la  même  vale.iir  de  B;  d’oii  il  s’en- 
suit. à eaiise  de  E,  = E,  E,.,.,  = E,,...,  que  la  .série  E„,  E,,... E._,, 

E.  E, E„^,  sera  aussi  toujours  la  même,  et  (|ue  par  eon.séq lient  la  série 

E,  E,,  Ej E^_,  runtiendra  toujours  néressairement  les  mêmes  termes, 

quel  (|ue  .soit  le  premier  ternie  E,  pourvu  qu’il  s’y  trouve  ufi  terme 
eumme  E„  égal  à l’unité. 

Ainsi,  étant  pnqiosée  l’équation 

;tzF  /‘-B.., 


on  verra  si  le  nombre  Fse  trouve  parmi  les  valeurs  de  E,  E,,  Ej E,,-,: 

si  l’on  trouve,  par  exemple,  F = E^.  alors  il  n’y  aura  qu’à  prendre  re 

terme  E.,  le  premier,  et  continuer  la  suite  Eo,  Ea^. jusqu'à  ee  qu’on 

retrouve  deux  termes  eouséeutifs  identiipies  avee  E»  et  E^-n,  en  reroni- 
menrant  toujours  la  série  E.  E,.  Ej,...  (|uand  on  sera  parvenu  au  dernim- 
terme  Eu-i,  ou  bien,  pour  que  le  premier  terme  soit  toujours  désigné 

fia. 


V!»2  SUR  LA  SOLUTION  DES  PROBLÈMES  INDÉTERMINÉS 

|)!ir  E,  il  n'y  aura  (|u’à  diininuer,  dans  la  série  déjà  trouvée  E,  E,,  E, 

E^.i,  tous  les  indices  du  nombre  p,  en  les  au};menlant  de  lors(|ii'ils 
deviendront  négatifs. 

On  en  fera  de  même  à l’égard  de  la  série  correspondante  X,,  X, 

X„,  et  l'on  aura  par  ce  moyen  les  nouvelles  séries  E.  E,,  E E._,. 

et  X,.  X,,  X, X,  relatives  h l’équation 


± F = - Bi’, 

et  à l'aide  desquelles  on  cliercliera  seulement  les  nombres  R et  S.  pui.s- 
qu'on  connait  déjà  les  nombres  X et  Y.  il  faudra  cependant,  pour  (|ue  le 
Problème  soit  soluble,  (|ue  les  nouveaux  indices  m et  u.  aient  les  con- 
ditions requises  (37);  c’est  ce  qu’il  faudra  d’abord  examiner  pour  ne  pas 
faire  des  calculs  inutiles.  Quant  à ix,  il  aura  toujours  la  même  valeur, 
parce  (|ue  cbaque  période  de  la  série  contenant  toujours  nécessairement 
les  mêmes  termes,  il  faudra  aussi  (|ue  le  nombre  fji  de  ces  termes  soit 
toujours  le  même;  ainsi  il  ne  s’agira  que  d’avoir  m.  Or,  si  l’on  appelle  m 
l’exposant  du  terme  (|ui  était  égal  à l’unité  <lans  la  première  série,  il  est 
clair  qu’on  aura  m = m'  — p si  m'  > p,  ou  m = a + m — p si  m' <ip: 
de  cette  manière  on  connaîtra  sur-le-champ  si  la  nouvelle  équation  est 
résoluble  ou  non. 

Si  au  contraire  le  nombre  F ne  se  trouve  point  dans  la  série  E.  E,, 
E, E„— 1.  alors  ce  sera  une  mar(|iie  sûre  que  l’équation 

± F = r’—  Br" 

n’est  point  ré.srduble;  car  si  l’on  formait  d’après  le  nombre  F la  série  F. 

F|,  Fj analogue  à la  série  E,  E,,  m n’y  trouverait  point  de 

terme  égal  à l'unité. 

Il  s’ensuit  aussi  de  ce  (|iie  nous  venons  de  direi|ue,  lorsqu'on  a calculé 

la  série  E,  E,,  E, E._,  d’après  une  valeur  de  e,  alors  on  peut  se  ilis- 

pimser  de  cliercher  d’autres  valeurs  de  « (3V),  et  il  n’y  aura  qu’à  voir  si 
dans  cette  série  il  y a d’autres  termes  égaux  à E,  et  former  ensuite  île 
nouvelles  .séries  dont  ces  termes  soient  les  premiers,  comme  nous  venons 
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l»:) 

il<*  l’expliquer;  par  exemple,  -si  E^,  = E,  p étant  < p.  — i,  on  (liinimiera 
tous  le.'i  indices  de  p,  en  ajoutant  p lorsque  les  restes  deviendront  néjja- 

lil's.  et  l'on  aura  les  nouvelles  séries  E,,  E,.  Ej X,,  X,,....  ii  l’aide 

desquelles  on  trouvera  de  nouvelles  valeurs  de  R et  S : c’esi  ainsi’ que 
nous  en  avons  déjà  u.sé  dans  l’Exemple  V. 

.\yant  résolu  plus  haut  l’équation 

io  = r’— 

supposons  maintenant  qu’il  s’agiss(’  de  résoinlre  encore  l’équalion 

a = r’-4,3ij’. 

Je  trouve,  en  examinant  les  valeurs  des  termes  E,  E,.  E, E,,.  trouvées 

ci-dessus,  que  E,„  = a;  or,  comme  on  avait  m = a et  p = itî.  la  nouvelle 
valeur  de  m sera  (a  cause  de  a = a et  ;»'=  a)  i6  -4-  a — lo  = R.  d’où  je 
conclus  i|ue  l’équation  dont  il  .s’agit  est  résoluble  (37). 

Je  diminuerai  donc  tous  les  indices  de  tu,  en  y ajoutant  iG  lors<|u’il 

viendra  des  restes  négatifs,  et  j’aurai  les  valeurs  suivantes  de  X,,X,.X, 

jusqu’à  X,,  c’est-à-dire  X„.  ,,  qui  sont  les  seules  dont  nous  ayons  besoin 
pour  trouver  R et  S, 


X,=  1, 

/,=  1, 

X.  = 7, 

/,  = », 

il 

/,=  17. 

X,  — . I , 

d’où 

/.  aS. 

X.  = 5, 

II 

X,  = 3, 

/.  = 45i. 

X,  = 1, 

/,  = 593. 

Ainsi,  à cause  de  j3  = ao,  on  trouvera 

K = -I- = Il  3i  I,  S = /,  = 5çj3; 

de  sorte  qu’on  aura  ici 

r=iï3ii4-eî55583i}-.  c = ti  3i  i 4.  + 5i,3Ç. 
les  valeurs  de  Ç et  4 étant  exprimées  comme  dans  l’Exemple  VI. 
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Dt‘  iiiéinr,  si  j'avais  à rt-soiidiT  l'<>(|ualiuii 


■x  — r’~  Soi’, 


j(-  verrais  si  Ir  nombir  i se  trouve  dans  la  série  K.  E, ....  de  l'Exemple  IV; 
et  eomiiK'  il  lie  s'y  trouve  point,  j'eii  eonelus  siir-le-eliamp  (|u'iiiie  telle 
eipiation  n'est  point  résoluble  eu  nombres  entiers. 

En  ell’et,  si  l'on  l'ait  E = 2,  et  qu'on  etierebe  les  termes  suivants  E,. 
E,....  par  la  méthode  générale,  il  faudra  d'abord  trouver  un  nombre 
£ < \ 3o  et  > V ,'i»»  — a.  et  qui  soit  tel  que  'fo  — s,  soit  divisible  par  a; 
il'oii  l'oii  voit  qu'on  ne  peut  prendre  <|ue  î = 4-  Soient  doue 


E 

g io  — iH 

/.< 

* 3o  -4“  3! 

t - 4» 

‘ 0. 

~ — 

7 

Cl  =:  7 — 

E,_  3o-  <)  _3 

)-i< 

y 3o  3 

£1  =:  6 — 

7 

—3—  ^ 2, 

1,  _ 3o  - 9 
E,-  3 

>.< 

Ci  ~ 7 — 

E — ~ - - 

j ^ 

-4 

£*  = 8- 

» — 7 ” ’ 

2 

,,  3o  — 16 

2 


où  l'on  voit  (|iie  dans  la  série  E,  E,,...  il  n'y  a aueiiii  terme  éjtal  à l'unite. 


Application  à l'équation  d;  1 — r’ — B.t*,  B étant  un  nomhrc poxitif 
non  entré. 

48.  Coiniiie  i est  < yB-  eette  équation  sera  toujours  dans  le  eas  de 
relie  du  11"  34,  en  faisant  E = i . 

On  cnnimeii|;era  doue  par  ebereber  un  nombre  entier  positif  £ < \ B 
et  >v'B  — I,  tel  que  B — £j  soit  divisible  par  r;  d'où  l'on  voit  ipie  £ ne 
pourra  être  i|ue  le  nombre  entier  qui  est  iinmédiatement  moindre  que 
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V B , ft  que  nous  avons  rtojh  drsigné  en  goiiôral  par  j3  40 j,  tir  .sorti’  qu’on 
aura  néi'i’ssairenn’ni  f = |S. 

(Connaissant  ainsi  e et  K,  on  tbrini’ra  les  sbrii’s  K,  R,,  Rj £,, 

et  X,,  X,,..,  à l’aiili’  dos  rorinuli’S  fx).  ').)  et  (a),  et  l’on  pous-sera  ees 
séries  jusqu’à  ee  i|ue  l’on  trouve  deux  termes  eonséeutif's  eoinine  R,, 
Ruh-11  identiques  avee  les  deux  premiers  R,  R,,  ee  qui  arrivera  toujours 
néeessairemenl.  eoinme  nous  l’avons  démontré  en  général  dans  le  n”  35; 
alors  il  n’y  aura  plus  qu’à  rlierelier  les  valeurs  de  X et  Y par  les  l'ormules 
du  n“  il,  et  eomme  on  a R = i et  par  conséquent  R„  R (37 j.  savoir 

m = O,  on  remarquera  que  la  .série  A,.  Aj,,.V sera  la  même  que  la 

série  X,.  X,,  X, et  que  par  eon.séquent  la  série  L.  L,,  Lj,...  sera  au.ssi 

la  même  que  la  si-rie  /.  du  n”  39;  de  sorte  qu’ayant  formé  eelte 

dernière  série  par  les  formules  'w),  on  aura  sur-le-eliainp 

Or,  pui.sque  m = o,  on  aura  (40) 

R = I,  S = O, 

et  de  là 

r = 5,  * = >1/  : 

doue  on  aura  en  général  (38) 

,^fx  + Yvnr-e(\-v  ylt;. 

a 

, = {y  ' “Zr  ''  rJ'  V 5j’ , 

7 V B 

Il  étant  un  nombre  entier  positif  tel,  que  nfx  soit  pair  ou  impair,  suivant 
que  l’équation  .sera  (37) 

i=zr'— Bj’  ou  — i=r’— Bj'. 

Üone  : i“  si  l'équation  est 

i=:r‘-Bj’, 

na  devra  être  pair;  donc,  si  ui  est  pair,  on  pourra  prendre  pour  n un 
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iiDiiihiT  quelconque  entier  positif;  si  p.  est  impair,  il  ne  faudra  prendre 
pour  n que  des  nombres  pairs;  ainsi,  toute  équation  de  la  forme 

I = f>-  Bj’ 

est  toujours  résoluble  en  nombres  entiers, 
a"  Si  l’équation  est 

— I = r’  — 

il  fiiutlnt  que  njx  soil  impair,  ce  qui  ne  saurait  être  à moins  que  u ne  soit 
aussi  impair,  d’où  il  s’ensuit  que  si  l’indice  ou  le  quantième  p est  un 
nombre  pair,  alors  l’équation 

— I — Bÿ' 

n’est  jamais  résoluble  en  nombres  entiers;  au  contraire,  si  l’indice  p est 
impair,  alors  l’équation  peut  .se  résoudre  par  les  formules  précédentes, 
en  ne  prenant  pour  n (|ue  des  nombres  impairs. 

49.  J’avais  déjà  donné  ailleurs  (twei  le  tome  IV  des  liecueils  de  t' Aca- 
démie de  Turin}  (’)  une  démonstration  de  cette  proposition,  (|ue  tonte 
é(|uation  de  la  forme 

B étant  positif  non  carré,  est  toujours  résoluble  en  nombres  entiers  d’une 
inlinité  de  manières,  cl  j’y  avais  aussi  joint  une  méthode  {générale  pour 
trouver  en  même  temps  toutes  les  solutions  dont  une  telle  équation  peut 
être  susceptible.  Celle  que  je  viens  de  donner  est  non-seuleineut  plus 
directe  et  plus  simple,  mais  elle  a eneoir  l’avantage  de  faire  voir  que 
l’équation  dont  il  s’agit  est  toujours  résoluble  <|uel  que  .soit  B,  ce  que  je 
n’avais  pu  démontrer  alors  que  par  un  assez  long  circuit. 

Au  reste,  il  est  flair  que  les  séries  E,  E,,  Ej E^_,  et  À,,  /., 

qui  résultent  de  la  supposition  de  E = i , serviront  pour  résoudre  ab- 

(hKuvrrt  de  La^range^  l.  1,  p.  671. 
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4!t7 


± E r’  - Bj=, 

qiicllt'  que  .soit  b vak-iirtlf  K,  puurvii  quVIle  soit  < y D.  parla  Remarque 
(lu  ii“  i7,  parce  que.  dans  ce  cas,  runitc*  se  Irouve  n('■(•essai^enlenl  parmi 
les  tenues  de  la  p(*riode  E,  E,,  E, 


IV.  — Méthode  f'énérii/e  pour  veconiuilire  quand  un  nombre 
quetronque  donné  A peut  c^re  un  diviseur  d’un  nombre  de  la 
forme  a‘  — H,  H étant  aussi  donné,  et  pour  trouver  la  valeur 
de  a dans  un  tres-^rand  nombre,  de  cas. 

50.  Les  métliudes  que  nous  venons  de  donner  dans  les  §§  [I  et  III  de- 
mandent toujours  qu’on  trouve  un  iiomlire  a moindre  que  et  tel  (pie 
5t* — B soit  divisible  par  ,\;  pour  y |iarvenir.  nous  avons  proposé  d'es- 
sayer suceessivemeni  pour  a tous  les  nombres  naturels  moindres  que 

ce  (|ui  est  très-facile;  mais,  comme  cette  opération  .serait  souvent  très- 
lonpiue.  surtout  lorsipi'il  n'existc  point  de  pareil  nombre  «.  auquel  ras  il 

faudrait  es.sayer  succes-sivement  tous  les  nombres  moindres  que  pour 

pouvoir  .s’assurer  (|u’auriin  d’eux  ne  puis.se  être  pris  pour  a.  j’ai  cru  (pi’il 
ne  serait  pas  inutile  de  donner  ici  ipiebpies  règles  générales  pour  recon- 
naitre  à priori  si  un  nombre  quelconque  donné  peut  être  un  diviseur  de 
a’— B;  nous  y joindrons  d'ailleurs  une  métbode  pour  trouver  la  valeur 
d((  a dans  un  très-grand  nombre  de  cas. 

51.  Il  est  d’abord  évident  que,  si  \ n’est  pas  un  nombre  premier,  il 
faut  (pic  a’ — B soit  divisible  par  chacun  d(;s  facteurs  premiers  de  A en 
particulier.  Voyous  donc  à quel  caractère  on  peut  connaitre  si  un  nombre 
premier  donné  a peut  être  un  diviseurd'un  nombre  de  cette  forme  oé — B, 
B étant  un  nombre  donné  positif  ou  ii(‘gatif. 

II. 


63 
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Si  n est  un  diviseur  île  B,  il  est  visible  qu’il  peut  l'étre  aussi  de  B, 
puisqu'il  ne  s'agit  que  de  prendre  puur  a un  multiple  de  a.  De  |iliis,  si  a 
est  égal  à 2 et  que  B soit  impair,  il  est  elair  aussi  que  a’—  B peut  tou- 
jours être  divisible  par  «.  car  il  n’y  aura  (|u’à  prendre  pour  « un  nombre 
queleonque  impair. 

■Vinsi,  la  dinieullé  se  réduit  au  eas  où  a est  un  nombre  premier  qui  ne 
soit  pas  un  diviseur  de  B et  qui  soit  en  même  temps  dillêrent  de  2. 

Or  je  dis  que,  dans  re  eas,  a' — B ne  peut  être  divi.sible  par  « à moins 

a— I 

que  B ’ — I ne  le  soit  aussi. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  je  fais  et  je  multiplie  «“—B 

par  la  quantité  suivante 

a>.»  0 + ail— » B -t-  a«”  •>  B'  -t- . . . B’  ', 

que  je  nommerai  P;  j’aurai 

(a’-B)P  - - B-  - B-=a-'  — I — (B"  - I). 

Or,  piiisi|ue  B f par  bypolbèse]  n’est  pas  divisible  par  a,  il  est  elair  que, 
pour  que  B soit  divisible  para,  a.  ne  doit  pas  l'être;  de  plus,  a est 
un  nombre  premier  (par  hypothèse),  done,  par  le  théorème  eonnu  de 
Fermât  [i'oyez  la  page  itî'l  de  ses  Œuvres  nutihemaliques),  que  .M.  Euler  a 
démontré  dans  les  Commentaires  île  Ntershourg,  le  nombre  — 1 sera 
toujours  divisible  par  a;  doue,  si  a’—  B est  divisible  par  a,  il  faudra  né- 

a -«I 

eessairement  que  B"—!  ou  bien  B ^ — 1 le  soit  aussi. 

Il  en  sera  de  ménu"  si  — Br’  doit  être  divisible  par  a,  en  supposant  u 
et  t premiers  à a;  ear.  mettant  Br’  à la  plaee  de  B.  on  aura  d’abord 

« — I 

B ’ r""'— I divisible  par  a,  mais  r““‘ — 1 est  toujours  ilivisible  par  a. 

a— I 

done  il  faudra  (|ue  B “ — 1 le  soit  aussi. 

*1—1 

52.  Je  dis  maintenant  que,  si  a est  tel  (|iie  B ’ — 1 soit  divisible  para, 
on  pourra  toujours  trouver  un  nombre  a tel  ()ue  B soit  aussi  divi- 
sible par  a. 
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Kn  ofTct,  i't>qiiation 

(a’-  B)l>  = «e^'  — I -(B-  - I) 

ilu  numéro  préi'étlfiit  l'ail  v<li^(|m^  si  B”—  i rsl  ilivisihU'  paro,  («’  — B)P 
le  sera  aussi,  à rausc  ([ue  or““'— i est  Iniijoiirs  (livisil)le  par  a;  (lone, 
puisque  a est  un  nuuibre  preniiiT,  il  faut  que  l'un  ou  l’aulre  des  deux 
faeteurs  a’  — B et  1’  soit  divisible  par  «;  par  eonsé(|ueul,  si  l’on  peut 
trouver  une  valeur  de  « telle  que  P ne  soit  pas  divisible  par  a,  eette  va- 
leur rendra  néeessairemenl  a’—  B divisible  par  ee  même  nombre  a. 

Or,  en  mettant  ' à la  plaee  de  m,  on  a 

a — 3 

I*  = a***  * B -h  B’  a*"’  4* B ’ ; 

qu'on  substitue  suceessivement  dans  relie  quantité  les  nombres  i , a,  3,... 
jusqu'à  a — a à lu  plaee  d(!  «.  et  (|u’on  désigne  les  valeurs  eorrespon- 

dantes  de  P par  P,,  P»,  P, il  est  faeile  de  voir  par  la  théorie  des  dif- 

féreiiees  que  l’on  aura 

P.-(a-3)P,-r  P, -...-4-  P._.:^  i.a.3.4...(«-  3). 

Doue,  si  tous  les  nombres  P,,  P,,  Pj,...  jusqu’à  P„_,  inelusivemeni 
étaient  divisibles  par  a,  il  faudrait  que  le  nombre  i . a.3. . .(<j  — 3)  le  fût 
aussi;  ee  (|ui  ne  pouvant  être,  à eause  que  a est  un  nombre  premier,  il 
s'ensuit  qu’il  y aura  néeessairemenl  quelqu’un  des  nombres  P,,  P,,  P,,.., 
(|ui  ne  sera  pas  divisible  par  a;  par  eonséi|uent,  il  y aura  toujours  néees- 
sairement  au  moins  un  nombre  moindre  que  «— i.  leipiel  étant  pris 
pour  a rendra  P non  divisible  par  o;  doue  ee  nombre  sera  tel  que  a’ — B 
sera  divisible  par  a. 

Os  deux  ibéorèmes  sont  dus  à M.  Piuler  {voyez  les  tomes  I et  VI  des 
Aouveaii.r  t'ommenlaires  de  Pétersbourg),  mais  il  ne  parait  pas  i|ue  ee 
grand  Géomètre  ail  jamais  pensé  à l’usage  dont  ils  peuvent  être  dans  la 
résolution  des  équations  de  la  forme  A =iP  — Br’  (rovei  le  tome  IX  des 
mêmes  Cornmertiatres j. 

ti3. 
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53.  Nommons  £ celli*  valoiir  tie  a;  il  osl  rlair  que,  .si  £>°>  fl  — £ 

sera  < ^ à cause  de  £ <a;  ainsi  l’on  trouvera  toujours  une  autre  valeur 
de  5t  moindn*  que  En  général,  quel  que  soit  £,  il  n’y  aura  (]ii’k  prendre 
a = fifl  ±£  (10),  et  l’on  pourra  toujours  déterminer  le  nomlire  indéter- 
miné pt  et  le  signe  de  |,  en  sorte  que  « soit  moindre  que.^-  , 

/ï  — I 

Ainsi,  des  qu’on  aura  reconnu  (|ue  B ' — i est  divisible  par  a,  on 
sera  sûr  (|u’il  existe  toujours  un  nombre  « < ” tel  <|ue  a“  — B soit  divi- 
sible par  «;  de  sorte  que,  pour  trouver  ce  nombre,  il  n’y  aura  ()u’à 
essayer  successivement  tous  les  noiid)res  naturels  moindres  que 

A • I 

54.  Si  fl  est  de  la  forme  !^n  -h  3,  alors  comme  B ' — i est  divisible 
par  fl.  B’"*'  — I le  sera;  doue  B’  "*"  — B le  sera  aussi:  donc,  si  l’on  fait 

£ = B— = b"I  , 

ou  trouvera  par  la  formule  a = p.a±£  une  valeur  de  a<^  telle  (|ue 

B soit  divisible  par  «;  ainsi  l’on  peut  toujours  dans  ce  cas  trouver 
la  valeur  de  «;  il  n’en  est  pas  de  même  lorsque  a est  de  la  forme  de 
I,  à moins  que  l’on  ne  trouve  par  hasard  une  puissance  impaire 
de  B comme  B"'*'  telle  que  B’'’"’"'  — i soit  divisible  par  fl,  auquel  cas  on 
pourra  faire  £ = B'*'. 

.55.  Supposons  maintenant  que  l’on  ait  trouvé  un  nombre  £ tel  (|ue 
£’  — B soit  divisible  par  a ( nous  supposons  toujours  (|ue  a est  diH'érenI 
de  a et  (|u’ii  n’est  pas  un  diviseur  de  B),  je  dis  qu’on  pourra  toujours 
trouver  un  nombre  £,  tel  que  £J  — B soit  divisible  par  à‘. 

Cair,  suit 

£.  = £'+’ 

on  aura 

;î  — B = Va'  a>.fl£  4-  £’  — B; 
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or,  Ç’  — B étant  divisible  par  «.  on  a ç’  — B — ® a:  ilom- 
tj  — B = }.‘a'  + ( ï / ' ra)a; 

(l'oti  l'on  voit  que  relie  (|iianlité  sera  divisible  par  a’,  si  2>.£  -t-  ü est  un 
multiple  de  a,  e’esl-à-dire  si  2).S -h  a = fxa;  ainsi  il  ne  s’a^^ira  que  de 
déterminer  X et  ii.  en  sorte  qu'ils  satislasseni  à rette  équation 

ua  — a ).£  = fs, 

ee  qui,  à eause  de  n et  aS  premiers  entre  eux,  est  toujours  possible  par 
la  méthode  du  n”  8. 

On  pourra  trouver  de  même,  à l'aide  du  non\bre  |,,  un  autn-  nombre  £, 
tel  que  — B soit  divisible  par  a‘;  ear,  soit  — B = a,  et  qu'on 
l'as.s<' 

on  aura 

55  — B = ).5n‘  -V  iX.  5,  a’  -I-  55  — B = X|  a"  -4-  (a  À,  5,  -+-  ra, )a‘, 
de  sorte  (ju'il  n'y  aura  qu'a  déterminer  en  sorte  ^ue  l’on  ail 
a 5.  -e  (a,  = u,/i; 

e’est-à-dire  qu’on  n'aura  qu'à  résoudre  l’équation 
U,  a — a).|  5i  = in„ 

la(|uelle,  à cause  de  a et  aÇ,  premiers  entre  eux,  est  susceptible  de  la 
même  méthode  du  n“8. 

Donc,  en  général,  on  pourra  toujours  trouver  un  nombre  | tel  <|ue 
5’ — B soit  divisible  par  a";  et  faisant  ensuite 

X = ua*±  5' 

on  aura  aussi  x’ — B divisible  par  a";  de  sorte  qu'on  pourra  toujours 
prendre.  X moindre  que 

56.  Si  a n’est  pas  premier  à B,  c’est-à-<lire  si  B est  divisible  par  a ou 
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en  {{t'ni'Tal  par  uno  puissance  quelconque  de  a,  que  je  dénoterai  par  a', 
il  est  clair  (|ue,  tant  (pie  n ne  sera  pas  plus  grand  (|ue  r,  — B sera  divi- 
sible par  a"  en  prenant  | lel  que  £’  soit  divisible  par  a". 

Mais,  lorsque  r sera  •<  n,  il  faudra  distinguer  deux  cas,  l'un  où  r est 
un  nombre  pair  et  l'autre  où  resl  impair. 

i"  Soit  r=  3s,  et  puisque  B est  divisible  par  a’‘,  il  faudra  ()ue  le 
soit  aussi,  et  par  conséquent  (pie  £ soit  divisible  par  a‘;  faisant  donc 

et  B = a"B,, 

on  aura 

expression  qui  devant  être  divisible  par  a",  il  faudra  que  |J  — B,  soit 
divisible  |iar  a"~”,  de  sorte  que,  comme  B,  n’est  pas  divisible  par  a,  la 
(piestion  sera  réduite  au  cas  du  numéro  précédent. 

a"  Soit  r=ar  — I,  et  il  faudra  de  même  (|ue  £’  soit  divisible  paru”'  ', 
(■e  qui  ne  peut  étr(>  à moins  (|ue  | ne  soit  divisible  par  donc,  faisant 

et  B^rt^-'B,, 

on  aura 

£»-B  = a"-'{«£;-  B,); 


de  sorte  que,  pour  que  cette  (piantité  soit  divisible  par  u",  il  faudra  (pie 
u|*  — B,  le  soit  par  u"  par  consé(pienl  u£J  — B,  devra  être  d'abord 
divisible  paru,  ce  qui  est  impossible  à cause  que  le  terme  u£J  est  divi- 
sible par  u,  et  que  l'autre  terme  B,  ne  l'est  pas.  Donc  il  sera  impossible 
dans  ce  cas  de  trouver  un  nombre  £ tel  (]ue  — B soit  divisible  par  u". 

57.  Il  reste  encore  à examiner  le  cas  oit  u serait  égal  à a.  Ur,  soit 
d'abord  B impair,  il  est  clair  que  | devra  être  impair  aussi;  ainsi  l'on  fera 


ce  qui  donnera 


; = aa  -t  1, 


£’— B = 4î(î-^ii-i-i  — B. 


quantité  qui  doit  être  divisible  par  a". 
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Pour  cel:i  on  rcniari|ii<'i'u  que,  loiume  z(z+  i)  rst  toujours  norossai- 
‘romont  un  nonibro  pair,  soit  que  z soit  pair  ou  impair,  le  leniie  i) 

sera  toujours  (livisil)le  par  8,  e'esl-à-ilire  par  a’;  d'oii  il  s'ensuit  que, 
tant  que  n ne  surpassera  |>as  3,  il  faudra  (|ue  i — H soit  aussi  divisible 
para",  et  <|ue  lorsque  n surpassera  3,  il  faudra  que  i — B soit  d'abord 
divi.sible  par  a’;  sans  cela  il  sera  impossible  de  trouver  un  nombre  ? qui 

sati.sfasse  à la  iiuestion. 

• . 

Soient  maintenant  n > 3 et  i — B divisible  par  a'',  r étant  aussi  > 3;  il 
est  clair  (|ue,  si  rn’e.st  pas  </i,  il  sullira  de  prendre  pour  a un  nombre 
de  retle  forme  a""’  Ç,  Ç étant  un  nombre  tpieleonque. 

Si  r < n,  il  faudra  d'abord  i|ue  .'41(5+  1)  soit  divisible  par  a',  r’est-à- 
dire  que  a (a  -t-  i)  le  soit  par  a'  doue 

a = î'-»Ç  ou  — 1; 

donc,  faisant  1 — B = a'^,  il  faudra  que  a" [ ? ( a’’”’ « ± i)  + /3j  soit  divi- 
sible par  a",  e'est-à-dire  que  Ç(a'^*X±  i) -I- jS  soit  divisible  par  a"'^. 

Doue,  si  n — r n'est  pas  > r — a,  r’est-ii-dire  si  n n’est  pas  > a (r — 1 J, 
il  sulTira  que  ? ± (5  soit  divisible  par  par  eonséqpent 

; = a-'prpi3, 

|0  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Si  n — r>-r — a,  c'est-à-dire  si  n>a(/‘ — 1),  il  faudra  (Pabord  que 
Ç ± ,3  soit  divisible  par  a'"’,  et  par  con.séquent  que 

Ç = a-^’p  ?, 

ce  qui,  étant  substitué  dans  l'expression 

t 

donnera 

a'-’[(i^>pq:iî)>±p], 

ce  qui  devant  être  divisible  par  a"^,  il  faudra  que  (a^“*p^j3)’±p, 
c'est-à-dire  a’*''“’'p’  zp  (5’  ± p soit  ilivisible  par  a”'”'"'*. 

Donc,  si  n — a(r — i)  n'est  pas  >r — 1,  c’est-à-dire  si  n n’est  pas 
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> 3(r—  i),  il  sutlira  que  soit  ilivisihie  par  e’esl-à-dirc 

qu<*  l'dii  ait 

P = -1)  ^ ^ ^1. 

Sin  — a(r— i)>r  — i,  savoir  si  n > 3 f r — i ),  alors  il  l'audra  d’abord 
que  P ± (3*  soit  divisiblo  par  re.  qui  doiiiii-ra 

p=:a'-'BTzp|3’: 

«‘iisuitr  il  faudra  que  a'  ’ p”  qr  p^  ± sr,  r’psl-à-diro 

î*^‘  m' q a"  ‘ P'  m q:  i'  ' |3oi  + a'  ' p'  p’  ± m , 

soit  divisible  par  a»->e-o.  dui,,. 

Kutiu,  si  B était  uu  numbrr  pair,  ruiniiii-  <i  = 2,  ou  aurait  le  cas  du 
11”  51;  ainsi,  faisant  B = a'  B,,  si  r u’cst  pas  <'  n,  il  sullira  de  prendre  £ 
tel  que  soit  divisible  par  2";  si  et  impair,  il  n'y  aura  aueun 

r 

nombre  qui  puisse  être  pris  pour  |;  et  si  r < n et  pair,  on  fera  |=  2’^,, 
et  la  question  se  réduira  à déterminer  en  sorte  que  çj  — B,  soit  divi- 
sible par  2“~^,  B,  étant  maintenant  un  nombre  impair;  de  sorte  que  ce 
cas  rentre  dans  celui  que  nous  venons  d'examiner  plus  liant. 

58.  .Maiiilenant,  .soient  y et  pileux  nombres  queleuni|ues  premiers 
entre  eux,  et  supposons  que  E’  — B soit  divisible  par/  et  ()ue  -i’  — B le 
soit  par  g.  Qu'on  prenne 

-,“/±  5 ->'«*+• 

et  il  est  clair  (jue  x’  — B sera  divisible  à la  fois  par/ et  par  g,  et  par  con- 
séquent par  /g,  à cause  que/ et  g sont  premiers  entre  eux.  .Ainsi  il  ne 
s'agira  que  de  déterminer  jx  et  v,  en  sorte  que  l'on  ait 

fi/±  5 = v^'±  tj(,  c’est-à-dire  ,u/— vÿ  — ± ij<  ± q, 

les  signes  de  (j<  et  de  Ç étant  à volonté;  ce  qui,  à cause  de/et  g premiers 
entre  eux,  se  fera  aisi’mient  par  la  méthode  du  n”  8. 

Doue,  lorsqu’on  aura  trouvé  des  nombres?,  ?,,  tels  que  — B. 
IJ  — B,  15  — B,...  soient  divisibles  respectivement  para",  /V,  C*,...,  a. 
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!>,  P,...  platil  prciiiicrs  piitn!  eux,  on  pourra  trouver  un  noiuhre  x tel 
<pie  .r’ — B soit  divisible  |iar  a“h‘'<f> \insi.  laisaiit 

K—u’hfei...  1-1  a=u\±x, 

ou  aura  a’  — B divisible  par  A.  et  l'oii  pourra  déteriiiiner  « eu  sorte  (ju’il 
soit  < — - 

ï 

50.  üe  là,  et  <le  ee  tpie  nous  avons  deiuoiitré  plus  liant,  je  tire  les 
euiiel usions  suivantes. 

Pour  savoir  s’il  est  possible  de  trouver  un  uoinbre  * tel  que  «■■■  — B 
soit  divisible  par  ,\  (.\  et  B étant  donnés),  on  résoudra  le  nombre  .A  en 
ses  l'aeteurs  premiers,  et  .supposant  que  a soit  un  queleoiupie  de  ees  fae- 
lenrs,  lequel  soit  elevé  à la  puissanee  ii.  on  <listiii{{uera  trois  eas  suivant 
ipie  a sera  égal  à a ou  diHérent  île  a et  premier  à B ou  non. 

« — < 

i“  Loisque  a est  diHérenl  de  a et  premier  à B,  il  laudra  que  B ’ — i 
soit  divisible  para,  e’est-à-dire  que  le  reste  de  la  division  de  B,  éleve  à la 

puissanee  , soit  l'unité.  Si  eette  eondilion  n'a  point  lieu  par  rap- 
port à ebaeuti  des  l'aeteurs  a dont  nous  parlons,  il  sera  impossible  que 
** — B soit  divisible  |»ar  ipiel  que  soit  par  eonseqnent,  on  sera 
d'abord  assuré  ipte  l'équation 

\ =1  «* — B/* 

n'admet  absolument  aiieune  sidution  rationnelle. 

a"  Lorsque  a sera  égal  à a.  ou  qu'il  sera  un  divi.seur  de  B.  on  verra, 
par  les  règles  données  dans  les  n”*  56  et  57,  si  l’on  peut  trouver  un  nom- 
bre I tel  que  — B soit  divisible  par  a";  si  eela  ne  se  peut  pas,  on  en 
eonelura  pareillement  (|u'il  n'y  aura  aueun  nombre  « tel  que  y’ — B 
soit  divisible  par  A,  et  (pi'aiusi  ré<|uation 

V = «•-  B/ 

ne  sera  suse<-ptible  d’aueune  solution  rationnelle. 

II. 


5(Mi  StK  I.A  SOl.UTlON  DES  PROBLÈMES  IN  DÈTEHM IN  ÉS 


Sii|i|)osuii8  niiiintiMiant  que  l’on  ail  reconnu  que  cliaeun  des  diviseurs 
liremiers  a du  nouilire  A a les  ruiidilions  pres<-riles;  alors  on  sera  assuré 

de  pouvoir  trouver  un  nombre  « moindre  que  el  qui  soit  te!  que 
a’  — B soit  divisible  par  A. 

De  plus,  lors(|ue,  parmi  les  facteurs  premiers  de  A qui  ne  sont  pas 
communs  à H,  il  ne  s’en  Irouve  aucun  de  la  forme  de  l^m+  i , un  pourra 
toujours  trouver  le  nombre  « dimt  il  s’ajiit,  sans  tâtonnement,  par  les 
niélhodes  <|ue  nous  avons  données  plus  liant  (n'“*  5i  el  suiv.).  Kt  quand, 
parmi  les  facteurs  dont  nous  parlons,  il  s’en  trouvera  un  ou  plusieurs  de 
la  forme  de  \m  + i,  alors  il  sullira  de  ehercber,  en  tâtonnant,  par  rap- 
port à rliacun  d’eux,  un  nombre  £ moindre  (|ue  la  moitié  du  facteur 
donné,  el  tel  (|iie  — B soit  divisible  par  ce  même  facteur.  Apn-s  ipioi 
on  pourra  trouver  le  nombre  « par  les  méthodes  données  ( n”’  55  el  suiv.j. 
On  pourra  même  souvent  s’exempter  du  tâtonnement,  lorsqu’on  aura 
trouvé  une  puissance  impain>  de  B,  qui,  étant  divisée  par  le  facteur  dont 
il  s’agit,  donnera  l’unité  de  reste  ( ji). 

IM).  Soient,  par  exemple,  A = 5i  et  8 = 7,  eoinnie  dans  le  n"  20;  puis- 

3 - I 17—  I 

que  11  = 3.17,  il  faudra  voirsi  7 ' —>  est  divisible  par  3,  el  si  7 ’ — r 
est  divisible  par  17,  c’est-à-dire  si  7 — 1 est  divisible  par  3 et  7'—  i par  17: 
or  7 — I = 6,  et  par  conséquent  divisible  par  3,  el  7"  — 1 = 5 76.'»  8<h). 
qui  n’est  pas  divisible  par  17,  parce  qu’il  donne  lô  de  reste;  donc  il 
n'existe  point  de  nombre  a tel  que  a’  — 7 soit  divisible  par  5i. 

Si,  A étant  toujours  égal  à 5i , B était  égal  à — 7,  il  faudrait  voir  si 
.1—1  '7“' 

' — ~ j ’ — I est  divisible  par  3,  et  si  ( — 7)  ’ — < l’osl  par  17,  c’est-à- 
dire  si  — 71  est  divisible  par  3 el  si  7' — 1 est  divi.sible  par  17;  et 
comme  ni  l’une  ni  l'autre  de  ees  divisions  n’est  possible,  c’est  une  man|ue 
qu'il  n’existe  pas  non  plus  de  nombre  a tel  que  a’ -1-7  soit  divisible 
par  î I . 

til.  Il  est  bon  de  remarquer  que,  pour  savoir  si  7*  — 1 est  divisible 
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par  17.  on  atirail  pu  se  dispenser  do  cliorrher  la  puissance  huitième  de  7. 
d’en  relrantdior  l'unité  et  de  diviser  le  reste  par  17,  comme  nous  avons 
fait,  ce  ijiii  exige  des  opérations  assez  longues  et  pénildes:  car,  comme 
tout  se  réduit  à voir  si  la  puissance  huitième  de  7 élanl  divisée  par  17 
donne  i de  reste,  il  ii’v  aura  (|u’à  considérer  d’ahiu'd  le  carre  de  7 qui 
est  ^9,  et  (pii,  étant  divisé  par  17,  donne  le  reste  i5  ou  hieu  — a com- 
plément de  i5  à 17,  pour  avoir  un  reste  plus  petit:  donc  le  carré  de  '19. 
c’est-à-dire  la  quatrième  puissance  de  7,  étant  divisée  par  le  même  nom- 
hre  17,  donnera  pour  reste  le  carré  de  — 2,  c’est-à-dire  'i;  et  enlin  le 
carré  de  cette  dernière  puissance,  c’est-à-dire  la  puissance  huitième  de  7, 
donnera  pour  reste  le  carre  de  4,  c’est-à-dire  iti:  d’où  l’on  voit  (|ue 
7*  — I n’est  pas  divisible  par  17,  le  ri'ste  de  cette  division  étant  i:i, 
comme  on  l’a  trouvé  plus  haut. 

ra*tte  opération  est  fondée,  comme  on  voit,  sur  ce  principe  (pie,  si  a'" 
étant  divisé  par  h donne  le  reste  r,  a'""  étant  divise  aussi  par  h donnera 
le  reste  r*  f j’entends  par  reste  en  général  tout  nomhre  (pii,  étant  retran- 
ché du  dividende,  rend  la  division  possible,  d’où  l’on  voit  (pie  le  reste 
peut  être  augmenté  ou  diminué  à vidonte  d’un  multiple  (|uelconque  du 
diviseur,.  En  effet,  piiisipie 

(C  !i  é -I-  C, 

Il  étant  le  quotient  de  la  division  de  o'”  par  h,  on  aura 
fl""  = ( + cp  !</»  -I  r", 

à caus(‘  que  tous  les  ternies  de  taA  + ri"  sont  divisihies  par  h à l’excep- 
tion du  dernier  r". 

fin  général,  soient  r le  reste  de  la  division  d(‘/  par  h,  et  s le  reste  de 
la  division  de  g par  h,  rs  sera  celui  de  la  divi.sion  de//?-  par  h\  car 


donc 


J'=.  fjih  r, 


uvé'  •+•  uslt  -(-  vrb  ■+■  rs  = f.ti  -f-  rs. 


«4. 
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62.  Soii-nt  encoiv  A = 109  cl  B = cunimc  109  est  un  nonihrc  pre- 
inicr,  il  l'aiidra  voir  si  7“  étant  divisé  par  109  donne  le  reste  1 . 

Pour  cela  je  déeoinpose  l’exposant  j.'i  en  .ses  laeleurs  premiers  qui 
sont  3.  3,  et  je  eoininenee  par  prendre  le  eulw  de  7 qui  est  343  et 
i|iii,  élani  divisé  par  ira),  donne  le  reste  iG;  je  prends  ensuite  le  cube  de 
ee  reste  t|ui  est  4o<)***  ol  qui  donnera  63  ou  bien  — 46  reste;  je  prends 
dereeber  le  eub»'  de  — 46  ipii  est  — 97  336,  et  j'aurai  pour  reste  — 108 
ou  bien  r;  entin  je  prends  le  carré  de  ee  dernier  reste,  et  j’ai  encore  1, 
qui  sera  par  eonsequent  le  reste  de  la  division  de  7**  pas  io<),  de  sorte 
i|ui'  7**  — I sera  néees.sairemenl  divisible  par  109. 

.\u  reste,  quoique  109  soit  un  nombre  premier  de  la  forme  4"  + 1 . et 
c|ue  par  conséquent  on  ne  puisse  pas  faire  usage  direetenient  de  la  mé- 
thode du  n“  51 , pour  trouver  un  numiire  : tel  que  — 1 7 soit  divisible 
par  KKj;  rependant,  rumine  on  a trouvé  que  le  reste  de  la  division  de  7*' 
par  109  est  1 , on  pourra  faire  £ = 7".  ou  bien  £ égal  au  reste  de  la  divi- 
sion de  7''  par  uk). 

Pour  trouver  re  reste,  je  me  rappelle  que  7’  donne  16  de  reste  et  que 
7*  donne  — 46  de  reste;  d’où  il  s’ensuit  que  7”  donnera  uti  reste  égal 
à — 16  X 46  = — 7'Mà;  or,  le  reste  de  la  division  de  — 736  par  io<)  est 
— 82  ou  bien  27;  de  sorte  que  27  sera  aussi  le  ivste  de  la  division  de  7” 
par  109;  or,  7’  étant  égal  h 49.  multipliera  encore  27  par  .'19,  et  le 
produit  I 3a3,  ou  plutôt  le  reste  i3  de  la  division  de  1 3a3  par  109,  sera 
aussi  le  rejile  de  la  division  de  7"  par  le  même  nombre  109;  ainsi  l’on 
aura  £ = i.3,  ce  qui  s’accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  le 
n‘>  20. 

On  voit  par  là  (|ue,  lorsqu’il  s’agira  de  ebereber  le  reste  de  la  division 

a-^  I 

de  B ’ par  le  nombre  premier  a.  il  sera  toujours  plus  utile  de  coinnien- 
eer  par  ebereber  les  restes  des  pui.ssances  impaires  de  B.  dont  les  expo- 

.sanls  sont  des  diviseurs  de  " parce  t|Ue,  si  l’on  en  trouve  une  (|ui 
donne  1 de  reste,  on  pourra  ensuite  par  son  moyen  trouver  le  nond>re  £. 
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Jsj  \ . — Manière  de  trouver  toutes  les  solutions  imssihles  en  nom- 
bres entiers  des  équations  du  second  de^ré  à deu.r  inconnues. 

63.  N’uus  üvoiiü  ilüiinc  duii»  le  $ III  I»  iiii'tliude  de  IrouviT  limlcs  les 
solulioiis  pussible.s  en  nunibres  enliers,  dunt  une  éi|ualion  i|uele<inqni- 
de  lu  l'orme 

A = «>—  B/-’ 

peut  être  suseeplihie;  mais,  lüi’sqn’il  s’agit  de  résoudre  en  nombres  en- 
liers une  équation  queleonque  du  seeond  degré  à deux  ineoniiues,  telle 
que  eelle  du  n"  1 . il  ne  sullit  pas  que.  dans  la  réduite  B/’,  u et  / 

soient  des  nombres  entiers:  il  faut  de  plus  que  ees  deux  nombres  soient 

tels  que  ± u — / soit  divisible  par  B,  et  c)ue  ± t — J — 

soit  par  a»,  les  signes  ambigus  de  u et  l étant  à volonté  (2). 

Or,  lorsque  B est  un  nombre  négatif,  nous  avons  vu  i27;  que  le 
nombre  des  solutions  de  l'équation 

A «'  — Be 

est  toujours  limité;  de  sorte  qu'il  n’y  aura  ipi'ii  essayer  sneressivemeni 
toutes  les  valeurs  de  « et  de  l qu’on  aura  trouvées,  et  l’on  verra  .s’il  y en 
a quelques-unes  qui  salisfas.sent  aux  eonditions  dont  il  s’agit;  si  aiieune 
n’y  satisfait,  on  en  pourra  eonelim'  que  l’équation  proposée  n’est  point 
résoluble  en  nombres  entiers. 

Il  n’en  est  pas  de  même  lorsque  B est  un  nombre  positif;  ear  dans  re 
eas  nous  avons  vu  ( 44j  que  le  noinbre  des  solutions  possibles  est  toujours 
ou  nul  ou  infini.  Il  est  vrai  (|ue,  quand  l’équation 

«>—  B/'=  A 

est  resoluble,  on  peut  trouver  par  nos  méthodes  des  formules  générales 
(|ui  renferment  absolument  toutes  les  solutions  (lo.ssibles;  ainsi  la  i|ues- 
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lion  s*-  rédiiil  à trouver,  parmi  rette  intinilé  de  valeurs  de  u et  t,  toutes 
celles  i|ui  peuvent  satisfaire  aux  conditions  prescrites;  c’est  l’olijel  «les 
reclierclies  snivanles. 

fii.  Je  remaiajiie  d'aliord  (jue  l’on  a en  ftenéral 

U ^ pp,  ! — o<j, 

s’  étant  un  faclenr  (pielcompie  de  A (22;,  et  les  noinlires  p et  tf  étant  de 
ces  formes  ' ii 

P «'  q - «<j(  -e  65, 

où  fl  et  h sont  des  nombres  entiers  donnés,  et  S et  sont  ex))rimés  par 

. _ H ' V'i  ;■ 

V ^'B/' 

^vB 

X et  V étant  aussi  donnés,  et  n pouvant  être  un  nombre  (pielcompie  en- 
tier positif,  pair  ou  impair,  ou  seulement  pair,  ou  seulement  impair;  de 
sorte  (|ue  toute  la  dilliculté  consiste  à trouver  la  valeur  ipi'il  faut  donner 
Il  l'exposant  n pour  que  les  deux  nombres 

f±;j£  ?lf ±pp)—  B(ià±p(/)  ' 

B ’ 9aB 

soient  entiers. 

Je  reniar(|ue,  en  second  lieu,  ipte  lorsipie  le  ijuantii-me  a se  trouve 
pair,  rexposaiil  n peut  loiijimrs  être  un  nombre  ipielcompie  entier  posi- 
tif :J7  ;,  et  que  dans  ce  cas  on  a (41 

X--  BV  - 1. 

.Mais,  si  le  quantième  u.  est  impair,  alors  l’exposant  n ne  pourra  etre 
ipie  pair  ou  impair,  et  l'on  aura  ( numéros  cités; 

X>  - B4  ' - - 1 . 

.Supposons  ipie  l'exposant  n doive  etre  toujours  impair,  on  aura  donc 
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n = tn  4-  i:  donc,  en  supposani 

. fX  + V vB/"'  , 

Ç,=  — ^ - 

X - Vv/6r'-_(X- YvBJ-' 

' ^B 

on  aura 

Ç = X5,  •(- BVf,  i|,  = X vt,. 


el.  par  conséquent, 

■ p=z[a\  i BAV  )Ç,  -e  B(oV  4 AX)|„ 

V --(«X  4 B6V)'},,4  (flV  + 

expressions  qui  sont  de  la  même  forme  (|Ue  les  précèilentes,  mais  dans 
lesquelles  l'exposanl  de  X ± Y \ îï  sera  toujours  pair. 

Or,  le  cas  ou  cet  exposant  e.st  toujours  un  nomhre  pair  .se  ramène  aise- 
mcnl  au  cas  où  il  peut  être  un  nombre  quelconque  pair  ou  impair;  en 
ell'et,  puisqu'on  a 

fX±YvBi’  X’4- BY’±aXY>B, 


il  est  clair  que  si  l'on  fait 

X,  = X’  BV’.  Y,  = 5\X, 

on  aura  en  gênerai 

(X±YvB)“'-(\,i:Y,vB/, 

de  sorte  (|u'il  n'y  aura  dans  ce  ca.s  qu'à  meltre  X,  el  Y,  à la  place  de  X 
et  Y,  el  alors  l'exposant  pourra  être  un  nombre  quelcou(|ue  pair  ou  im- 
pair. 

De  plus,  on  aura 

x;-  by|  = (X'4  by’)’-  B(îXY)'  = (x>-  by>)>  = I, 


eoinine  dans  le  cas  où  l'indice  a est  pair. 

De  là  il  s’ensuit  que,  soit  que  p.  soit  pair  ou  impair,  les  quantités />  el  y 
peuvent  toujours  se  réduire  à la  forme 

I>=ia54  BAiji,  y = 
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les  i|tiiinlilcs  | et  i élaiil  cxiu’iincfs  roiiiuic  ri-dfssiis.  IVxposaiil  n pou- 
vant (''tix*  un  nuinlirt-  (|ut'lcum|ut-  cnlifi'  positif,  <‘t  le.s  quantités  \ et  Y 
••tant  telles  (|ue  X’  — BV’  = i . 

6,'i.  Ola  post',  nous  allons  exaininer  en  );énéi'al  quel  doit  être  l’expo- 
sant n pour  (|u’un  noinliix'  (|ueli'oiique  de  la  A)rnie  Hq  soit 

divisilde  par  un  noinhre  i|ueleunque  entier  R (F.  G,  H étant  des  nomhres 
i|ueleon(|ues  entiers  donnés,  et  non  divisibles  par  R .. 

Pour  eela  il  faut  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Snifitt  r un  nombre  premier  quelconque , et  \ et  Y r/ftf  nombres  entiers  tels 
que  X’  — H Y ’ = I : je  dis  que  : i “ « B est  dicisible  /mr  r,  ( X ± Y \ B — i 
le  sera  aussi:  a"  si  B n'est  pas  dicisible  par  r l auquel  cas  B'^  ' — i le  sera 
nécessairement  pur  le  tbeoreme  de  Fennat  /,  je  distingue  deux  cas.  l'un 

r—*  r — I 

lorsque  B ' •+-  i sera  dtcisible  p<ir  r,  et  l'autre  lorsque  B ’ — i le  sent 
' car.  puisque  r est  premier,  il  est  clair  que  B'“  ' — t ne  peut  être  divisible 

r — I r — I 

pttr  r.  à moins  que  l'un  ou  l'autre  de  ses  deux  facteurs  B ’ — i , B ' e i 
ne  le  soit  j.  Ituns  le  premier  cas,  je  dis  que  (X  ± Y y B)’^'”'  — i sent  divi- 
sible ftar  r,  et  dans  le  second,  je  dis  que  ( X ± Y y B T ' — i le  sent. 


Qu’on  lonsidèri-  la  (|uantité  (X  ± Y yB  T et  iiii’on  la  développe  en 
sérié  suivant  le  tliéori'ine  de  Newloti,  on  aura , à eause  ipie  rest  impair. 


i B -e 


rjr—i) 


V-\  = B 


3.1  ’ 


• —I 

V'B  ’ » lt . 


Or,  r étant  un  nomhre  premier,  il  est  faeih'  <le  prouver  i|ue  les  eoelli- 
eienlsilu  hiuiimer,  ^ sont  tous  divisibles  pare 

coye:  le  tome  I des  \ouvetmx  Commentaires  de  Petersbourg.  p.  aa  : 
doue 


\ :t\  y B /-  X':p  V'B  ’ y B 
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.sera  m■l'l‘ssair('ln(■l)l  divisible  par  r,  (|iirls  (|iie  soieiil  les  nombres  X, 
Y el  H.  .Mais,  par  le  tbéoréme  de  Fermai  déjà  eilé  (51).  X''“* — i efl 
Imijimrs  divisible  par  r lorsque  X ne  l’est  pas,  de  sorle  que  X'  — X .sera 
toujours  divisible  par  r,  (|uel  que  soit  X;  de  même  Y’’ — Y sera  aussi 
toujours  divi.sible  par  r,.et  par  eonsi'queni 

r— ^ I 

V )B  ’ vï* 

le  siu'a  aussi;  doue,  ajoutant  ou  ôtant  ees  quantités  de  la  |)réredenle,  il 
s’ensuit  (|ue 

r-»  t 

(\±Y»B)'-V:pYu’’  vH 
sera  toujours  divisible  par  r. 

Doue  : i"  si  H est  divisible  |iar  r,  il  faudra  que  (X  rt  Y \ H )'^--X  le  soit 
aussi;  done,  le  produit  de  relie  (|uantilé  pareelle-ri  (X  Y v b + X. 
savoir 

(\±V  vB)"-  X' 

le  sera  aussi;  mais  on  a .X*—  HY’=  i (par  hypolbésej,  doue  .X’—  i sera 
aiis.si  divisible  par  r;  doue,  ajoutant 

I 

a la  i|uantité  prêeédente,  on  aura  la  quantité 
(X±Yv“B;’'-i. 

(|ui  sera  néeessairenient  divi.sible  par  r. 

r—  I 

a"  Si  B n’est  pas  divisible  par  r,  et  <|ue  B ’ + i le  .soit, 

r — t 

Yb“v«  + YvB 

le  sera  aussi;  done,  ajoutant  ou  retraiirbaiil  eelle  (|uanlile  de 

/ — t 

f\±Y>B,'-Xip\B'^vB. 

on  aura  la  i|uanlité 

(\±YxÏÏj'— X±  Yk  B, 

11.  65 
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i|ili  sei'ii  aussi  divisiliU*  pur  r;  <lonr,  multipliant  par  \ d:  Y \ K , un  aura 
fr  produit 

(\±VvB)'*'-(V-  BV). 

ipii  M-ra  cucon*  divisitdr  par  r;  mais  X’—  HY’=i;  doue  la  ipianlite 
( \ ± V V B/"-  I 

srra  divisildc  par  r. 

r—  I r^t 

Y"  Si  H ' +i  n'rst  pas  divisildc  par  r.  K ’ — i le  sera  B ne  l’ctaiit 
pas  ; dune 

r -I 

A B ~ » B - V V ï» 

le  sera  aussi;  clone,  ajoutant  on  relraneliaiU  cette  (|uantité  de  la  ipiaiilite 

r — I 

\d.A  /lî  '-\:pVB  ’ >ÏÏ, 

on  aura  celle-ci 

\ ^VvB/-\:ï:VvB, 

cpii  sera  aussi  divisible  par  r;  donc,  multipliant  par  \ Y y U.  le  pro- 
duit le  sera  aussi;  mais  ce  produit  est 

\>  BA>)  fl  \ y B/  ’- ij: 

donc,  à cause  de  .X"'  — BY’  = i , la  c|uantite 

\ A y lî  ;'”'-  t 

sera  nécessairement  divisible  par  r. 

66.  Si  r était  é;(al  à a,  alors  I .\  i Y y B T — i serait  toujours  divisible 
par  /•;  car 

X i A yB/-  I - \'-e  BA  -CîNA  y B - I = ’HV’rtaW  y II . 
à cause  de  X’  — BY’  = i . 
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67.  Nous  (IcsigiHTims  ilorciiiiv»iit  p:ir  p l'^xposanl  di‘  X ± Y \ B.  lai 

((lie  (X  ± Y V B)^  — 1 soil  <iivisil>la  par  un  notuhra  pwniar  r. 

Ainsi,  .si  B est  divisible  par  r.  p sera  égal  à ar;  si  B ii’esl  pas  divisible 

^ — t r—  I 

par /•,  et  (|iie  B ' +i  le  soit,  on  aura  p = r -l- i ; si  B * — i est  divisible 
par  r,  on  aura  p~r—i;  enlin.  si  r=  a.  on  aura  p = r. 

68.  Soit  en  général  a^—\  divisible  par  r,  je  dis  tpie  i le  sera 

par  r*.  a'  ^ — t le  sera  par  r” 

En  ellet,  puisque  a'°  — i est  divisible  par  r{ par  hypothèse),  il  est  elair 
que  I le  sera  aussi,  m étant  un  nombre  quelrun<|ue  entier  posilif; 

done  les  quantités  suivantes  seront  toutes  divisibles  par  r, 

— I, 

+ fl'  — J, 

+ 3. 

Done 

n'f+.a!'--')»  J.  a 


le  sera  aussi.  Doue 

fl“  1 n^'  -r  4-  . . . -f  I 

le  sera;  et.  enmine  a°  ne  peut  pas  l’étre,  à eause  (|ue  — r l’e.sl,  il  s'en- 
siiil  que 

fl 4- ff'-'  “4-fl'-''P4-...-r  I 

le  sera  néeessairenient:  doue,  multipliant  retle  quantité  par  — i,  qui 
e.st  aussi  divisible  par  r.  le  produit  — i sera  neeessairemeni  divisible 
parr’. 

On  prouvera  de  même  que 

sera  divisible  parr;  de  sorte  ([u'en  multipliant  eelle  <|uanlilé  par  a’’  , 

on  aura  le  produit  a'  — \ , ipii  .sera  divisible  par  r*.  et  ainsi  de  suite. 

65. 
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fi!».  Donc  (X  ± Yy  B)^—  I <'taiil  par  r.  (X  ± \ \ B)'‘—  i le 

sera  par  r*.  (X  ± Y \ B)  ’’ — i lu  sera  par  r’,  «-l  i‘ii  péiuTal 

(\±vvur“'‘-i 

st'ra  ilivisiltlc  par  r™. 

70.  Considérons  inainiciiant  la  (|iian(ité 
K + (j/i  + lli/, 

ipii  doit  ôlr<‘  divisitdc  par  K (C5).  Il  est  flair  ipif,  (pud  ipir  soil  If  nom* 
lire  K,  on  peut  toujours  If  nifllrf  sons  ffltf  Cornif  r""  r"^'  r"'...  ‘ r,  r,, 
r,,...  fiant  dfs  noniln-fs  proinifi's) ; ’df  plus,  il  fsl  fvidfiil  (|iif . pour  (|Uf 
la  (|uantitf  dont  il  s'agit  soit  divisililf  par  H,  il  tant  (|u’idlf  If  soit  on  par- 
lifülifr  par  rliafiin  dfs  l'actfiirs  r”,  r"',  r"’,...,  fl  rice  versa.  Il  fsl  Carilf 
il(‘  voir  (|Uf,  des  (|iif  la  iiifine  (pianlilf  sera  divisildf  par  fliacnn  df  cfs 
l'aflfiirs,  fllf  If  sera  aussi  nfffssairfiiifnl  par  leur  produit  K;  d'où  il 
s'fnsnil  (|ue  la  <|Ufsliou  se  réduit  à reflierflior  les  fondilions  nerfssaires 
pour  (|Uf  la  ijuantilf 

K ü/»  ♦ ll<y 

soit  divisible  par  autant  de  nombres  t|u'on  voudra  de  la  rornie  fêlant 
un  noiidu'f  pnmiier  i|uelfompie. 

Or, si  l'on  substitue  les  valeurs  de /<  et  y,  et  ensuite  relies  de  sel  ■iMU', 
la  i|uanlilé  dont  il  s'agit  deviendra  de  eetle  Ibrine 

K ^ P \ t V ^ ÏÏr  + O X - V V B ". 

n pouvant  être  un  nombre  queleonipie  entier  positif. 

Suppo.sons  qu'il  y ail  un  nombre  n tel  querelle  (piantilê  soil  divisible 
par  r”,  je  dis  que,  si  n est  jilus  grand  que  r™-'  s,  o ayant  la  valeur  que 
nous  lui  avons  assignée  67),  et  (pi'on  prenne  le  resti'  de  la  division  de  « 
par  lei|uel  soil  dénoté  par  N,  la  même  quantité  sera  aussi  néres.sai- 

remenl  divi.sible  par  r",  en  prenaiil  le  nombre  N k la  place  du  nombre  «. 
t',ar.  soil 

. n = ur”"'p  -e  N, 
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U fiant  l(‘  (|uutu-iit  (If  la  ilivision  df  « ikiit"^'o,  |iiiim|iif 

\±Vv  Br' 

fsl  ilivisihif  par  .. 

(\±\  vïïr'"^-( 

If  sfra  aiiKsi;  iloiif,  multipliant  par  (X  ± V y li)'>  If  prudiiit 

\±VyB;”-f\±  Vyll)’' 

sera  aussi  divisibif  par  r"";  donc 

P(\ 4-VvB;*-I’'X  + VvÏÏ)'  fl  Q(\-\yB"  y\_\^B.' 

sfrnnl  tiius  Ifs  dfux  divisibles  parr'";  donc,  retrancbanl  ecs  ipiaiililfs  de 
la  ipianlitf 

E ^^  !•  (\  + Y V B )•  + g { \ - V » B )'. 
un  aura  la  i|uantit(‘ 

K ^ P ( \ + V V B j"  y ( X - \ y B 
ipii  Sfra  pai-fillf  ment  divisible  par 

71.  De  là  il  s'ensuit  ipie,  si  la  (piantite 
F -f  («P  -t  Hi] 

est  divisibif  parr"',  en  donnant  à l'exposant  n de  | et  -i  une  ferlaiiif  va- 
leur ipif Ifonipif , il  l'aiidra  aussi  iiffessairement  i|Uf  la  meinf  ipiaiilite 
soit  divisible  par  r“.  en  prenant  n inoindre  (pie  r^  ' s. 

Ainsi,  pour  refoiinailre  si  la  ipianlite  dont  il  s'a^tit  peut  l'tre  divisible 
parr'",  il  n'y  aura  ipi'à  faire  suff(*s,Hivfiiifiil 

Il  -=  O,  1,  .1,. . ., 

fl  si  aiifiiiif  de  ces  suppositions  ne  rend  la  proposée  divisible  par  r'",  ce 
sera  une  maripie  sûre  (pi'elle  ne  le  deviendra  jamais,  ipiebpie  valeur 
«pi'on  jiuisse  donner  à n;  de  sorte  (pi'on  en  pourra  eoneliire  ipie  lai|uaii- 
tite  dont  il  s’ajîit  ue  peut  jamais  i^lre  divisible  par  r'". 


SIS  SUH  LA  SOLUTION  UES  PROBLÈMES  INDÉTERMINÉS 


.Mais,  si  l’on  trouve  une  ou  [ilusicurs  valeurs  de  « moindres  que  r™  ’p, 
qui  reudent  la  quantité  proposée  divisilde  par  r™,  aloin,  noniniaut  N l’une 
qneleonque  de  ees  valeurs,  toutes  les  autres  valeurs  possibles  de  n qui 
auront  la  même  propriété  seront  eomprises  dans  eette  rormiile 

n ^ ur”-*p  -4-  N. 

;x  elant  un  nouiiire  qneleonque  entier  positif. 

72.  noue,  pour  tpie  la  cpiantité 

F e li/»  -t-  ll<y 

puisse  etre  ilivisilde  par  R.  il  faudra  (70  et  71j  (ju’elle  le  soit  par  r"  en 

preiianl  n<r" -'p,  par  r"'  en  prenant  «<;r7’“'pi 

Si  une  seule  de  ees  eondilions  manquait,  il  en  faudrait  roneliire  (|u’il 
serait  impos.sible  (|iie  la  ipiantité  dont  il  s’agit  put  jamais  être  divisible 
par  R,  ipiebpie  valeur  (|u’on  donnât  à n. 

Supposons  donc  que  tontes  ees  eonditions  .se  trouvent  renq)lies.  et 
soit  la  valeur  ou  les  valeurs  Is’il  _v  en  a plus  d’une  de  n inoimires  que 
r"*‘p  (|ui  rendent  la  quantité  F + G/>  + Hr/ divisible  parr™,  N,  celles  ipii 
rendent  la  même  quantité  divisible  par  (N,  étant  <r7'“‘p,;,  et  ainsi 
des  autres,  on  aura  en  génwal,  en  prenant  des  nombres  (|uelconi|ues  en- 
tiers a,  U.,,  tij 

« = U r“”  ' P N . 
n,  = u.i  r7‘~‘  p.  -+  N., 
n,  = U,  rf’~‘  p,  -4-  N„ 


De  sorte  que,  pour  trouver  les  valeurs  de  l’exposaiil  « (|iii  rendront  la 
quantité  proposé<‘  divisil)le  par  R.  il  ne  s’agira  <pie  de  déterminer  b‘s 
nombres  fi..  a,,  a, en  sorte  (|ue  l’on  ait 

ixr*-' f -e  N = pt,  r7'“’p,  , .N,, 
a r”“'  P -e  N U,  r^’~’  p,  -e  , 


( e que  l’on  peut  exécuter  par  la  méthode  du  n”  N. 
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Km  gHni'ral,  un  voit  que  la  i|u<‘8liuii  su  rciliiit  il  Iniiivi'r  im  iiuiiiiirt'  // 
qui.  ('■tant  divisù  par  r™'  ’fj,  donne  le  reste  N:  (danl  divisé  par 
donne  le  i-este  N,:  étant  divisi*  par  donne  le  reste  Nj,  et  ainsi  de 

suite.  Or,  on  a plusieurs  méthodes  aliréj{ées  pour  résoudre  ees  sortes  de 
Proldèines. 

La  plus  simple  est  eelle-ei  : soient  les  diviseurs  ,M,  M,,  Mj....,  en  sorte 

que  l'on  ait  dans  notre  ras  M =/•'"“■' 6,  M,  =r1‘'~'B et  les  restes  N, 

.N,.  On  eliereliera  d'ahord  le  plus  petit  multiple  eummuii  de  tous 

les  diviseurs  M.  M,,  M,,...,  et  on  l’appellera  P.  On  ehereln-ra  ensuite  le 

plus  petit  miilti|de  eommuii  de  >1,  M,.  M, savuirde  tous  les  diviseurs 

à l’exeeption  de  M,,  et  l’on  appellera  ee  multiple  0;  on  eliereliera  de 

même  le  plus  petit  multiple  eumimin  de  M,  M,.  M, e’est-ii-dire  de 

tous  les  diviseurs  moins  M,,  et  un  l’appellera  Q,,  et  ainsi  île  suite.  Kiilin 
on  eliereliera  par  la  méthode  du  n”  8 des  nombres  entiers  ti,  'j,  u,,  •>,, 
a,,  V, tels  que 

U y - n M,  = ,N,  - .N. 

0.  — V,  M,  = N,  — N, 

U,  Q,  — V,  .M,  = Nj  — N. 

(le  nombre  de  ees  équations  doit  être  égal  à eeliii  des  diviseurs  M,  .\l,,... 
moins  lin),  et  laisailt,  pour  ahri'ger, 

N -I-  a-  U,  Qi  a-  U, y,  + . . . = L, 

on  aura  eu  général 

n = ) P - L, 

).  étant  un  nombre  entier  queleunque. 

La  démonstration  (‘sl  laeile  à déduire  du  ii”  8;  ainsi  nous  ne  nous  v 
arrêterons  pas. 

Si  les  nomlires  Q et  M,  sont  premiers  entre  eux.  il  est  toujours  pos- 
sible de  «'‘soiidre  l’équation 

«y  - V, N, 

et  même  d’une  inlinité  de  manières  8);  mais  il  sutlira  pour  notre  objet 
d’avoir  une  seule  valeur  de  a.  pour  la  substituer  dans  la  quantité  L. 


SiO  suit  I.A  SOLl'TION  1>KS  l'HOB  LKM  liS  IN  DÉTKKM  INÈS 


Mais,  si  les  iioinbres  (J  et  M,  ne  sont  pus  |)reiiiiers  entre  eux,  alors, 
pour  (|ue  réqiialioij 

«Q-vM,  = N,— N 

soil  résoliilile  eu  uoinlires  entiers,  il  laudrii  que  i\,  — N soit  divisilile  par 
la  plus  grande  eonuuiiue  mesure  de  Q el  M,  numéro  eité),  de  sorte  ipie, 
si  eette  eonditiuii  n’a  point  lieu,  il  en  l'audra  eoneliire  qu’il  est  imp<is- 
sible  de  trouver  un  nombre  n qui  ait  les  propriétés  requises,  el  ipie  par 
eonsequeni  la  quantité 

F - fi/<  ^ II./ 

ne  pourra  jamais  être  divisible  par  R.  On  dira  la  même  ehoM-  par  rapport 
aux  autres  équations 

«.Q.-v,M,=rN,-N,... 

aux4pielles  il  faut  satisfaire. 

Ain.si,  pour  pouvoir  s’assurer  si  la  <|uantité 

F -e  G H (/ 

peut  être  divisible  par  R,  et  pour  trouver  en  même  temps  les  valeurs  de 
l’exposant  « i|ui  peuvent  la  rendre  telle,  il  sullira  d’examiner  sueeessive- 
ment  toutes  les  valeurs  de  eette  <|uantité  ipii  répondent  à 

« = O,  I,  2, . . . 

]us<|u’au  plus  pranil  des  nombres 

r--' p,  r|"'-'p,,  r“'-'p„...; 

<roii  l’on  voit  <|ue  ce  tâtonnement  sera  toujours  limite. 

73.  Supposons  maintenant  qu’on  ait  une  autre  quantité  telle  ipie 

Fi  -t-  Gi  P -t-  11,  y, 

()ui  doive  être  divisible  par  R,  ; on  trouvera  de  la  méiiii’  manière  que  ei- 
ilessus  que  l’exposant  /i.  qui  pe\il  la  rendre  tcdle  fs’il  y en  a un},  sera 
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HX|trintc  en  général  par 


n = À,  P,  -t-  Li, 


5il 


P,  et  L,  étant  (1rs  noinlircs  connus,  (d  /.,  un  nonilirc  (|iiclcom|in-  cntiiM'. 
Donc,  si  l'on  veut  (|Uc  les  ([uantités 


.K  4- t;p  +- lliy  et  F,  4- 11, P 4- II, (y 

soient  en  inéine  temps  divisililes,  la  première  par  R et  la  seconde  par  K,, 
il  iaiidra  (|ue  n suit  en  même  temps  de  ces  deux  formes  : >.P  + I,  et 
P,  4-  L|,  de  sorte  (lu’il  ne  s’agira  que  de  trouver  des  nombres  (‘ntiers  /. 
et  tels  (|iie  l'on  ait 

> P + l.  = X,  P.+  L„ 


Problème  que  l'on  résoudra  par  la  métbode  du  ii®  8;  et  l'on  trouvera  (|iie 
la  valeur  de  n sera  de  cette  forme 

n rail  4-  A. 

II  étant  le  plus  petit  multiple  commun  de  P et  P,,  A étant  un  nombre 
donné  et  o un  nombre  (|uelcom|iie  entier;  de  sorte  (jn’il  y aura  loujoni’s 
une  infinité  de  valeurs  de  n (|ui  satisferont  à ces  deux  conditions. 

7f . Donc,  puisque  les  valeurs  des  inconnues  x et  y d'une  ('■quation 
(juelcoïKjue  du  sf.'cond  degré  (2  et  64)  se  réduisent  toujours.  lors()ue  (/ 
et  I sont  des  nombres  entiers  et  (|iie  B est  un  nombre  positif,  à ces  formes 

_ F4-t;yj4lly  _ F,  4- t;,y>  4- H,  ÿ 

x_-  IJ  . r--  „ - . 

l'exposant  H des  quantités  X ± Y \ B qui  entrent  dans  l(■s  expressions 
de  P et  ly  pouvant  être  un  nombre  (|uelcuiH|ue  entier  positif,  on  recon- 
naîtra aisément  par  les  méthodes  précédentes  si  les  inconnues  x et  y 
peuvent  être  des  nombres  entiers:  et  dans  ce  cas  on  trouvera  au.ssi  toutes 
les  valeurs  possibles  de  l’exposant  n (|ui  peuvent  rendre  x et  y des 
nombres  entiei’s,  valeurs  dont  le  nombre  sera  toujours  infini. 

De  .sorte  (|ue  le  nombre  des  solutions  en  nombres  entiers,  dont  une 
II.  I» 


5>-2  SUR  LA  SOLUTION  DKS  PROBLÈMES  INDÉTERMINÉS 


é(|ii»tion  quelconque  du  seeond  de{»ré  h deux  inconnues  est  susceptible, 
seru  toujours  nécessoireinent  ou  nul  ou  infini. 

Il  resterait  h donner  quelques  exemples  pour  montrer  l'application  des 
méthodes  précédentes,  mais  commi*  elle  ne  peut  avoir  aucune  difliculté, 
nous  croyons  pouvoir  nous  dispenser  d’entrer  dans  ce  détail,  pour  ne 
pas  rendre  ce  Mémoire  trop  long. 


\ I.  — RciiKirqncs  partirulières. 

1. 

La  (jiiantité  />’  — B9’  peut  être  regardée  comine  le  produit  de  ces 
deux-ci:  <?•  /'  — d'où  il  .s'ensuit  (|iie,  si  l’on  multiplie 

cette  quantité  par  une  autre  quantité  de  la  même  forme,  telle  que 
p]  — ByJ,  on  aura  le  produit  de  ces  quatre  quantités 

p — -ey.vB,  //-y,  ^B; 

or,  le  produit  de  />  -1-  9 \ B par  p,  + q,  y B est 

pp,  Bqq,-i-fpq,  + qp,i^B}, 
et  celui  <\e  p — q y B par  p,  — q,  y B est  de  même 
pp.-t-  Kqq,  — (pq,  + qp.)^», 
c’esl-k-dire  qu’en  faisant 

pp,  -+hqq,  — V,  pq,-¥-  qp,  — Q, 

ces  produits  sont 

P-eQyB  et  P — Oyt<: 

ilonc  le  produit  de  p‘  — B^’  par  /)J  — B^J  sera  égal  à celui  de  P -f-  Q y B 
par  P — Q y B , c’est-à-dire  <'gal  à P’  — BQ". 

Si,  au  lieu  de  multiplier  d’abord  /»  -*-  ^y  B par/>,  y,  y B.  et  ^ y B 
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|)ar/>,  — y,  V B,  on  imillipliiiil />  -l-  ^ V B |i;ir />,  — \ B,  nt  /j  — \ B pur 

/'i  V ï)  I 01*  aurail  les  prudnits 


dans  lesquels 


et 

P = Bçv,.  Q = p«;,-v/<,; 


de  sorte  qu’on  aura  en  général 

P = /)/),  ±877,.  Qz=  pq,±ijp„ 


eoiniue  nous  l'avons  vu  (9;. 

Otte  analyse  a l’avantage  de  faire  voir  elairement  pouri|uoi  le  produit 
de  deux  (piantités  de  la  furnie  p*  — B7’  ne  peut  être  (|ue  deux  fois  de  la 
même  forme;  en  elfet,  en  réduisant  l’equation 

(>»’-B7’)(p?-B7;)z=P‘-Pg^ 

à la  forme 


/<  + 7 V B -I  ( //  - 7 t B J (/),  -e  7.  V B ) f /<.  - 7,  V B J = ( P + g V B i ' P - U V B ,, 
il  est  visible  (pi’on  n’y  peut  satisfaire  (|ue  par  ees  deux  suppositions 

P a.  g ^ B = ± 7 V B , ± 7,  V B ; 

on 

P U:  g V B - (/»  ± 7 V B j f /»  .ip  7 ^ B 

ee  qui  donne  les  deux  valeurs  de  P i-t  Q tpie  nous  avons  trouvées. 

Doue,  puis(|ue  le  produit  de  deux  quantités  de  la  Ibrnii’  p‘ — B7''  est 
deux  fois  de  la  même  forme,  le  produit  de  trois  de  ees  quantités  sera 
quatre  fois  de  la  même  forme,  le  produit  de  quatre  <piantilés  sera  liuit 
fois  de  la  même  forme,  et  ainsi  de  .suite:  à moins  (|tle  quel(|ues-nnes  di- 
res formes  ne  soient  détruites  par  révanoni.ssement  des  quantités  Q,  ee 
qui  doit  arriver  neeessai renient  lors(|u’on  ninitiplie  ensi-mble  des  <|uan- 
tités  égales. 

««i. 
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Kll  ciri-l,  si  l’on  l'ail  [),  = i>  el  q,  = q,  fll  sorte  (|ue 
P'- BUU  = (|»>- Bv=)’, 


les  douilles  valeurs  de  1’  el  Q se  réduironi  à eelles-<-i 

l‘ = |>>  * Bq‘, 


el 


V = p'  —Bq\  ij--  ». 


doit!  les  dernières  ne  nous  a|i|irenm‘nl  rien;  de  sorle  i|iie  dans  ee  ras  on 
n'anra,  à propreinenl  parler,  (ju’niie  seule  valeur  de  P el  une  de  Q. 

Mais  voyons  en  général  (|uelles  sont  les  expressions  de  P el  Q i|ui 
peiivenl  satisfaire  à réi|ualion 

(|i>-  Bfl=r=P  - BQ=. 


Suivant  notre  inelliotle,  on  réduira  relie  éi|ualion  il  la  forme 


f/i  + 9vBr(/'-9iBr=(P  + Q»BjfP-QvB). 

el  l'on  fera 

P -e  0 V B = f/l  -1-  ^ V B)". 

P — 0 V B = I /»  — 7 ^ B j*. 

d'où  l’on  aura 

i.  ^ 0'  + </  V B r + (/>  - V > B 

a 

yi=P  + î yB  y yBj" 

J y B 

expressions  qui  seront  toujours  ratiounelles,  ronime  il  est  facile  de  s'en 
assurer  par  le  développement  des  puissances  de p + y \ K el  de  /»  — y y B. 
Si  l’on  faisait 

P + OvB=  /1-yyB)-. 

P-OyB  = (/)-e,/vB 

ou  aurait  les  mêmes  valeurs  de  P el  de  Q (|ue  nous  venons  de  trouver,  à 
l’exception  (jue  celle  de  Q serait  négative,  ce  qui  est  indiiféreni  ici. 
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II. 

Si  l'on  avait  à niiilliplior  onscml)li*  deux  (|uaiilili-s  di*  < clti'  l'oniii’ 
By*—  (àr*-+-  B('x*» 

on  (louiTail  démonlrcr  par  la  mrtiiode  prôrrdonlt*  t]UP  le  prodnil  srrail 
uns.si  lie  la  même  forme. 

Car  soient 

p'  — ïiq’  — Cr’  -t-  HCC, 

/jj-Bçî-CrI  * BC.i; 

les  deux  quantités  qu'il  s’ajjit  de  multiplier  l'une  par  l'autre:  en  faisant, 
pour  abréger,  ^ 

P -e  V V B ~ V ^ 

r 4-  J y B r — J y B = . o, 

et  de  même 

4 V B = *,.  /».  — v.y  B - 
r,  + I,  y B = y,,  r,  — i,  y B ^ é,, 

elles  deviendront 

— C-/3  et  a,  3,  — C/,  ô„ 
dont  le  produit  peut  se  réduire  U rette  forme 

(aa,  ±Cyy,)f?3,  ±C6iî,)—  C(ao,  ± -/3,)(3y,  ± ôa,). 

Or.  il  est  faeile  de  voir  qu'on  aura 

aa.±Cy/,=rP  elJyB, 

33,  ± Cio',  = P-Ov'B, 
ai,  ±y3'  B ^ s y B, 

3y,  ±ia,  =R-SyB, 

en  fai.sant 

H = pp,  ■>  Hi/i/,  :tC(rr, Bjî,), 

0 = pqt  ‘ ^ t!(  r.<,  4 sr, }, 

R =/)r,  — Bç5,  ±{rp,—  itsij,), 
s = i/r.  — ps.  ± ( i/J,  — ri/,  ), 
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li'iiii  il  s’ensiiil  <|u<‘  le  produit  des  deux  quatililés  données  sera 

p>  _ bQ>  - CR’  -t-  BCS’, 

el  j»ar  ronse(|uenl  de  la  même  forme  <|ue  ees  mêmes  quantités. 

Si  l'on  voulait  avoir  le  carré  de 


P'  — B^'  — Cr'  .f-  BCi’, 

il  n’y  aurait  qu’à  supposer  dans  les  formules  précédentes  p,  — p,  q,  — q, 
r,  — r,  .r,  = s,  et  l’on  aurait,  en  prenaul  le  sipie  supérieur. 

P -/>’ -e  Bç’ -t- C(r'-t- Bx"  , 

0 ^pq  -r  *Ox. 

• R = */>r— altyi, 

S =u; 

et,  en  prenant  l’inférieur. 

P = /»’+  B</‘  — C(r‘-e  Bi’). 

Q=  npq  ~ xi'.n, 

R = o. 

^ —itrq  ~ 2ps. 

On  pourra  trouver  de  même  le  riihe  et  les  pui.ssanres  plus  hautes  de 
p’  — Bç’  — Cr-'  -e  BCi’, 

lesquelles  seront  toujours  aussi  de  la  meme  forme,  de  sorte  qu’on  pourra 
résoudre  eu  général  l’équation 

(|i’— Bÿ’-Cr>a-BC»’r=P  - BO’-CR'+  BC»  . 

Au  reste,  il  faut  remar<|uer  (pie,  pour  avoir  toutes  les  valeurs  possihh’s 
de  P.  y.  R et  S,  il  faudra  faire  sucressivemeiit  chacune  des  ipiantites 
p.  q,  r.  s positive  et  négative,  à cause  qu’il  n’y  a que  les  carrés  de  ees 
ipiantilés  ipii  entrent  dans  la  ipiantité  donnée  />'—  Cr“ -i-  BCr’. 
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III. 

Si  l’on  voiilail  trouver  des  fonctions  de  pins  de  deux  dimensions  (|iii 
eussent  la  même  propriété,  (|ue  le  produit  de  deux  fonctions  seinMables 
Int  aussi  une  fonction  semlilahie,  on  y parviendrait  aisément  par  la  con- 
sidération suivante. 

Que  l’on  considère  la  (|uantité  irrationnelle 

I ■+■  ua  V A ■+■  xa'  v .A’  -t-  »«•  v A*  -t- ...  — p. 

« étant  une  des  racines  de  l’unité,  il  e.st  facile  de  voir  que,  si  l’on 
multiplie  ensemble  deux  expres.sions  semblables,  le  produit  sera  aussi  de 
la  même  forme. 

Or,  si  l’on  désigné  par  a,,  üj,  o,,...  les  dill'erenles  valeurs  de  a,  c'est- 
à-dire  les  différentes  racines  de  l’équation  a"  — i - o,  et  par/i,, 
les  valeurs  correspondantes  de  p,  on  sait  que  le  produit  p,p,p,...  sera 
toujours  une  quantité  rationnelle;  donc  cette  quantité  aura  la  propriété 
requise. 

En  effet,  soit 

9 -t-  üo  a-  Ço*  V 4'^  V*  ^*  "*"•  * * “ 

et  la  quantité  in,  ia.j  w,...  sera  rationnelle  et  semblable  à la  quantité 
P>p->Pi-‘-'>  donc,  si  l’on  fait 

P=p,p,p,.,,,  n :=  ST.  (Si  S),.  . . , 

on  aura  Pfl  = p,vi, p^rs^p^xi^...-,  mais  en  multipliant  p pars  et  nom- 
mant le  produit  q,  on  trouvera,  à cau.se  de  a"  = i , 

T -f-  V a \ -+-  X (I*  ^ .A’  -+-  \ (é  V A*  a- , . . = 

T,  V,  X,...  étant  des  fonctions  rationnelles  de  t,  u,  x 5,  a,  |,...  et  .A  ; 

donc  si  l’on  fait  de  même 

Q = q,q,q,..., 

la  quantité  Q sera  rationnelle  et  semblable  à P et  à II,  et  l’on  aura 
Q =Pn. 
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Dr  I»  OU  voit  (|uc,  si  l’on  mnlli|)lif  i‘iis('ml)lc  aulHiit  de  rom-lioiis  srm- 
bhililfs  il  P i|u’oii  voudra,  U>  produit  sora  toujours  aussi  uni'  fonrtioii 
si-iiildal>li'. 

Doue,  si  l’oii  (•lève  1*  à uiu'  puissance  i|uelcuiu|ue,  cette  puissance  sera 
toujours  aussi  une  funelion  semlilalile  à sa  racine. 

Pour  trouver  en  (général  l’expression  d’une  puissance  quelcuni|ue  P"', 
Il  faudra  trouver  d’abord  celle  de  />"•,  qui  sera  nécessairement  de  la  forme 

T a Va  î A ^ Xa’  î A'  ^ Va*  y A"  -i- . . 

et  alors  on  anra  P'"  p“ 

Soit  doue  en  général 

p~  T + \ a y A -<  \a’  ÿ V‘  ^ \ a'  ÿ'  A’  -t  ...  ; 

eoinme  cette  équation  doit  être  identii|ue,  et  par  conséquent  avoir  lieu 
pour  toutes  les  valeurs  de  a,  on  aura  celles-ei 

^7  T -t-  A a,  y A ^ X aj  y À'  -i-  V a|  î A*  -i-  , . . , 

/<7'  = T -f-  A a,  y A -I-  \a\  y ,A'  -e  A aJ  y A*  -e  . . . , 

= T ^ A a,ÿ  A -I- XaJ  V A' -,  VaJ  y A’ -e  . . . , 

qui  seront  au  nombre  de  n;  donc,  comme  les  qnantilés  T,  V,  X,  A',... 

sont  aussi  au  même  nombre,  on  pourra  les  déterminer  à l’aide  de  ces 
mêmes  eipiations,  et  il  est  facile  de  voir  qu’à  cause  que  a,,  a,,... 

sont  les  racines  de  l’équalion  a"  — i = o.  dont  tous  les  termes  intermé- 
diaires maiu|uenl,  on  aura 


P? s: 

n 


A 

p7 

-t-a^'/>7 

"’I  ' 

nÿ 

A 

\ 

«7“*P7 

-^a^'p7 

-1-  . , . 

"I 

' p7 

-1-  a?-'  pr 

-f- 

Ta""' 
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expres-sioiis  qui  fli'viondrnni  raliuiinellcs  par  la  subslilutiun  df»  valeurs 
de  /»7<  /'a*  /'s comme  il  esl  facile  de  s’en  convaincre  par  cette  consi- 

dération i|ue  l'on  a 


û,  H-  Û,  4-  fl, 4-  . . . 

= 0, 

a;  -(-  (ij  -t-  a;  . 

,t=  0, 

a!  -4-  a!  + a'  . 

. = 0, 

+ ^ + + 

.=  /ï. 

07'^'  -,  a7*'  -1-  07*' 

s 

II 

+ 

al"  a'"  ay  . 

. . =r  /I, 

et  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu’on  pourra  avoir  les  valeurs  de  T.  V,  X 

indépendamment  des  racines  a,,  a,,  a, 

O'tte  même  considération  suHit  aussi  pour  faire  trouver  en  général  la 
valeur  de  P = p,p,p,...  sans  connaître  les  racines  a,,  a„  a,....;  car,  si 
l'on'  fait 

p,  + p,  + p.  a, 

i>‘-^p\+p‘,-i--=r. 


et  ensuite 


9. 


C 


ah  — Pa  -hy 
~3 


ac  — ph  -h  ya  — i 

4 ’ 


la  (|nantité  P sera  égale,  comme  on  sait,  au  ternie  n""'  de  la  .série  a,  b. 
c,  d ; mais  il  est  facile  de  voir  que  les  valeurs  de  a,  y,...  ne  peu- 
vent contenir  d’autres  fonctions  des  racines  a„  a„  (|uc  la  somme 

de  ces  racines,  ou  de  leurs  carrés,  ou  de  leurs  cubes,  etc.;  donc,  etc. 

Kn  général,  il  est  évident  i]ue  la  quantité  P n’est  autre  chose  (|ue  le 
Il  67 
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iliTnit‘1-  ItTiiip  dpr<'>quation  dont  les  raoinos  scraiont  p,.  p,,  p,,...,  c'est- 
à-dire  de  l’équation  qui  résultera  de  celle-ci 

I + ua  V A xa’  V’  -4- . . . p, 

en  la  délivrant  des  quantités  radicales  et  rordoniiant  ensuite  par  rapport 
A p,  ou  liien  (ce  qui  revient  au  inéine)  de  l'équation  résultante  de  l’éli- 
iiiination  de  ta  dans  ces  deux-ci 


/ -e  «ot  -e  yW  -t- . . . y4, 

'■)"  — A = O. 

Soit  n = 2,  en  sorte  (|ue 

p — ! ua^K  cl  a’  — i = o. 

on  trouvera 

P = /=—  Au'; 

c’est  le  cas  que  nous  avons  examiné  plus  haut  ( 1 ). 

Soit  n = 'i,  en  sorte  que 

p — ! Jr  ua  V A -t-  jru’  A’  el  a"  — i = o, 


on  trouvera 

P -4-  A u‘  — 3 A tux  -t-  A’x*. 
Donc,  si  l’on  fait  de  même 


n = Aw*-  3A9v5  -e  A'f>. 

le  produit  Pli  sera  de  la  même  forme,  c’est-à-dire  ((u’oii  aura 
pn  =T'  -h  AV-  3ATV\  A'\’, 
et  pour  avoir  les  valeurs  de  T,  V et  X on  considérera  (|ue 

m=:S-t-aajA  4-  ^a-  J A’, 
piA  = T -+  Va  J A 4-  \a'-  y A', 

d’oil  l’on  aura 

T = /9-4-A(uÇ-4-  ux). 

V = tu  -I-  Su  4 AxÇ. 

\ = /ï  -e  Ox  -t-  uu. 
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Si  l'on  l'aisail  .r  = n cl  - = o,  les  (|uaiitités  P et  II  deviendraient 
/*  -e  A «’  et  fl*  -t-  A u‘, 

mais  leur  produit  ne  serait  plus  de  la  même  forme,  à caus»'  i|iie  la  <|uan- 
lilê  X ne  deviendrait  pas  nulle. 

Soit  n — ('4.  en  sorte  <|ue 

/>  = / + lui  v'A  -t-  .Ta'  V A*  ■+■  ra’  J Â*  et  <j*  — 1 = o. 
on  trouvera 

P = /*  — A[2f’(x’+  «>■)—  4t«'j  -e  A’(4<.i'r’-i-  ar*—4<«’.v  + *«’.»■’)—  A’»  *, 

et  le  produit  d'autant  de  fonetions  de  eette  forme  qu’on  voudra  sera  tou- 
jours une  fonction  de  la  même  forme,  et  ainsi  de  suite. 

IV. 

Si  l’on  avait  à résoudre  l'êqualion 

r'  — Ai*  = V", 

il  est  évident  qu’on  y parviendrait  si  l’on  pouvait  rendre  elia(|ue  farteur 
de  r"  — Ay,  comme  r—as\A,  égal  à une  puissance  m''”",  a étant  tou- 
jours une  des  racines  de  l'équation  a" — 1 = o. 

Soit  donc  en  général 

r — sayK=pr, 

en  sorte  que 

/»  = V r — la  V A . 

il  est  facile  de  concevoir  (|ue  la  valeur  de  p ne  peut  être  exprimée  que  de  t 

celte  manière 

/)  r=  / -t-  «a  J \ -t-  xa'  " A’  •+■  ya'  v A*  -t- . . . -e  za"~'  v'  A*~'  ; 

cette  <|uanlité  étant  élevée  à 1a  puissance  m,  on  aura  (numéro  précédent^ 

/r=zT^\al\^  \a'  ÿT*  -t-  Va*  J' A* -f- . . . -h  Za*-'  Î'A-^'  ; 

II7. 
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iliinc 

f = T,  s = — V 1*1  X = O,  V O,  Z — O, , 

i‘l  la  vaU-ur  dt-  </  sera  égale  à 

Donc  le  Problème  sera  résoluble,  au  moins  par  cetCe  méthode,  toutes 
les  l'ois  (|u’on  pourra  satisfaire  aux  équations 

\ ==  O.  V =.^  O,  Z = O, ...  ; 

mais,  qnoi(|ue  ees  équations  ne  soient  qu'au  nombre  de  n — 2,  et  (|ue 
les  indéterminées  t,  u,  x,...  soient  au  nombre  de  n,  il  arrivera  bien  sou- 
vent qu'il  ne  sera  pas  pos.sible  de  les  résoudre  rationnellement. 

Le  cas  lie  n = 3 ayant  déjà  été  examiné  (T;,  faisons  n = 'i,  l't  l'on 
aura 

l>  — t + ua  J C -e  ra‘  I K'. 

Soit  maintenant  m = 3,  en  sorte  (pi'il  s'agisse  de  résoudre  l'équation 
r‘  — \s‘  ■=:  I/’, 

et  faisant  le  carré  de  p,  on  aura 

p‘  = l‘  -i-  2 Mar  A -t-  ( Ax‘  + 7.  tu)  a l’  \ ■¥  { u'  -t-  2 (ar)a’  ÿ A’, 
en  sorte  (|u'on  aura 

T = /'  -t-  2 A ux, 

V — K X’  -i-  7 tu, 

\ =r  H'  -e  7tx; 

par  cotiseqnent. 

r = /'  H 2 A Hx, 
s — — .\rr’  — 7 tu, 

et  l'éi|uation  à la(|uelle  il  faudra  satisfaire  sera 

M'  -e  2 ta-  = o, 

laquelle  donne  sur-le-<-bamp 

M- 
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dr  sorte  (|ireri  sul>slilu»iil  rell**  valeur  de  æ dans  celles  de  rel  j.  «ni  aura 

A «* 

r =:  /*  — » 

/ 

\ M* 

A lit'  <!  - on  trouvera,  eoniitie  iliiiis  le  numéro  |iréeé(lenl, 

</  = t’  4-  \U'  — 3 A/HX  H-  \'j“, 

ou  liieii,  eu  •oiliNtiliiaul  pour  x sa  valeur  — 


7 = /’  -e 


5 A u' 


K/>  ■ 


Si  l’on  voulait  éviter  les  rraelious,  il  u’y  aurait  (|ii'à  multiplier  rel  s par 
le  eai  re  'i/’,  et  q par  le  eiihe  8/’,  et  l’ou  aurait  plus  sinipleiui'ul 


r = .}/(/’—  Au*). 

1 = — «(8/*  + Au’), 
q — H/‘  + ao  Aeu’  — A’u‘. 

Soit  m = 3,  en  sorte  que  l’équation  à résoudre  soit 


r’  — Ks‘  — q'  -, 

ou  fera  le  culte  de  p,  et  l’on  aura 

^ -e  A u’  -4-  6 A / ujr  A’  x* 

-t-  3(/’u  + Au*x  4 A<x’)«v  A 4-  3(/h*  4-  t'r  4-  Ahx’)u’v  A*. 

d’tiil 

T = t*  4-  A u’  4-  8 A t ux  4-  A’x*. 

A’  = 3 /’  H 4-  3 A ( u’x  4-  tx‘  ), 

\ = 3{lu‘  -¥■  tx‘  4-  A ux*)  ; 

ainsi  l’on  aura 

r = /*4-  Au*  4- G A/ux  4-  A’x’, 

1 = — 3t'u  — 3 A (/X*  4-  u’x), 
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cl  il  taiidr»  qu’on  ait  X = o,  savoir 

tu’  -I-  t’a:  A ux‘  — o ; 

ijuaiit  à la  valeur  fie  q,  elle  sera  la  même  que  ei-dessus,  savoir 
ry  = -V  ,\  H*  — 3 A ( ux  + A’  x’. 

Ainsi,  (mile  la  dillieiilté  se  réduit  h résoudre  réqualioii 
tu'  /'X  4 A HX'  = o, 

e’esl-k-i!ire  à trouver  une  valeur  quelconque  rationnelle  de  l,  ou  de  u, 
on  de  X,  qui  satisfasse  à celte  équation. 

Pour  la  mettre  sous  une  forme  plus  simpfe,  faisons  ti  = /l,  x=/gt, 
et  ilivisant  par //’,  on  aura 

ou  hien,  divi.sant  par/tf, 


soit  de  plus  4,  -h  - = A,  4i  — - = on  aura 

' f H fs 

i=h<-  /■: 
fs 

donc  l'équation  précédente  deviendra  eelle-ci 


A — 


r'est-à-dire 


4A  = A(A  -e  / )(A  - /); 
soit  encore  / = t/i,  et  l’on  aura 


4A  = A’(i- A'), 

r’(‘sl-à-dire  (|ue  devra  être  un  culte . et  par  conséquent  «pie 

"X  i\ 

aA’(i  — 4")  devra  en  être  un  aussi,  dont  la  racine  sera 
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Mais,  ninime  nous  ne  nous  proposons  pas  ici  «le  traiter  cette  matière 
à I'uikI,  nous  ne  nous  y arrêterons  pas  ilavantage  (|uant  à présent;  nous 
oliserverons  seulement  (jue  ,M.  de  Fermât,  prétend . dans  ses  Hemarqiies 
sur  Diophante,  avoir  démontré  en  général  ce  théorème.  i|uc  l’éipiation 

r‘  + s“  — ij" 

n’est  jamais  ré.soinhie  d’une  manière  rationnelle  lor.sijue  n surpasse  a; 
mais  ce  Savant  ne  nous  a pas  laissé  sa  démonstration,  et  il  ne  parait  pas 
(jue  personne  l’ait  encore  trouvée  jus(|u’à  pre.sent.  M.  Kulera,  à la  vé- 
rité, démontre  ce  théorème  dans  le  cas  de  n = i et  de  n = 4,  par  une 
analyse  particulière  et  très-ingénieu.se,  mais  (|ui  ne  parait  pas  applicahle 
en  général  à tous  les  autres  cas;  ainsi,  ce  théorème  est  un  de  ceux  <|ui 
restent  encore  à démontrer,  et  ijiii  méritent  le  plus  l’attention  des 
Clé‘omètres. 
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ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES". 


{ Mrmiures  Hr  V 4(Qdémiv  ntyale  iir>>  Scirnm  et  Brties‘/jrtl/r% 
ftrBrrIm.l.  XXIll,  1769.) 


Viêle  <*sl  le  premier  qui  ait  lâché  de  donner  une  méthode  générale 
pour  résoudre  le.s  équations  numériques;  mais,  quoique  cette  méthode 
ail  été  ensuite  perfectionnée  et  simplifiée  à quelques  égards  parHarriot, 
Ougired,  Pell,  etc.,  elle  est  encore  si  compliquée  et  si  rehulanle  par  le 
grand  nombre  d’opérations  qu’elle  demande,  que'  les  Géomètres  parai.s- 
seut  l’avoir  entièrement  abandonnée.  Celle  (|ue  l’on  suit  coininunémeni 
est  due  à Newton,  et  elle  est  trè.s-faeile  et  très-simple.  Il  faut  supposei- 
seulement  (lu’on  ait  déjà  trouvé  la  valeur  de  la  racine  qu’on  eherehe, 
approchée  au  moins  jusqu’à  sa  dixième  partie  près;  alors  on  égale  celte 
valeur,  plus  une  nouvelle  inconnue,  à celle  de  l’équation  proposée,  et, 
fai.sant  la  substitution,  on  a une  seconde  équation  dont  la  racine  est  ce 
i|u’il  faudrait  ajouter  à la  première  racine  approchée  pour  avoir  la  racine 
exacte;  mais  comme,  par  l’hypothèse,  ce  qui  reste  à ajouter  à la  pre- 
mière valeur  de  la  racine  est  moindre  qu’un  dixième  de  celle  racine,  on 
peut,  dans  l’équalion  dont  il  s’agit,  négliger  le  carré  et  les  puis.sances 
plus  hautes  de  l'inconnue;  de  sorte  que,  l'équalioii  étant  ainsi  réduite  au 
premier  degré,  on  aura  sur-le-champ  la  valeur  de  l’inconiiue  en  déci- 

Lu  à I Académir'  le  %o  avril  1769. 
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mules;  eelte  valeur  ne  sera  (ju’aiipruehée , mais  on  pourra  s’en  servir 
pour  eu  trouver  une  autre  plus  exacte  en  faisant  sur  la  seconde  équation 
la  niènie  opération  ()ue  sur  la  première,  et  ainsi  de  suite.  De  cette  ma- 
nière, ou  trouve  à cha(|ue  opération  de  nouvelles  décimales  à ajouter  ou 
à retrancher  de  la  valeur  de  la  racine  déjà  trouvée,  et  l’on  a par  consé- 
(|ueiit  cette  racine  d’autant  plus  exactement  qu’on  pousse  le  calcul  plus 
loin. 

On  peut  au.s.si,  comme  l’a  pratiqué  Hallev,  revenir  toujours  à la  pre- 
mière équation  proposcie,  en  y substituant  à la  place  de  l’inconnue  la 
valeur  de  la  racine  de  plus  en  plus  approchée  et  augmentée  d’un  reste 
inconnu,  ce  (|ui  parait  en  <|ucl(|ue  façon  plus  simple  et  plus  commode. 

Telle  est  la  méthode  usitée  pour  résoudre  les  équations  numériques 
par  approximation.  Plusieui's  savants  Géomètres  se  sont  appliqués  à la 
rendre  encore  plus  exacte  et  plus  facile,  soit  en  ayant  égard  aux  termes 
où  l’inconiiue  est  au  second  degré,  .soit  en  donnant  des  formules  géné- 
rales à l'aide  desquelles  ou  puisse  trouver  sur-le-champ  la  valeur  de  la 
fraction  qui  est  le  reste  à ajouter  à la  racine  approchée:  mais  aucun 
d’eux  ne  parait  avoir  fait  attention  aux  inconvénients  ou  plutôt  aux  im- 
perfections qui  se  trouvent  encore  dans  eelte  méthode;  du  moins  per- 
sonne, que  je  .sache,  n’a  donné  jii.squ’h  présent  les  moyens  d’y  remédier. 

I.a  premièix!  et  la  principale  de  ces  imperfections  consiste  en  ce  qii’il 
faut  supposer  qu’on  ail  déjà  trouvé  la  valeur  de  la  racine  cherchée,  ap- 
prochée jusqu'à  sa  dixième  partie  près;  car,  comme  on  n’a  point  encore 
lie  ri’gle  générale  et  sûre  pour  trouver,  dans  une  équation  quelconque, 
la  valeur  a|iprochée  de  chacune  de  ses  racines  réelles,  la  méthode  dont 
il  s’agit  n’est  proprement  applicable  qu’aux  cas  où  l'un  conuait  d’avance 
à peu  près  la  valeur  de  la  racine  qu’on  cherche.  11  est  vrai  que  Rolle  a 
donné  une  méthode,  (|u’on  appelle  des  cascades,  pour  approcher  des 
racines  des  équations  numériques  aussi  près  que  l’on  veut;  mais  celte 
méthode  n’est  pas  toujours  sûre,  surtout  lorsqu'il  y a dans  l’équation 
des  racines  imaginaires,  auquel  cas  elle  laisse  toujours  en  doute  si  ces 
racines  sont  réelles  ou  non.  (Voyez  \’ Algèbre  de  Rolle,  chap.  III  et  VI  du 
livre  II.)  ■ 
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Une  .seromle  imperfection  regarde  la  nature  même  de  la  méthode  par 
laquelle  on  approche  de  la  valeur  de  la  racine  cherchée;  suivant  celle 
méthode,  on  néglige,  h chaque  opération,  des  termes  dont  on  ne  connaii 
pas  la  valeur:  de  .sorte  qu’il  est  impossihle  de  pouvoir  juger  de  la  quan- 
tité lie  l'approximation,  et  de  s'assurer  du  degré  d’exactitude  qui  doit 
résulter  de  chaque  correction. 

D'ailleurs,  ne  pourrait-il  pas  arriver  ipie  la  série  qui  donne  la  racine 
cherchée  fut  très-peu  convergente,  ou  même  qu'elle  devint  divergente 
après  avoir  été  convergente  dans  ses  premiers  termes?  .\u  moins,  il  n’est 
pas  démontré  que  cela  ne  puisse  jamais  avoir  lieu  dans  la  méthode  dont 
nous  parlons. 

Enfin,  quand  même  la  série  serait  toujours  convergente,  il  est  clair 
qu’elle  ne  donnerait  jamais  qu’une  valeur  approchée  de  la  racine  dans  le 
cas  même  où  elle  serait  égale  à un  nomhre  commensurahle.  Il  est  vrai 
que  l’on  a des  méthodes  particulières  pour  trouver  les  racines  coinmen- 
surahles;  mais  c’est  toujours  une  grande  imperfection  de  la  méthode 
dont  il  s’agit  de  ne  pas  donner  la  valeur  exacte  de  ces  racines. 


I . — Méthode  pour  trouver,  dons  une  éi/uution . uuuiéritpie 
quelconque , la  valeur  entière  la  plus  approchée  de  chacune 
de  ses  racines  réelles. 

1 . Thorème  1.  — Si  l’on  a une  équation  quelconque.,  et  que  l’on  trouve 
deux  nombres  tels,  qu’étant  substitués  successivement  à la  place  de  l'incon- 
nue de  cette  équation,  ils  donnent  deux  résultats  de  signe  contraire,  l’équa- 
tion aura  nécessairement  au  moins  une  racine  réelle  dont  la  valeur  sera 
entre  ces  deux  nombres. 

O théorème  est  connu  depuis  longtem|is,  et  l’on  a coutume  de  le  dé- 
montrer par  la  théorie  des  lignes  courhes;  mais  on  peut  aussi  le  démon- 
trer directement  par  la  théorie  des  équations,  en  cette  sorte.  Soient  x l’in- 
connue de  l’équation,  et  «,  7,...,  ses  racines;  l’équation  se  réduira. 
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niniiiic  on  sait,  à cette  forme 


(æ- — a)  (x  — — y)  . . . = 0. 

Or.  soient  p q les  iioinl>res  qui.  substitués  par  x,  (loiiiieroiit  îles  résul- 
tats lie  si^'ne  contraire,  il  faudra  donc  que  ces  deux  quantités 

(/'  — a)(/'  — r^H/'  - y)-  • 

(?  - a)(y  — ?)('/  - y)-  • ■ . 

soient  de  signes  différents;  par  conséquent,  il  faudra  qu’il  y ait  au  moins 
deux  fadeurs  correspondants  comme  p — ar  et  q ~ 9.,  qui  .soient  de 
signes  contraires;  donc  il  y aura  au  moins  une  des  racines  de  l’équa- 
tioii,  comme  ar.  qui  sera  entre  les  nombres ^et  q,  c’est-à-dire  plus  petite 
que  le  plus  grand  de  ces  deux  nombres,  et  plus  grande  que  le  plus  piUit 
d’entre  eux;  donc  celte  racine  sera  nécessairement  réelle. 

■l.  OnioLLviiiE  I.  — Üonc.  si  les  nombres  p H q tie  dilléretll  l’iiu  de 
l’autre  ipie  de  l’unité  ou  d'une  quantité  moindre  que  l'unité,  le  plus 
petit  de  ces  nombres,  s’il  est  entier,  ou  le  nombre  entier  ([ui  sera  imine- 
diatement  moindre  que  le  plus  petit  de  ces  deux  nombres,  .s'il  n'est  pas 
entier,  sera  la  valeur  entière  la  plus  approchée  d'une  des  racines  de  l'é- 
quation. Si  la  différence  entre  p et  q est  plus  grande  que  l'unité,  alors, 

nommant  n,  n — i,  /i  2 les  nombres  entiers  qui  tombent  entre  p 

et  q.  il  est  clair  (|ue  si  l’on  substitue  suecessiveinenl,  à la  place  de  l’in- 
connue, les  nombres 

//,  «,  n -e  I.  «-t-i, ..., 

on  trouvera  nécessairement  deux  substitutions  ('unsecutives  qui  donne- 
ront des  résultats  de  signes  diHérenls;  donc,  puisque  les  nombres  qui 
donneront  ces  deux  résultats  ne  dillérent  entre  eux  que  de  l’unité,  on 
trouvera,  comme  ci-de.ssus.  la  valeur  entière  la  plus  approchée  d’une 
des  racines  de  l'équation. 

3.  (àfaoLLAiRE  II.  — Toute  équation  dont  le  dernier  terme  est  néga- 
tif, en  suppo.sant  le  premier  positif,  a iiéces.saireinent  une  racine  réelle 
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positivu,  dont  on  pourra  trouver  la  valeur  entière  la  plus  approeliée  en 
.substituant,  à la  place  de  rincuiinue,  les  noinlirt-s  o.  i . a,  3,...,  jusqu'à 
ce  (jue  l’on  rencontre  deux  substitutions  qui  donnent  ik‘s  résultats  de 
si^iie  contraire. 

&>r,  en  supposanl  le  premier  terme  .r™.  et  le  dernier  — H (H  étant  un 
nombre  positif),  on  aura,  en  faisant  x = o,  le  résultat  négatif  — H,  et 
en  faisant  x = ce  , le  résultat  positif  x donc  on  aura  ici  p = o et 
ÿ = X , donc  les  nombres  enliei-s  intermédiaires  seront  tous  les  nom- 
bres naturels  i,  a,  3,...;  donc,  etc.  (Corollaire  précédent). 

De  là  on  voit  : 

i“  Que  toute  équation  d’un  degré  impair,  dont  le  dernier  terme  est 
négatif,  a nécessairement  une  racine  réelle  positive: 

a"  Que  toute  équation  d’un  degré  impair,  dont  le  dernier  terme  est 
positif,  a nece.ssairement  une  racine  réelle  négative:  car,  en  changeant  x 
en  — X,  le  premier  terme  de  l’équation  deviendra  négatif:  donc,  cbaii- 
geant  tous  les  signes  pour  rendre  de  nouveau  le  premier  terme  positif, 
le  dernier  deviendra  négatif:  donc  l’équation  aura  alors  une  racine  ré'elle 
positive:  par  conséquent,  l’équation  primitive  aura  une  racine  réelle 
négative: 

3®  Que  toute  équation  d’un  degré  pair,  dont  le  <lernier  terme  est  né- 
gatif, a néce.ssairement  deux  racines  réelles,  l’une  positive  et  l’autre  né- 
gative: car  premièrement  elle  aura  une  racine  réelle  positive:  ensuite, 
comme  en  changeant  x en  — x le  pirmier  terme  demeure  positif,  la 
transformée  aura  aussi  une  racine  réelle  positive;  donc  l’équation  primi- 
tive en  aura  une  réelle  et  négative. 

l.  UF.MVRgiiE.  — t’.omme  on  peut  toujours  changer  les  racines  néga- 
tives d’une  équation  (juelcouque  en  positives  en  changeant  siuilement  le 
signe  de  l’inconnue,  nous  ne  considérerons  dans  la  suite,  pour  plus  de 
simplicité,  que  les  racines  positives;  ainsi,  quand  il  s’agira  d’examiner 
les  racines  d’une  équation  donnée,  on  considérera  d’alwrd  les  racines 
positives  de  cette  équation,  ensuite  on  y changera  les  signes  de  tous  les 
termes  où  l’inconnue  se  trouvera  élevée  à une  puissance  impaire,  et  l’on 
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(■itiisi(](-rt‘ra  de  iikmiic  Ifis  racines  positives  de  cette  nouvelle  équation; 
ces  racines  prises  en  moins  seront  les  racines  népatiws  de  la  proposée. 

.5.  Thkokèmi:  II.  — dans  une  équation  quelconque  qui  ait  une  ou 
plusieurs  racines  réelles  et  inéf'ales.  on  substitue  successivement  à la  place 
de  l'inconnue  deuæ  nombres  dont  l'un  soit  plus  grand  et  dont  l'autre  soit 
plus  petit  que  l'une  de  ces  racines,  et  qui  différent  en  même  temps  l'un  de 
r autre  d’une  quantité  moindre  que  la  différence  entre  cette  racine  et  cha- 
cune des  autres  racines  réelles  de  l'équation,  ces  deux  substitutions  donne- 
ront nécessairement  deiur  résultats  de  signes  contraires. 

En  ell'et,  soient  « une  des  racines  réelles  et  inégales  de  l’équation,  et 
y.  a,...  les  autres  racines  quelconques;  soit  de  plus  p la  plus  petite  des 
dill'érences  entre  la  racine  « et  chacune  des  autres  racines  réelles  de 
l'équation:  il  est  clair  (|u’en  prenant  />>«,  q -C«  fl  p — 9<iP’ 
quantités  p — a,  q — « .seront  de  signes  contraires,  et  que  les  quantités 
P — fi,  P — seront  chacune  de  même  signe  que  sa  correspondante 
q — jS,  9 — y,...:  car,  si  /»  — P ? — P étaient  de  signes  contraires,  il 
faudrait  que  (S  fut  aussi  compris  entre  p et  q,  ce  qui  ne  se  peut.  Donc  les 
lieux  quantités 

{p—  a)ip-p){p-y)..., 

(V  — a)(r/  — 3)(i/-y)..., 

c'est-à-dire  les  résultats  des  substitutions  de  p et  q à la  place  de  rincon- 
nue  ir  (1^,  seront  nécessairement  de  signes  contraires. 

6.  ConoLLAiRK  1.  — Donc,  si  dans  une  équation  quelconque  on  sub- 
stitue successivement  à la  place  de  l’inconnue  les  nombres  en  progres- 
sion arithmétique 

(A)  O,  A,  a A.  3A,  4 A 

les  résultats  correspondants  formeront  une  suite  dans  laquelle  il  y aura 
autant  de  variations  de  signes  que  l'équation  proposée  aura  de  racines 
réelles  positives  et  inégales,  mais  dont  les  dill'érences  ne  soient  pas 
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inuitidres  t|ue  la  tliirércnci*  ^ de  la  progression.  De  sorte  (|Ue,  si  l'on 
prend  A égale  ou  moindre  «pie  la  plus  petite  des  dill'érenees  entre  les 
dill'érentes  raeines  positives  et  inégalés  de  réquatinn,  la  suite  dont  il 
s’agit  aura  néeessairetnent  autant  de  variations  de  signe  (pie  l'éipiation 
euntiendra  de  raeines  nielles  positives  et  inégales. 

Donc,  si  la  dill'érenee  A est  en  niènie  temps  égale  ou  moindre  (pie 
runilé,  on  trouvera  aussi  par  ce  moyen  la  valeur  entière  a|ipr(K  li(V  de 
ehaeiine  des  raeines  nielles  positives  et  inégales  de  réquation  (2). 

Si  l’équation  ne  peut  avoir  qu’une  seule  racine  réelle  et  positive,  ou 
si  elle  en  a plusieurs,  mais  dont  U‘s  dilléreiiees  ne  soient  pas  moindres 
que  l’unité,  il  est  clair  qu’on  pourra  l'aire  A = i , e’est-ii-diif  qu’on  pourra 

prendre  les  nomhres  naturels  o,  i,  a,  3 pour  les  sulislitiier  à la  place 

de  rinronnue;  mais,  s’il  y a dans  ré(|uatiun  des  raeines  inégales  dont 
les  dilfénmces  soient  moindres  que  Tunité,  alors  il  faudra  prendre  A 
moindre  (]ue  l’unité  et  telle  qu’elle  soit  égale  ou  moindre  que  la  plus 
petite  des  dilférences  entre  les  racines  dont  il  s'agit;  ainsi,  la  dilllculté 
se  réduit  à trouver  la  valeur  qu’on  doit  donner  à 'A,  en  .sorte  qu’on  soit 
assuré  (pt’elle  ne  surpas.se  pas  la  ]dus  petite  (h’s  dill'('*rences  entre  les  ra- 
cines positives  et  int*gales  de  réquation  proposée.  C’est  l’objet  du  Pro- 
blème suivant. 

7.  CoBOLi.KRK  II.  — Toute  équation  (pii  n’a  qu’un  seul  ebangemeiil 
de  signe  ne  peut  avoir  (|u’une  seule  racine  réelle  po.sitive. 

Il  est  d’abord  clair  (|ue  l’équation  aura  nécessairement  une  racine 
«'•elle  po.sitive,  à cause  (|ue  son  dernier  ternie  sera  de  signe  diirérent  du 
premier  (3). 

Or,  soient  (en  supposant  le  premier  terme  positifcomme  à l’ordinaire; 
X la  somme  de  tous  l(*s  termes  positifs  de  l’équation,  et  Y la  somme  (b- 
tous  les  négatifs,  en  sorte  ipie  l’i’quation  soit  X — V = o;  et,  puis(pi'il 
n’y  a par  l’iiypotbèse  cpi’un  seul  cliaiigement  de  signe,  il  est  clair  que  les 
puissances  de  l’inconnue  J-  du  polynôme  X seront  toutes  plus  liantes  ipie 
celles  du  polynôme  Y:  de  sorte  que,  si  af  est  la  plus  petite  puissance 
de  X dans  le  polynôme  X,  et  (pi’on  divi.se  les  deux  polynômes  ,X  et  Y 
il.  6i, 
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|iîir  .1^,  hi  (|iiantité  ^ ne  eonlientlra  que  des  puissanees  positives  de  x,  et 
la  quantité  ~ ne  contiendra  que  des  puissanees  négatives  de  x;  d'où  il 
s'ensuit  que,  x croissant,  la  valeurde  ^ devra  eroitre  aussi,  et,  x diiiii- 
iiiiant,  P diminuera  aussi,  à moins  que  le  polynôme  X ne  contienne 
que  le  seul  terme  x',  auquel  cas  ~ sera  toujours  une  quantité  constante; 

V *• 

au  contraire,  x croissant,  la  valeur  de  — diminuera  nécessairement , et, 

JT 

X diminuant,  ^ ira  en  augmentant.  Or,  soit  a la  racine  réelle  et  positive 
de  réqualion,  on  aura  donc,  lorsque  x = «,  X --  V;  donc  aussi  ^ 
donc,  en  substituant  au  lieu  de  x des  nombres  quelcon(|iies  plus  grands 
qui'  «,  on  aura  toujours  ^ et  par  conséquent  X — Y égal  à un 

nombre  positif;  et,  en  substituant  au  lieji  de  x des  nombres  moindres 
que  a,  on  aura  toujours  jp  •<  — > et  par  conséquent  X — Y'  égal  à un 

nombre  négatif;  donc  il  sera  impossible  que  réipiation  ait  des  racines 
réelles  positives  plus  grandes  ou  plus  petites  que  a.  ’ 

S.  Problème.  — fVie  riinalion  quelconque  élant  donnée,  trouver  une 
autre  équation  dont  les  racines  soient  les  différences  entre  les  racines  de 
l'équation  donnée. 

Soit  donnée  l'équation 

(B)  a-—  + Bx-  ’ — Cx"  'a- O. 

On  sait  que  x peut  être  indiiféremment  égal  à une  queleoni|ue  de  ses  ra- 
cines; or.  Soit  X,  une  auli'e  racine  quelconque  de  la  même  éi|uation.  en 
sorte  que  l'on  ait  aussi 

xT  — Ax'i’-'  -H  B.r“  -’  — Cx7  ’ + ...  = O, 

et  soit  U la  dilférence  entre  les  deux  racines  x et  x,,  de  manière  iiue  l'on 
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ail  X,  = x + «;  siihstiluani  iTtlc  valoiii-  tli*  x,  dan.s  la  dernièri'  équalion, 
cl  ordonnant  Ifs  ItTincs  par  rapport  à u,  on  aura  une  équation  en  it  du 
mémo  degré  m,  la()uelle,  en  eommençant  par  les  derniers  termes,  sera 
de  eette  forme 

X -e  V U + Z «'  -e  V «•  -e . . . 4-  (<”  = O, 

les  eoellieieut.s  X,  Y,  Z,...  étant  des  fonetions  de  x lelle.s  que 

X=  X"— .4x“~' -e  — Cx"  ’-e..., 

4 —mjc“  ' — ( ni  — i)  \x“->  4-  (ni  — a) Bx"  ’ — . . 

Z = (m-i)(ni-i) 


e'est-à-dire 

v_  ' 

' dx  ' 3 dx'  ’ *.3  dx'  ’ 

Donc,  puisque  par  ré(|uation  donnée  (B)  on  a X =o,  l'équation  préeé- 
dente  étant  divi.sée  par  « deviendra  eelle-ei 

( ) V ,-e  Z U 4-  V 4- . . . 4-  ur-'  = O. 

Cette  équation,  si  l'on  y substitue  pour  x une  quelconque  des  racines  de 
l’equation  (B),  aura  pour  racines  les  dilférences  entre  cette  racine  et 
toutes  les  autres  de  la  même  équation  (B);  donc,  si  l'on  combine  les 
équations  (B)  et  (C)  en  éliminant  x,  on  aura  une  équation  en  u dont  les 
racines  seront  les  dilférences  enire  cbacune  des  racines  de  l'équation  (B) 
et  toutes  les  autres  racines  de  la  même  équalioit;  ce  sera  l’é(|ualion 
eberebée. 

Mais,  sans  exécuter  cette  élimination  qui  serait  souvent  fort  labo- 
rieuse, il  sullira  de  considérer  : 

i"  Que  a,  jS,  étant  les  racines  de  réi|uation  eu  x,  celles  de  l'équa- 
tion en  u seront 

a - a — y p - a.  ? — y y — a.  y - ^ 

d’où  l’on  voit  que  ces  racines  seront  au  nombre  de  /n  (w  — i ;,  et  (|ue  de 

■ t*». 
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plus  elles  s<‘ront  égales  deux  à deux,  el  de  signes  e.onlraires;  de  sorte 
i|ue  ré<|ualion  en  u manquera  nécessairement  de  toutes  les  puissances 
impaires  de  «.  Donc,  en  faisant  ^ = « et  «’  = e,  ré(|uation  dont 
il  s'agit  sera  île  cette  forme 

(II)  e*  — ée*"*  — ci-^  • -e  . . . = o; 


a“  Que  (a  — P)’,  (a  — y/,  (,S  — y)’,...  étant  les  dillérentes  valeurs 
de  e dans  l’équation  (D),  le  coellicient  a sera  égal  à leur  somme,  le 
coellieicnt  h à la  somme  de  tous  leurs  produits  deux  à deux.  etc.  Or  il 
est  facile  de  voir  que 

(*-?)»  + (* -y)>  4-0- /)’  + ...  = (m  - I)(a> -t-  ?■-!  y>4-...) 

— a/  40y  4 • ■ 


mais  on  sait  que 


donc  on  aura 
savoir 


-t  a£y4“^y4“...  — B, 

a’  4-  |3’  4-  y’  -4- . . . = A’  — i B ; 
a — {m  — aB)— ïB, 

Il  = (m  — i)A’  — xmU; 


et  l'on  pourra  de  la  même  manière  trouver  la  valeur  des  autres  coelli 
cicnts  /i,  c 

Pour  y parvenir  plus  facilement,  supposons 

A,  = a 4-3  y -4- . . ., 

A,=  «‘4-3’4-y’4-..., 

• . A,ara'4-3*4-y>4-.... 


et  l’on  aura,  comme  un  sait. 


A.  - A. 


K,=  AA,  - a B, 


A.=  AA.  — BA,-  30, 

A,=  AA,-  BA,4-0A,- 41». 
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Supposons  (le  plus 

a. ( a - jî)' (a  - •/)' + O - y )•  H- . . 

a.  = (a  - |3  )•  + (a -y_)‘  + (iJ 


il  est  facile  de  voir  que  l’on  aura 


a,  = (m—  i)  A,— 2 A.’ 

a,  = (m  — i)  Ai  — 4(  A,  A,  — A.)  + 0 ( - * j’ 

a,=  (m  — i)  A,  — (>(  A,  A,  — A.)  + '5(  A,  A,  — A.)  — io 


OU  bien 


A 

a,  = m A,  — I — > 
a 

A’ 

a,=:  m A,  — 4 A,  A,  -t-  (>  — 1> 

' a 

a,  = m Al  — 6 A,  A,  -t- 15  A,  A.  — ao 


a; 


et  en  général 

a^  = m A,^  — a P A,  A,, 


a^(a^-i)  , , 

, i" 


a]L((2|iA  — i)(ag  — a)...(fA  + i)  A^ 


i,a,3. ■ .U 


Les  (|uantit(-s  a,,  a,,  a,,...  étant  ainsi  connues,  on  aura  sur-le-cliauip  les 
valeurs  des  coelTicienls  a,  h,  c,...  de  l'équation  fD)  par  les  formules 


a = a„ 

aa,  — a, 


h = ■ 


ha,  — aa,  + a, 


, ca,  — ha,  4-  aa,  — a, 
d—  5 — » 


Ainsi  l’on  pourra  déterminer  directement  les  coelRcients  a,  b,  c,...  de 
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ri'MjUitlion  (Lj  par  ceux  de  l’équation  donnée  (B).  Pour  cela  on  cher- 
chera d'ahord  par  les  l‘orinules  ci-dessus  les  valeurs  des  (|uantités  A,,  A„ 
Aj,...  jusqu'à  A„;  ensuite,  à l’aide  de  celles-ci.  on  cherchera  celles  des 
quantités  u,,  a,,  a,,...  jusqu’à  a„,  et  enfin  par  ces  dernières  on  trouvera 
les  valeui’s  cherchées  des  eotdlicients  a,  b,  c,.... 

!l.  Kkmakqi ;e.  — Il  est  hou  de  remarquer  que  l’é(|uation  (Dj.expriine 
egalement  les  diirérences  entre  les  racines  positives  et  négatives  de 
l’equation  (B),  de  sorte  que  la  même  équation  aura  lieu  aussi  lorsqu’on 
changera  x en  — x pour  avoir  les  racines  négatives  (-i  j. 

De  plus  il  est  clair  que  l’équation  (D)  sera  toujours  la  même,  soit 
qu’on  augmente  ou  qu’on  diminue  toutes  les  racines  de  l’équation  pro- 
posée d’uni-  même  quantité  quelconque:  iftiic,  si  cette  équation  a son 
second  terme,  on  pourra  le  faire  disparaître,  et  cherchant  ensuite  l’équa- 
tion en  e qui  en  résultera,  on  aura  la  même  équation  qu’on  aurait  eue  si 
l’on  n’avait  pas  fait  évanouir  le  second  terme;  mais  l’évanouissement  de 
ce  terme  rendra  toujours  la  recherche  des  coeflicients  a,  b,  c,...  un  peu 
plus  facile,  parce  qu’on  aura  A =o,  et  par  conséquent  aussi  A,  = o,  de 
sorte  que  les  formules  du  numéro  précédent  deviendront 

A,  ■—  O, 

A,=  — 2 B, 

A.=  3C. 

A.  = - BA.-4D, 
a,  sr  m A:, 

rti  — m A.  + 6—1 

1 

A* 

i5A,A*— 20 — * -i 
’> 

rt  “ flii 
^ aa,  “ a, 

^ 91 

hoy  — aa  4-  as 

c_ 3 
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10.  Corollaire  1.  — Puisque  les  racines  de  l'('(|uation  (Dj  sont  les 
carrés  des  differeiiees  entre  les  racines  de  réquatiun  proposée  (B),  il  est 
clair  que  si  celle  équation  (DJ  avait  tou.s  ses  ternies  de  même  signe,  au- 
quel cas  elle  n’aurait  aucune  racine  réelle  et  positive,  il  est  clair,  dis-je, 
que,  dans  ee  cas,  les  dillérences  entre  les  racines  de  l’équation  (B,  se- 
raient toutes  imaginaires;  de  sorte  que  cette  équation  ne  pourrait  avoir 
qu’une  seule  racine  réelle,  ou  lûeii  plusieurs  racines  réelles  et  égales 
entre  elles;  si  ce  dernier  cas  a lieu,  on  le  reeonnaitra  et  on  le  résoudra 
par  les  inétliudes  connues  [voyez  aussi  plus  lias  le  § II);  !)  l’égard  du 
premier  cas,  il  s’ensuit  du  n"  6 qu’on  pourra  prendre  A = i . 

1 1 . Corollaire  II.  — Si  l’équation  (B)  a un  ou  plusieurs  couples  de 
racines  égales,  il  est  clair  que  l’équation  (D;  aura  une  ou  plusieurs  va- 
leurs de  V égales  h zéro,  de  sorte  qu’elle  sera  alors  divisilile  une  ou  plu- 
sieurs fois  pare;  celte  division  faite,  lors(|u’elle  a lieu,  soit  réqualion 
restante  disposée  à rebours  de  cette  manière 

(E)  I -t- aie -+•  -I- ye* O, 

r étant  = ou  ■ ' n;  qu’on  fasse  e = et  ordonnant  l’équation  par  rap- 
port à v,  on  aura 

( E)  r’  -c  a r'"'  -e  jî/'  -e  n- . . . -e  m = o. 

Qu’on  cherche  par  les  méthodes  connues  la  limite  des  racines  positives 
de  cette  équation,  et  soit  / cette  limite,  en  sorte  que  / surpasse  chacune 

des  valeurs  positives  dey;  donc  j sera  moindre  que  chacune  des  valeurs 

positives  de  ou  de  v,  et  par  conséquent  moindre  i(ue  chacune  des  va- 
leurs de  «’,  à cause  de  c = (Problème  précédent). 

Donc  sera  nécessairement  moindre  qu’aucune  des  valeurs  de  //, 
v' 

c’est-à-dire  qu’aucune  des  dilféreiices  entre  les  racines  réelles  et  inégales 
de  l’équation  propo.sée  (Bj. 
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Donc  : 

i"  Si  \l  ' I,  iilors  on  sera  sûr(|ue  réi|ualion  fH)  n’aura  point  de  ra- 
riiies  réelles  dont  les  dilTérences  soient  itioimlres  (|ue  l’unité;  ainsi  dans 
ee  eas  on  poiiiTa  l'aire  sans  scrupule  A - i (6); 

3“  .Mais  si  y/  = ou  > i,  alors  il  peut  se  faire  qu’il  y ait  dans  l’équa- 
tion ü;  des  racines  dont  les  dillérenccs  soient  moindres  que  l’unité; 
niais,  coiiune  la  plus  petite  de  ces  diirérenees  sera  toujours  nécessaire- 
uienl  plus  grande  i|ue  4--  on  pourra  toujours  prendre  A égal  ou  < 

y / y / 

( numéro  cité;. 

Hn  général,  soit  À-  le  nomlire. entier  qui  est  égal  ou  immédiatement 
plus  grand  que  y /,  et  l’on  pourra  toujours  preiidn;  A r=  y 

12.  ScoLiK  I.  — Quant  à la  manière  de  trouver  la  limite  des  racines 
d’une  équation,  la  plus  eoiiimode  et  la  plus  exacte  est  celle  de  Newhin, 
laquelle  consiste  k trouver  uii  nombre  dont  les  racines  de  l’équation  pro- 
posée étant  diminuées,  l’équation  résultante  n’ait  aucune  variation  de 
signe  : car  alors  cette  éi|uation  ne  pourra  avoir  que  des  racines  négatives; 
par  conséquent  le  nombre  dont  les  racines  de  la  |iroposée  auront  été 
diminuées  surpassera  nécessairement  la  plus  grande  de  ces  racines. 
.Ainsi,  pour  cjiercber  la  limite  / des  racines  de  l'équation 

( F I y'  -e  * V'  ‘ -e  ?.r"  ' -*-  /.V"*  -e . . . -t-  ro  = u, 

on  y mettra  y -e  / au  lieu  de  y,  et  ordonnant  l’éijuation  résultante  par 
rapport  ky,  elle  de\icndra 

I’  + Q ) -+  R .»■’  -c  Sy*  )•'  — O. 

dans  laquelle 

I’  --  /'-t-  xl'~'  ■//'-'  -t-  BJ, 

Q ^ r/'-*  (r  — i)  a/'  •>  -t-(r  — a)^/'-*-(- 

R ^ '■11-  '}  /-.  + (.:-■>(  ".r  ’ ) w-  -e . . . . 

? 

s - c(r-0(c-^) 
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et  il  n'y  aura  ijn’à  chciTluT  une  valeur  de  / qui,  élani  suhsiituée  dans  les* 

i|uanlités  P,  Q,  R les  rende  toutes  positives;  eu  commençant  par  la 

dernière  de  ces  quantités,  laquelle  n’aura  que  deux  termes,  et  remontant 
successivement  aux  quantités  préeéilentes,  on  déterminera  facilement  le 
plus  petit  nombre  entier  qui  pourra  être  pris  pour  /,  et  (|ui  sera  la  limite 
la  plus  proche  cherchée. 

Si  l'on  voulaitéviter  tout  tàtonneinent,  il  n'y  aurait  qu’à  prendre  pour/ 
le  plus  j;rand  eoelTicient  des  termes  négatifs  de  l'équation  (F)  augmenté 
d'une  unité;  car  il  est  facile  de  prouver  (|u’en  donnant  à / cette  valeur, 
les  quantités  P,  Q,  R,...  .seront  toujoure  positives. 

Cette  manière  d'avoir  la  limite  des  racines  d’une  équation  (|uelconque 
est  due,  je  crois,  à .Maclaurin;  mais  en  voici  une  autre  qui  donnera  le 
plus  souvent  des  limites  plus  approchées. 

Soient 

— — ray'~'  — . . . , 

les  termes  négatifs  de  l'équation  (F):  on  prendra  pour  / la  somme  di*s 
deux  plus  grandes  des  quantités 

"f  a,  î »,  . . . , 

ou  un  nombre  quelconi|ue  plus  grand  i|ue  cette  somme.  Cette  proposi- 
tion peut  se  démontrer  de  la  même  manière  que  la  précédente:  ainsi 
nous  ne  nous  y arrêterons  pas. 

Au  reste,  il  faut  observer  que  les  limites  trouvées  de  l’une  ou  de  l’autre 
de  ces  deux  manières  seront  rarement  les  plus  prochaines  limites;  pour 
en  avoir  de  plus  petites  on  essayera  successivement  pour  / des  nombres 
moindres,  et  l'on  pi-endra  le  plus  petit  de  ceux  (|ui  satisferont  aux  con- 
ditions que  P,  Q,  R,...  soient  des  nombres  positifs. 

13.  ScoiiE  II.  — Ayant  donc  trouvé  la  limite  / des  racines  de  l’éqiia- 

* 

tion  (F),  et  pris  X- égal  ou  immédiatement  plus  grand  (|ue  \/,  on  fera 
A = ^ É'’n  substituera  successivement  <lans  l’écpiatiou  pro|iosée, 

11.  70 
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S5i 

à I»  |>l»i-c  (le  rinconiiue.  Ins  lumibres 

I 2 3 

k' 

Ins  résultats  vniiant  dn  nns  sulmlitutiniis  foritinroiit  iiiin  série  dans  la- 
<|uelln  il  y aura  autant  dn  variations  de  signe  que  l'équation  proposée 
eontininlra  de  racines  réelles  positives  et  inégales,  et  de  plus  chacune  de 
ees  racines  se  trouvera  entre  les  deux  résultats  consécutifs  qui  seront  de 
signe  dillérent,  de  sorte  que  si  les  noiulin's  et  — donnent  des  résul- 

, . -1  , Il  fl  -i-  \ 

lais  de  signe  contraire,  il  y aura  une  racine  entre  j-  cl  |uu'  eoiise- 

qiient  le  nombre  entier  qui  approchera  le  plus  de  ^ sera  la  valeur  entière 
approchée  de  cette  racine  (2). 

Ainsi  l’on  eonnaitra,  par  ce  moyen,  non-seuleineni  le  noinhre  des  ra- 
cines positives  et  inégales  de  réqiialion  proposée,  mais  encon-  la  valeur 
entière  approchée  de  eliacune  de  ces  racines. 

Au  reste,  il  est  clair  que  .si  l'on  trouvait  un  ou  plusieurs  résultats 
égaux  à zéro,  les  noiiihies  qui  auraient  donné  ces  résultats  seraient  des 
racines  exactes  de  l’équation  proposée. 

Pour  faciliter  et  abréger  ce  calcul,  on  fera  encore  les  remarques  sui- 
vantes : 

i“  Si  l’on  cherche  par  les  méthodes  des  numéros  précédents  la  limite 
des  racines  [losilives  de  l’équation  propo.sée,  il  est  clair  qu’il  sera  inutile 
d’y  siihsliluer  h la  place  de  l’inconnue  des  nombres  plus  grands  que  cette 
limite:  en  elfet,  il  est  facile  de  voir  qu’en  substituant  des  nombres  plus 
grands  (]U(^  cette  limite  on  aura  toujours  nécessairement  des  résultats 
positifs.  Ainsi,  nommant  ).  la  limite  dont  il  s’agit,  le  nombre  des  substi- 
tutions à faire  .sera  égal  à Xif,  et  par  conséquent  toujours  limité. 

Kn  général,  sans  chercher  la  limite  À,  il  sullira  de  pousser  les  substi- 
tutions jiis(]u'â  ce  que  le  premier  terme  de  l’équation,  ou  la  somme  des 
premiers  termes,  s’il  y en  a plusieurs  coftsécutifs  avec  le  même  signe  -i-, 
soit  égale  ou  plus  grande  que  la  somme  de  tous  les  termes  négatifs;  car 
il  est  facile  de  prouver,  par  la  méthode  du  n"7,  qu'en  donnant  !i  rincon- 
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nue  des  valeurs  plus  grandes  on  aura  toujours  k l'inlini  des  résultats 
posilils. 

a”  .\u  lieu  de  substituera  la  plaee  de  l’ineonnue  x les  l'raetions 

on  y nietlra  d'uliord  ii  la  place  de  x,  ou,  ce  qui  revient  au  inèitie,  on 

multipliera  le  eoenicient  du  second  lernie  par  A,  celui  du  Iroisiëine  ternie 
parX^’,  et  ainsi  des  autres,  et  l’on  y substituera  ensuite  k la  plaee  de  x 

les  nombres  naturels  o.  i , a,  3 jusqu'à  la  limite  de  cette  éijuation. 

ou  bien  jusqu’à  ce  que  le  premier  ternie,  ou  la  somme  des  premiers, 
(juand  il  y en  a plusieurs  eonsécutil's  avec  le  même  signe,  soit  égale  on 
plus  grande  que  la  somme  îles  négatifs;  par  ce  moyen,  les  résultats  se- 
ront tous  des  nombres  entiers,  et  les  raeines  de  l’équation  proposée  se 
trouveront  néce.s.sairement  entre  les  nombres  eonséeutils  (|ui  donneronl 
des  résultats  de  signe  contraire,  ces  nombres  étant  divisi's  par  k,  comme 
nous  l’avons  vu  plus  haut. 

3“  Soit  m le  degré  de  l’équation  dans  laquelle  il  s’agit  de  substituer 
snecessi veinent  les  nombres  naturels  o,  i , a.  3,...;  je  dis  (|iie,  dés  qu’on 
aura  trouvé  leswi  -l-i  premiers  résultats,  c’est-k-dire  ceux  qui  répunileni 
à x=o,  I,  a,...,m,  on  pourra  trouver  tous  les  suivants  par  la  seule 
addition. 

Pour  cela,  il  n’y  aura  qu’à  chercher  les  différences  des  résultats  trou- 
vés, lesquelles  seront  au  nombre  de  m,  ensuite  les  différences  de  ces  dif- 
férences, lesquelles  ne  seront  plus  i|u’au  nombre  de  rn  — \,  et  ainsi  de 
suite  jusqu’à  la  différence  m"“'. 

l>tte  dernière  dilféreiice  sera  nécessairenient  constante,  parce  que 
l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  l’inconnue  est  m;  ainsi,  on 
pourra  continuer  la  suite  des  différences  m"""  aussi  loin  qu’on  voudra, 
en  répétant  seulement  la  même  différence  trouvée;  ensuite,  par  le  moyen 
de  cette  suite  on  pourra,  par  la  simple  addition,  continuer  celle  des  dif- 
férences (m  — I et,  k l’aide  de  celle-ci,  on  pourra  continuer  de 
même  la  suite  des  différences  (f/i  — a)'*"",  et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  ce 
que  l’on  arrive  à la  première  suite,  qui  sera  celle  des  résultats  rbercliés. 

Il  est  bon  d’observer  ici  que,  si  les  termes  correspondants  des  diffé- 

70. 
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iTntes  suites  dont  nous  parlons  étaient  tous  positifs,  les  termes  suivants 
dans  eliaque  suite  seraient  tous  aussi  positifs.  Or,  puisque  la  dernière 
dilféreiiee  est  toujours  positive,  il  est  elair  qu’on  parviendra  néee.ssaire- 
inent  dans  elia(|ue  suite  à des  termes  tous  positifs:  ainsi,  il  suilira  de 
eonlinuer  toutes  ees  suites  ju.squ’à  ee  que  lenre  ternies  eorrespondants 
soient  devenus  tous  positifs,  parce  qu’alors  on  .sera  sûr  que  la  série  des 
résultats,  continuée  aussi  loin  qu’on  voudra,  sera  toujours  po.sitive,  et 
que  par  conséquent  elle  ne  contiendra  plus  aucune  variation  de  signe. 

Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple,  soit  pnqiosi'c  l’équation 
X*  — 63x  -e  i8i)  = o; 

on  trouvera  d’aliord  qu<‘  les  résultats  qui  répondent  à x = o,  1,2,  'i,..., 
sont  127,  71,  27,  d’où  l’on  pourra  tirer  les  dilférences  premières 
— 62,  — .î6,  — les  dilférences  deuxièmes  6,  12,  et  la  différence 
troisiiune  (i;  ainsi,  on  formera  les  quatre  séries  suivantes 

6 6 tï  (î  6 ti . . . , 

<i  12  2^  3o  Ui  4'*'  • •* 

— (>2  — — 41  — ~ <14 , 

• Hi|  127  71  27  I — I 27..., 

dont  la  Joi  est  (|ue  eliaque  terme  est  égal  à la  somme  du  terme  précédent 
de  la  même  .série  et  de  celui  (|tii  y est  au-dessus  dans  la  série  précédente: 
de  sorte  qu’il  est  très-facile  de  continuer  ces  séries  aussi  loin  ([u’on 
voudra. 

Or,  la  dernière  de  ces  (|ualre  séries  sera,  comme  on  voit,  celle  des  ré- 
sultats qui  viennent  de  la  sulistitution  des  nombres  naturels  o,  1 , 2 

il  la  place  de  x dans  l’équation  proposée,  et  comme  les  termes  de  la  stqi- 
tième  colonne,  savoir  6,  'j2,  64,  27,  sont  tous  positifs,  il  s’ensuit  <|ue  les 
termes  suivants  seront  tous  aussi  positifs,  de  sorte  que  la  série  des  résul- 
tats, continuée  aussi  loin  (|u’on  voudra,  n’aura  plus  aucune  variation  de 
signe. 

I i.  Rkmahqük.  — ün  avait  déjà  remarqué  que  l’on  |)oiivait  trouver  la 
valeur  approchée  de  toutes  les  racines  réelles  et  inégales  d'une  équation 
quelconque  en  y substituant  successivement,  à la  place  de  l'incoiiiuK', 
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(liirérents  nombres  en  progression  arithmétique  ; mais  cette  remarque  ne 
pouvait  pas  être  d’une  grande  utilité,  faute  d’avoir  une  méthode  pour 
déterminer  la  progression  qu'on  doit  employer  dans  chaque  cas,  en 
sorte  que  l’on  soit  assuré  qu’elle  fas.se  connailre  toutes  les  racines  réelles 
et  inégales  de  l’équation  proposée.  Nous  en  sommes  heureusement  venu 
à bout  à l’aide  du  Prohliune  du  n"  8. 

■\u  reste,  nous  verrons  encore  ci-après  d’autres  usages  île  ce  même 
Problème  par  rapport  aux  racines  égales  et  imaginaires. 

^11.  — De  lu  munière  d'avoir  les  racines  égales  et  imaginaires 
des  équations. 

15.  Nous  n’avons  considéré  dans  le  paragraphe  précédent  que  les  ra- 
cines réelles  et  inégales  de  l’équation  proposi*e  (B);  supposons  mainte- 
nant que  cette  éipiation  ait  des  racines  égales;  dans  ce  cas,  il  faudra  (11) 
que  l’équation  (Dj  soit  divisible  autant  de  fois  par  v qu'il  y aura  de  com- 
binaisons de  racines  égales  deux  à deux;  par  conséquent,  il  faudra  i|u’il 
y ait  dans  cette  équation  (D)  autant  des  derniers  termes  qui  manquent; 
ainsi,  on  connaitra  d’abord  par  ce  moyen  combien  de  racines  égales  il  y 
aura  dans  la  proposée. 

Or,  puisque  dans  le  cas  des  racines  égales  on  a nécessairement  « = o 
(8),  l’équation  C)  du  même  numéro  donnera  pour  ce  cas  Y = o;  ainsi, 
il  faudra  que  les  deux  équations  en  .r,  X = o et  Y — o,  aient  lieu  en 
même  temps  lorsque  æ est  égal  à une  (|uelcunque  des  racines  égales  de 
l’équation  (B). 

On  eberebera  donc,  par  les  méthodes  connues,  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  deux  polynômes  X et  Y,  et,  faisant  ensuite  ce  diviseur  égal 
égal  à zéro,  un  aura  une  équation  qui  ne  sera  composée  que  des  racines 
égales  de  la  proposée,  mais  élevées  à une  puissance  moindre  de  l’unité. 

Soient  R le  [)lus  grand  commun  diviseur  de  X et  de  Y,  et  X,  le  <|uo- 
tient  de  X divisé  par  R,  il  est  facile  de  voir  que  l’équation  X,  = o con- 
tiendra toutes  les  memes  racines  que  l’équation  proposée  X = o,  avec 
cette  dilfériuice  que  les  racines  multiples  de  celte  équation  seront  simples 
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(lüiiü  réquatiuii  X,  =ü;  ainsi , réquation  X,  = o sera  dans  le  eas  des 
méthodes  précédentes. 

On  peut  encore,  si  l’on  veut,  trouver  deux  équations  séparées,  dont 
l’une  contienne  seulement  les  racines  égales  de  l’équation  X = a,  et 
dont  l’autre  contienne  les  racines  inégales  de  la  même  équation.  Pour 
cela,  il  n’y  aura  <|u’â  chercher  encore  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
|>oly nomes  X,  et  Y,  et,  nommant  ce  diviseur  R,,  on  prendra  le  quotient 
de  X,  divisi*  par  R,,  lequel  étant  nommé  Xj,  on  fera  ces  deux  équations 

\j^o  et  K,  = o. 

La  première  contiendra  seulement  les  racines  inégales  de  l'équation 
X = O,  et  la  seconde  contiendra  .seulement  les  racines  égales  de  la  même 
équation,  mais  chacune  une  si'ule  fois;  de  sorte  ipie  les  deux  équations 
X,  = O et  R,  = O n’auront  (jue  des  racines  inégales,  et  par  conséquent 
seront  susceptibles  des  méthodi^s  du  paragraphe  précédent. 

16.  Qinnaissant  ainsi  le  nomhre  des  racines  réelles  tant  inégales 
(|u’égales  de  l’équation  proposée,  si  ce  nomhre  est  moindre  que  le  degré 
de  l’équation,  on  en  conclura  que  les  autres  racines  sont  nécessairement 
imaginaires. 

En  général,  pour  i|ue  l’équation  (Bj  ait  toutes  ses  racines  réelles,  il 
faut  que  les  valeurs  de  u soient  réelles  au.ssi;  donc  il  faudra  que  les  va- 
leurs de  «’  ou  de  v soient  toutes  réelles  et  positives;  par  consr-qucnt,  l’é- 
quation (D;  du  II"  8 doit  avoir  toutes  ses  raeines  réelles  et  positives;  donc 
il  faudra,  par  la  règle  connue,  que  les  signes  de  cette  équation  soient 
alternativement  positifs  et  négatifs;  de  sorte  que,  si  cette  condition  n’a 
pas  lieu,  ce  sera  une  marque  sure  que  l’équation  (B)  a nécessairement 
des  racines  imaginaires. 

Or,  un  sait  que  les  racines  imaginaires  vont  toujours  en  nombre  pair, 
et  qu’elles  peuvent  se  mettre  deux  il  deux  sous  cette  forme 

* -e  3 ^ — I , a — ^ V — I , 

» et  ^ étant  des  quantités  réelles;  donc  on  aura 
M = ± a 3 y'  — I . 
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i;t  nar  eonséqucnl 

c-  = -4|î-i 

il’oii  l’on  voit  que  roquation  (D)  aura  nécessaireincnt  autant  de  racines 
réelles  négatives  qii’il  y aura  de  couples  de  racines  imaginaires  dans 
l'équation  (B). 

Donc,  si  l’on  fait  c = — «>,  ce  qui  changera  l’équation  (D)  en  celle-ci 

( <j  ) ie“  — a + b «e-’  — cw^'  o, 

cette  équation  aura  nccessairenumt  autant  de  racines  réelles  positives 
<)u’il  y aura  de  couples  de  racines  imaginaires  dans  l'équation  (U). 

Donc,  si  dans  l’équation  (G)  il  n’y  a qu’un  seul  changement  de  signe, 
l’équation  (B)  n’aura  que  deux  racines  imaginaires  (7). 

17.  Il  suit  du  numéro  précédent  que,  pour  avoir  la  valeur  des  racines 
imaginaires  de  l'équation  (B),  il  n’y  a qu’à  chercher  les  racines  réelles 
positives  de  l’équation  fG).  Ku  clfet,  soient  <v',  m",...  ces  racines, 

on  aura  d’ahord  ^ pour  les  valeurs  de  |3:  ensuite,  pour 

trouver  les  valeurs  correspondantes  de  2,  on  substituera,  dans  l’équa- 
tion (B),  a 4-  PV— I à la  place  de  x,  et  l’on  fera  deux  équations  sépa- 
rées des  termes  tous  réels  et  de  ceux  qui  seront  multipliés  par  V—  ' ; de 
cette  manière  on  aura  deux  équations  en  « de  cette  forme 

1 a" -e  Pa"-' 4- Qa"-*-l-. . O, 

(H) 

( m oT~'  4-  P 4-  ‘ 4-  . . . = O, 

dans  lesquelles  les  coelficients  P,  Q....,  p,  ç,...  s«*rolit  donnés  en  a,  b, 
c,...  et  en  Çi. 

Donc,  si  l'on  donne  à |3  quelqu’une  des  valeurs  précédentes,  il  faudra 
nécessairement  que  ces  deux  équations  aient  lieu  en  même  temps,  et  par 
cuns4‘qucnt  il  faudra  qu’elles  aient  un  diviseur  commun.  On  cherchera 
donc  leur  plus  grand  commun  diviseur,  et,  le  faisant  égal  à zéro,  on 
aura  une  équation  en  a et  par  laquelle,  jS  étant  connu,  on  trouvera  a. 

Il  est  hon  de  remar(|uer  que  .si  toutes  les  valeurs  de  /5  tirées  de  l’équa- 
tion (G)  sont  inégales  entre  elles,  alors  à chaque  valeur  de  il  ne  pourra 
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répondre  qu'une  wule  valeur  de  *;  doue,  dans  ee  ras,  les  deux  équa- 
tions (H)  ne  pourront  avoir  qu’une  seule  raeine  eonimiine,  et  par  eonsé- 
quent  leur  plus  grand  eoinniun  divisr-ur  ni*  pourra  être  que  du  premier 
degré. 

On  poussera  doue  la  division  jusqu’à  ce  que  l'on  parvienne  à un  reste 
où  a ne  se  trouve  plus  (|u’à  la  preiniitre  dimension,  et  l'on  fera  ensuite  ce 
reste  égal  à zéiHi,  ce  qui  donnera  la  valeur  cherchée  de  a. 

Mais  si,  parmi  les  valeurs  de  jS  tirées  de  l'équation  (G),  il  y en  a,  par 
exemple,  deux  d’égales  entre  elles,  alors,  comme  à chacune  de  res  va- 
leurs égales  de  ^ il  peut  répondre  des  valeurs  dilTérentes  de  a,  il  faudra 
(|u’en  mettant  cette  valeur  double  de  jS  dans  les  équations  (H)  elles 
puissent  avoir  lieu  par  rapport  h l’uiu:  et  à l’autre  des  valeurs  de  a qui  y 
répondent;  ainsi,  ces  deux  équations  auront  nécessairement  deux  racines 
eonimunes,  et  par  conséquent  leur  plus  grand  commun  diviseur  sera  rlu 
second  degré.  Il  faudra  donc,  dans  ce  cas,  ne  pousser  la  division  que 
jusqu’à  ce  (ju’on  arrive  à un  reste  où  a se  trouve  à la  seconde  dimension 
seulement,  et  alors  on  fera  ce  reste  égal  à zéro,  ce  qui  donnera  une 
équation  du  second  degré  par  laquelle  on  déterminera  les  deux  valeurs 
de  a,  lesquelles  seront  nécessairement  toutes  deux  réelles. 

De  même,  s’il  y avait  trois  valeurs  égales  de  il  faudrait,  pour  trou- 
ver les  valeurs  de  a qui  répondraient  à cette  valeur  triple  de  ne  p<in.s- 
ser  la  division  que  jusqu’à  ce  ({ue  l’on  parvint  à un  reste  oii  la  plus  haute 
puis.sance  de  a fut  la  troi.sième;  et  alors,  faisant  ce  reste  égal  à zéro,  on 
aurait  une  équation  en  a du  troisii'iue  degré,  laipielle  donnerait  les  trois 
valeurs  réelles  de  a correspondantes  à la  même  valeur  de  fi,  et  ainsi  de 
suite. 


111.  — A Olivette  métliiKie  pour  approcher  des  racines  des 
érpiations  naiiiériifiies. 

18.  Suit  l’équation 

(a)  -r . . . a- k u, 

et  supposons  <|u’on  ail  déjà  trouvé  par  la  méthode  précédente  ou  autre 
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nient  la  valeur  enliére  appriit'liée  d'une  de  ses  raeines  réelles  et  posi- 
tives; suit  eette  première  valeur  p.  en  sorte  (|iie  l’on  ait 


on  fera 


•r  > /'  el  x<Zp  t; 


X ^ P -h 


r 


et,  siihstitiiant  eette  valeur  dans  réipialinn  proposée,  à la  plare  de.i',  on 
aura,  apri-s  avoir  innitiplié  tonte  réi|uation  par  v"  et  ordonné  les  termes 
par  rapport  à v,  une  éipiation  de  eette  forme 

(A)  ~ + R'  r— ' ■+■  C r“~‘ k' — O. 

Or.  eoinine,  par  hypothèse,  > o et  < i . on  aura  y o;  donc  l'éipia- 

tion  ' b)  aura  nécessairement  an  moins  une  racine  réelle  plus  grande  (|iie 

runité. 

On  cherchera  donc  par  les  méthodes  du  § 1 la  valeur  entii’ii'  approchée 
de  crtte  raeine,  et,  comme  celte  racine  doit  être  nécessairement  positive, 
il  snllira  do  considérer  y comme  positif  (i). 

Ayant  trouvé  la  valeur  entière  approchée  dey,  (|ue  je  nommerai  y,  on 
fera  ensuite 


et,  suhstituant  cette  valeur  de  y dans  ré(|ualion  (b,,  on  aura  une  troi- 
sième équation  en  z de  celte  forme 

(c)  A'z“ -f- B' ï’  ' -e  -1-. . . -I- K'  = O, 

laquelle  aura  nécessairement  au  moins  une  racine  réelle  jdus  grande  ipie 
l'unité,  dont  on  pourra  trouver  de  même  la  valeur  entière  approchée. 
Celle  valeur  approchée  de  z étant  nommée  r,  on  fera 

I 

5 — r ■+*  —1 
U 

et  substituant  un  aura  une  équation  en  u qui  aura  au  moins  une  racine 
réelle  plus  grande  que  runité,  et  ainsi  de  suite. 
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Kii  ('i)nlinuant  df  la  mt'mo  manière,  on  approcluTa  toujours  do  plus 
en  jdiis  de  la  valeur  de  la  raeiiie  eherehée;  mais,  s’il  arrive  ipie  quel- 
(|u'iin  des  nomlires  p,  q,...  soit  une  racine  exacte,  alors  on  aura  x = p 

ou  / = c/ et  l’opération  sera  terminée;  ainsi,  dans  ce  cas,  on  trouvera 

pour  X une  valeur  cotnmensurable. 

Dans  tous  les  antres  cas  la  valeur  de  la  racine  sera  nécessairement  in- 
eommensurahle,  et  l’on  pourra  «'iilemenl  en  approcher  aussi  près  qu’on 
voudra. 

19.  Si  l’équation  proposée  a plusieurs  racines  réelles  positives,  ou 
pourra  trouver,  par  les  méthodes  cxpo.wes  dans  le  § I,  la  valeur  entière 

approchée  de  chacune  de  ces  racines;  et  nommant  ces  valeurs  p,p,  p" 

on  les  emploiera  succes-sivenienl  pour  approcher  davantage  de  la  vraie 
valeur  de  chaque  racine;  il  faudra  .seulement  remarquer  : 

i“  Que  si  les  noiiihres p,  p’,  p",...  .sont  Ions  dilïérentsTuu  de  l’autre, 
alors  les  transformées  (h\,  (c),...  du  numéro  précédent  n’auront  chacune 
(jii’une  s<-nle  racine  rtielle  et  plus  grande  (|ue  l’unité;  car  si,  par  exemple, 
l’équation  (b)  avait  deux  racines  réelles  plus  grandes  que  l’unité,  telles 
que  v'  et  v",  on  aurait  donc 

■ I 

X = » 4-  et  J = H ) 

X y 

de  sorte  que  ces  deux  valeurs  de  x auraient  la  même  valeur  entière 
approchée  p contre  l’hypothèse;  il  en  serait  de  même  si  l’équation  (c), 
ou  quelqu’une  des  suivantes,  avait  deux  racines  réelles  plus  grandes 
i|iie  l’unité. 

De  là  il  s’ensuit  (juc,  pour  trouver  dans  ce  cas  les  valeurs  entières 

ap|)rochées  q,  r,...  des  racines  îles  équations  (b),  (c) il  .sulfira  de 

siihstituer  successivement  à la  place  de  v,  a....  les  nombres  naturels  po- 
sitifs I,  2,  3,...  jusqu’à  ce  que  l’on  trouve  deux  substitutions  consécu- 
tives qui  donnent  îles  résultats  de  signe  contraire  (6); 

a“  Que  s’il  y a deux  valeurs  de  x qui  aient  la  même  valeur  entière 
approchée  p,  alors,  en  employant  cette  valeur,  les  équations  (/>},  (c),... 
auront  chacune  deux  racines  réelles  plus  grandes  que  l’unité,  jusipi’à  ce 
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(|U(‘  l’on  arrive  à une  équaliun  dont  les  deux  raeines  plus  grandes  tpie 
runité  aient  des  valeurs  entières  approchées  dill'érentes;  alors  chacune 
de  ces  deux  valeurs  donnera  uni?  suite  particulière  d’équations  dont  cha- 
cune n’anra  plus  qu’une  seule  racine  réelle  plus  grande  que  l'unité. 

En  ell'et,  puis(|u'il  y a deux  valeurs  diHerentes  dex(|ui  ont  la  même 
valeur  entièn-  approchée  p,  ces  deux  valeurs  seront  représentées  par 
P 4-  de  sorte  qu'il  faudra  que  y ait  néce.ssairement  deux  valeurs 
réelles  plus  grandes  que  l'unité;  or,  si  ces  deux  valeurs  de  v ont  la  mémi' 
valeur  approchée  q,  il  faudra  de  nouveau  qu'en  faisant  yz=q-^^,  z ait 
deux  valeurs  dill’érentes  plus  grandes  (|ue  l'unité,  et  ainsi  de  .suite. 

Mais,  si  les  valeurs  entières  approchées  de_r  étaient  dilférentes,  alors, 
nommant  ces  valeurs  q et  q' , on  ferait  y = q ^ et  v = y'  -t-  et  il  est 
clair  que  z,  daijs  l’une  et  l’autre  de  ces  deux  sujipositions,  n'aurait  plus 
c|u’une  seule  valeur  réelle  plus  grande  (|ue  l'iinité;  autrement  les  valeurs 
de  y,  au  lieu  d’étre  seulement  doubles,  seraient  triples  ou  (|uadruples.  etc. 

Donc,  (luaml  on  sera  parvenu  à une  transformée  dont  les  deux  racines 
plus  gramies  (|ue  l’unité  auront  des  valeurs  entières  dilférentes,  aloi-s  les 
autres  transformées  résultantes  de  chacune  de  ces  deux  valeurs  n’auront 
plus  (|u’tine  seule  racine  plus  grande  qiie'l’unité;  par  consé<iuent  on 
pourra  trouver  la  valeur  entière  approchée  de  ces  racines  en  y suh.sti- 
tiiant  simpli'inenl  les  nombres  naturels  i , a,  3,...  juscpi'à  ee  (pie  l'on  ait 
deux  substitutions  qui  donnent  des  résultats  de  signes  contraires  (6). 

Ün  peut  faire  des  remarques  analogues  sur  le  cas  où  il  y aurait  dans 
l'équation  (ni  trois  racines  ou  davantage,  qui  auraient  la  même  valeur 
entière  approchée. 

20.  Nous  avons  suppo.sé  (18)  i|ue  les  racines  cherchées  étaient  posi- 
tives; pour  trouver  les  négatives,  il  n’y  aura  qu’à  mettre  — xà  la  place 
de  X dans  l’équation  proposée,  et  l’on  cherchera  de  même  les  racines  po- 
sitives de  cette  dernière  équation;  ee  seront  les  racines  négatives  de  la 
proposée  { 4 ).  • 

Quant  aux  racines  imaginaires,  (pii  sont  toujours  exprimées  par 
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* (i\' — I,  nous  iivuns  (lonno,  diiits  lo  § II,  If  iiiuyfu  df  trouver  les 

fi|u:itious  ilont  a iM  fi  soûl  les  rueiiics;  ainsi  il  n’v  aura  (iii'à  cliereher  les 
raeiues  réelles  de  ees  équations,  et  l'oii  aura  la  valeui'de  toutes  les  ra- 
eiiii'S  iinajçiuaires  de  l'equatiou  proposée. 

21.  l’our  laeiliter  les  substitutions  18;  de  /J  l-  au  lieu  <le  x,  de 
<!  k Z ‘l*-'  >'••••<  '1  '‘**1 1'""  '!*■  reiuarqiier  que  les  eoeiricieiits  de  la. 

Irausl'ormée  (A)  peuvent  se  déduire  iiuuiédialenieut  de  eeux  de  l'éipia- 
lioii  l'a;  eu  eette  sorte 

V'  — \ P"  B/)"'  ' -e  -T-  D/f  ’ -e . . . , 

IC  — m \p—'  -e  (m  — i)  — î)t;p“-’  -e. . ., 

(iîL-  ■ >1'!'  -A  n,r->  + . . . . 


Ou  aura  de  même  eeux  de  la  trausi'ormée  (c)  par  eeux  de  la  transl’or- 
mée  (II)  eu  mettant  dans  les  formules  prérédentes  f/  à la  plaee  de  />, 

B",  (7,...  à lu  plaee  île  A'.  B',  ti' et  , B',  C,...  à la  plaee  île  .V.  B. 

(7...,  et  ainsi  de  suite. 

De  là  il  est  évident  que  le  premier  eoellieient  , ou  A",  ou...,  ne  sera 
Jamais  nul,  à moins  que  le  nombre  j>,  un  q,  ou...,  ne  suit  une  racine 
exacte,  auquel  eus  nous  avons  vu  que  la  l'ruetion  eontinue  se  termine  à 
ee  nombre  18).  En  elfet,  si  A'  = o,  ou  .V"  - o,  on...,  on  aura  r = x , 
ou  3 = » , ou . . . , doue  X =r  />,  ou  y = I/,  ou 

22.  Soient  dune  p,  q,  r,  s,  t,...  les  valeurs  entières  approchées  des 
équations  fa),  {h),  (c) en  sorte  que  l'on  ail 

et,  substituant  sureessiveinent  ees  valeurs  dans  celle  de  x,  on  aura 

I 

X — P -¥ 

• ' . 

• # • 4-  - - 

J -f-  . 
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Ainsi  Ih  valeur  de  x,  e’esl-à-dire  de  la  raeiiie  elierehêe,  sera  exprimée 
par  une  fraelion  enntiiiiie.  Or,  on  sait  ipie  ees  sortes  de  Iraetions  donnent 
toujours  l'expression  la  plus  simple,  et  en  même  temps  la  plus  exaete 
i|ii'il  est  possible,  d'un  nombre  ijneleompie  suit  rationnel  ou  irrationnel. 

M.  Iluypens  parait  être  le  premier  ipii  ait  remaiapié  rette  propriété 
des  Iraetions  eontiiuies,  et  qui  en  ait  l'ait  usage  pour  trouver  b‘s  l'raetions 
• les  plus  simples,  et  en  même  temps  les  plus  approrliantes  d'une  fraetion 
i|ueleoni|ue  donnée  [voyez  .son  Traité  !)e  Aiilomiilo planruirio 

Plusieurs  babiles  (iéomi;tres  ont  ensuite  développe  davantage  eetle 
ibéorie,  et  en  ont  fait  dilférentcs  ap|dieations  ingénieuses  et  utiles;  mais 
on  n'avait  pas  eneoia-  pen.sé,  re  me  .semble,  à s'en  servir  dans  la  résolu- 
tion des  éipiations. 

2.‘t.  .Maintenant,  si  l'on  réduit  les  l'raetions  ronlinues 

ü I I 

— I !>  + -1  II  — > ■ ■ • 

I ' Il  ' I 

7-7 

en  fractions  ordinaires,  on  aura,  en  faisant 

X - fl,  X — I, 

P-lfX-^X,  ^'-  ifx'-ij, 

•/  = rp  -f-  a.  Ÿ — e?'  — 

0 =:  sy  -r-  3,  5'  sy'  -t-  jî'. 


tiii  aura,  dis-je,  eette  suite  de  l'raetions  partieulières 


lesquelles  seront  neressairenient  eonvergeiites  vers  la  vraie  valeur  de  j-, 
et  dont  la  première  sera  |)lus  petite  (|ue  eette  valeur,  la  seronde  sera  plus 
grande,  la  troisii-me  plus  petite,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  ipie  la  vab-ni' 
eliereliée  se  trouvera  toujours  entre  deux  l'raetions  eonséeutives  qiiel- 
ron(|ues;. c'est  ee  qu'il  est  aise  de  déduire  de  la  nature  même  de  la  l'rae- 
lion  continue  d'où  eelles-ei  sont  tirées. 


suit  L\  RÉSOLITION 


S<M> 

Or,  il  est  facile  île  voir  que  les  vuleui's  de 

*.?.•/ y',... 

siinl  loujiiurs  telles  que 

fUt'-aS'  — i,  |iy'-y3'  = i,  i/' - ; 

il'oii  il  s'ensuit  : 

i"  Que  ees  fraetions  sont  déjà  réduites  à leurs  moindres  termes:  ear,  * 
si  y et  y',  par  exemple,  avaient  un  eommun  diviseur  autre  que  riinité,  il 
faudrait,  en  vertu  de  l'équation 

P/ 

que  l'unité  fût  aussi  divisible  par  ce  même  diviseur: 
a"  Qu'on  aura 

A_i_  

3'  a'  a'3'’  ?■  jf'  3'y'’  / y'3'’ 


(le  sorte  que  les  fractions 

a 3 y 

* 3 y 

ne  peuvent  jamais  dilferer  de  la  vraie  valeur  de  x que  d'une  quantité  res- 
pectivement moindre  que 


I I I 


d'où  il  sera  facile  de  juger  de  la  quantité  de  l'approximation. 
Kn  général,  puisi|ue  j5  y'  > (B  on  aura 


a' 3" 


3"  >3'y''" 


d'oii  l'on  voit  que  l'erreur  de  chaque  fraction  sera  toujours  moindre  que 
l'unité  divisée  par  le  carré  du  dénominateur  de  la  même  fraction; 

3"  Que  chaque  fraction  approchera  de  la  valeur  de  x,  non-seulement 
plus  que  ne  fait  aucune  des  fractions  précédentes,  mais  aussi  plus  que 
ne  pourrait  faire  aucune  autre  fraction  quelconque  qui  aurait  un  moindre 
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ilénoiiiiiiateiir.  Kn  cIliBl,  si  lu  rruclioii  pur  excmplr,  upprnrliuil  plus 

(|ue  lu  IVarlion  >î'  étant  > (i'.  il  lamirait  (|in>  la  i|iiaiililé  sr  lr(iuvât 

entre  ces  lieux  ^ et  4;  donc 
7 ^ 


donc 


uy  —■  a.  y 


1*1  > O. 


et*  qui  nr  »e  pt*ut. 


flt  3 V 

2i.  Les  l'raelions  — peuvent  ètiv  appelées  i'ruetions prina- 

pales,  parce  qu’elles  convergent  le  plus  qu’il  est  possible  vers  la  valeui 
cherchée;  mais,  quand  les  noinhrcs  p,  q,  r,...  ditrèreni  de  l’unité,  on 
peut  encore  trouver  d’autres  fractions  convergentes  vers  la  même  valeur, 
et  qu’on  appellera,  si  l’on  veiil,  fractions  secondairrs. 

entre  les  fractions  -,  et  nui  sont 
a y ' 

toutes  deux  moindres  que  la  valeur  de  x.  insérer  autant  de  fractions  se- 
condaires qu’il  y a d’unités  dans  r — i,  en  mettant  successivement  i.  a, 
i,...,  r—  I au  lieu  de  r.  De  cette  manière,  à cause  de  y = /-^  -H  a et 
y'=  rp  -t-  a',  on  aura  cette  suite  de  fractions 


Par  exem|de,  si  r est  > i , on  peut 


?'• 


33- 

3?'- 


r?'  ■ 


dont  les  deux  extrêmes  sont  les  deux  fractions  pririci/tairs  et  dont 

les  intermédiaires  sont  des  fractions  secondairrs. 

ür,  si  l’on  prend  la  dilTérence  entre  deux  fractions  consecutives  i|uel- 

I 3 * 33*+"-* 

romiut'S  u«*  culte  suite,  comme  cuire  . cl  ^4-, r»  011  trouvera 

23-*"*  33-+-*. 

( a ')'[  3 'lillérenee  sera  toujours  positive 
et  ira  en  diminuant  d’une  fraction  à l’autre;  d’où  il  s’ensuit  que,  comme 


suit  LA  RESOLUTION 


^»K 

l;i  (Icmii'iT  rractioii  j,  fsl  moindre  (|iie  la  vraie  valeur  <le  la  l'raclion  eon- 

liiiue.  les  l'ractiuils  dont  il  s’agit  wi’ont  toutes  plus  petites  c|ue  eette  va- 
leiii’,  et  seront  eu  niêine  temps  eonvergentes  vers  eelle  même  valeur, 
t )n  fera  le  même  raisonnement  par  rapport  à toutes  les  autres  fraelions 

prineipales,  et  .si  l’on  ajoute  a ees  IVaetions  les  deux  Iraetions  ” et 

dont  la  première  est  toujours  plus  petite,  et  dont  la  .seeonile  est  plus 
grande  que  toute  c|uantitê  donnée,  on  pourra  former  deux  séries  de  frae- 
tioiis  eonvergentes  vers  la  valeur  eliereliêe,  dont  l’une  eolitiendra  tontes 
les  Iraetions  plus  petites  (|ue  eette  valeur,  et  dont  l’autre  eontietnira 
toutes  les  Iraetions  plus  grandes  que  la  même  valeur. 


Fraelions  plus  /set Iles. 


O 

t 

1 2 

- » 

1 1 

3 

— » • 
1 

IL, 

1 

(^) 

P -i-  X 

X 

3^  -H  a 

a-  X 

('ZV 

r ^‘  -f  x" 

W) 

7 6 -f-  y 

3o  -f  y 

/ô  -t-  y 

(;■)■ 

0-  -f-y' 

2 0'  -h  y' 

3 ô'  -e  y'  ’ 

■”  Tô'  a-  •/  ' 

Fraelions  plus  grandes. 

I a-ei  7a-ei  3a4-i  ijx  i-  i ( \ 

O «'-*•!  aa'  -h  J 3a'  -f-  i qsC  t \ ^ 

2iL±A.  ? ...  /i\. 


Quant  à la  nature  de  res  Iraetions,  il  est  faeile  de  prouver,  eomme  nous 
l’avons  fait  par  rapport  aux  fraetions  principales  : i**  que  eliaeune  de  ees 
fractions  sera  déjà  réduite  k ses  moindres  termes;  d’où  il  s’ensuit  (|ue, 
comme  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  vont  en  augmentant,  ees 
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frartiuiis  se  Irouveronl  toiijuurs  l'xprimiVs  par  d(‘s  lorim-s  plus  grands  à 
mesure  (|u’elles  s’éloigiieroni  du  eommeiieemeiil  de  lu  série;  a”  que 
chaque  fraetion  de  la  première  série  approchera  de  la  valeur  de  x plus 
qu’aucune  autre  fraetion  queleunque  qui  serait  moindre  que  cette  va- 
leur, et  qui  aurait  un  dénominateur  plus  petit  que  celui  de  la  même  frac- 
tion: et  que,  de  même,  chaque  fraction  de  la  seconde  série  approchera 
plus  de  la  valeur  de  x que  ne  pourrait  faire  toute  autre  fraction  qui  serait 
plus  grande  que  cette  valeur,  et  qui  aurait  un  dénominateur  plus  petit 
que  relui  de  la  même  fraction. 


Kn  elfet,  s'il  y avait  une  fraction  comme  ^ plus  petite  (|ue  la  valeur 
de  X,  et  en  même  temps  plus  approchante  de  cette  valeur  (|ue  la  fraction 
X a'  ’ I’*"  supposant  a' > fx',  il  faudrait  ^îi  cause 

i|ue  la  fraction  ^ est  plus  grande  que  la  valeur  dont  il  s'agit^  (|iie  la  quan- 
tité ^ si‘  trouvât  entre  les  deux  quantités 


<lone  la  quantité 


devrait  être 


33-f-g 
3|5'  -f*  oc' 


Pi 


?” 


?' 


f'' 


3 33  SC  ââc'  œ3^  I 

< I - 3-fnr  < 

donc  il  faudrait  (|ue  (x'jS  — jx^'  3g-’+~â‘  < ’’  4“'  “i’  l"■“‘• 

Au  reste,  il  peut  arriver  qu’une  fraction  d'une  série  n'approche  pas  .si 
près  qu’une  autre  de  l'autre  série,  quoique  conçue  en  termes  moins  sim- 
ples; mais  cela  n’arrive  jamais  (|uand  la  fraction  qui  a le  plus  grand  dé- 
nominateur est  une  fraction  principale  (23). 

II. 


7» 
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j!)  IV.  — 'tppUcation  des  niétliodex  i>r(wdentes  à (jiiel(ftie\ 
exemples. 


25.  Je  prendrai  pour  premier  exemple  réqualioii  que  Newton  a réso- 
lue par  sa  méthode,  savoir 

x‘  — r.x  — 5—0. 


Je  commence  par  chercher  par  les  formules  du  n“  8 l'équation  en  c 
qui  résulte  de  celle  équalioii;  je  fais  doue 


j’aurai 


A,  =1 0, 

donc 
et,  de  là. 


ffi  = 3,  \ O,  B=  — a,  C = 5; 


A,  = 4*  A,  = i5.  A,  =8,  A.  = 5<i,  A,  - yi; 

a.  “ la,  a,  = 7»,  a,  = —1497, 
a — 13,  6 — 3t>,  c r_  — (>4î  i 


de  sorte  que  l’équation  cherchée  sera 

i’  — lav’  -I-  3t>c  -f-  (>43  — O. 

tJr,  puisque  cette  équation  n’a  pas  les  signes  alteriiativeinent  positifs  et 
négatifs,  j'en  conclus  sur-le-champ  que  l’équation  proposée  a nécessai- 
rement deux  racines  imaginaires,  et  par  conséquent  une  seule  réelle  (16j. 

Ainsi,  les  nombres  à suhstituer  à la  place  de  x seront  les  nombres  na- 
turels O,  I , a,  3,...  ( 6 ). 

Je  suppose  d'abord  x positif,  et  je  cherche  la  limite  des  valeurs  de  x 
par  les  méthodes  du  n"  12  : je  trouve  va-t-v5<'3;  ainsi,  3 sera  la 
limite  cherchée  en  nomiires  entiers,  de  sorte  qu’il  suflira  de  faire  succes- 
sivement .r=  o,  I,  a,  3,  ce  i|ui  donnera  ces  résultats  — 5,  — (»,  — i,i(»; 
d’où  l’on  voit  que  la  racine  réelle  de  l’équation  pro|>osée  sera  entre  les 
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nombres  a et  3,  rl  qu’ainsi  a sera  la  valeur  entière  la  plus  apprueliée  île 
retu-  raeine  (2). 

Je  fais  maintenant,  suivant  la  mélliode  du  § III,  x = a + j’ai,  en 
suh.stituant  et  nrdonnani  les  termes  par  rapport  à v,  l’éijuation 

r‘  — I o^->  — (>r  —1  = 0, 

dans  laquelle  j’ai  eliaiigé  les  signes  pour  rendre  le  premier  terme  positif. 

Cette  équation  aura  doue  nécessairement  une  seule  raeine  plus  grande 
que  l’unité  (19),  de  .sorte  que,  pour  en  trouver  la  valeur  approchée,  il 
n’y  aura  qu’à  substituer  les  nombres  o,  i,  a,  3,..  , jusqu’à  ee  que  l’on 
trouve  deux  substitutions  consécutives  qui  donnent  des  résultats  de  signe 
contraire. 

Pour  ne  pas  faire  beaucoup  de  substitutions  inutiles,  je  remarque 
qu’en  faisant  _y=  o j’ai  un  ré.sultat  négatif,  et  qu’en  faisant  y = lo  le 
résultat  est  encore  négatif;  je  commence  donc  par  le  nombre  lo,  et  je 
fais  successivement^)'  = lo,  1 1,....  Je  trouve  d’abord  les  résultats  — (>i , 
54<”*:  d’où  je  conclus  que  la  valeur  approebée  de  / est  lo;  donc  q = lo. 

Je  fais  donc  /=  lo  -i-  j’aurai  l’équation 
6i  Z*  — g4^’  — soi  — 1 = o, 

et,  supposant  successivement  z = i,  a j’aurai  les  résultats  — .'>4, 

71 donc  r = i . 

Je  fais  encore  3 = 1-1-—;  j’aurai 
« * 

54 U*  4-  a5«'  — Ri)m  — 61  = o, 

et,  suppo.sant  u = i,  2,...,  j’aurai  les  résultats  —71,  2c)3,...;  donc 
J = I , et  ainsi  de  suite. 

En  continuant  de  cette  manière,  on  trouvera  les  nombres 

2,  10,  I,  I,  2,  I,  3,  I,  I,  12,..., 

V- 
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(ie  sorte  que  la  racine  cherchée  sera  exprimée  par  cette  fraction  continue 


a:  2 4 ^ 

10  -I — - — 

I .f. 

I 


2 + . 


il'oii  l’on  tirera  les  fnietioiis  (23) 


2 21  23  44  '^”7  it)4'^ 

l’  lu’  II’  21  ’ 53’  74*  *75’  349’  G24  ’ 7837  ’ ’ 


lesquelles  seront  alteriialivenieiit  plus  petites  et  plus  (p*aiides  que  la  va- 
leur (le  X. 


La  dernière  fraction  7^^  est  plus  };rande  que  la  racine  cherchée;  mais 

l'erreur  sera  moindre  que  (23,  a“),  c'est-à-dire  moindre  que 

I), 000  000  016  3;  donc,  si  l’on  réduit  la  fraction  en  fraction  déci- 

■ 7037 


male,  elle  sera  exacte  jusqu'à  la  septième  décimale;  or,  en  faisant  la 
division,  on  trouve  a,o<)4  55i  4^6  5,...  ; ainsi,  la  racine  cherchée  sera 
entre  les  nombres  2,094  55i  4;)  et  2,094  47. 

Newton  a trouvé  par  sa  méthode  la  fraction  2,094  55i  47  {voyez  sa 
Méthode  des  suites  infinies],  d’oit  l’on  voit  que  cette  méthode  donne  dans 
ce  cas  un  résultat  fort  exact;  mais  on  aurait  tort  de  se  promettre  toujours 
une  pareille  exactitude. 


26.  Quant  aux  deux  autres  racines  de  la  même  équation,  nous  avons 
déjà  vu  qu’elles  doivent  être  imaginaires;  néanmoins,  .si  l’on  voulait 
en  trouver  la  valeur,  011  le  pourrait  par  la  méthode  du  n“  17. 

Pour  cela,  on  reprendra  l’équation  en  c trouvée  ci-dessus,  et,  en  _v 
changeant  c en  w,  on  aura 

«e  -(-  121c’  — 3(><e  — (143  = O, 

et  il  ne  s’agira  plus  que  de  chercher  une  racine  réelle  et  positive  de 
cette  équation.  Or,  puisqu’elle  a son  dernier  terme  négatif,  elle  aura 
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iiéci's-sairement  une  telle  racine,  dont  on  pourra  trouver  la  valeur  en- 
tière la  plus  approchée  (3)  par  la  substitution  successive  des  nombres 

naturels  o,  i,  2,  3 En  cdét,  en  faisant  le  = (i,  on  aura  le  résultat 

— 211,  et  en  faisant  w—"],  on  aura  -t-  4»;  ainsi,  la  valeur  entière  la 
plus  approchée  de  la  racine  positive  de  celte  équation  sera  6. 

On  fera  donc  maintenant  tr»  = (>-»--.  et,  en  substituant,  on  aura. 

« 

après  avoir  changé  les  signes, 

2IIM>—  ii6«’  — 3o«  — 1=0. 

Faisant  successivement  u = o,  i , 2 on  aura  les  résultats  — 1 , — 3(), 

■+■  53;  donc  1 sera  la  valeur  entière  approchée  de  u. 

On  fera  donc  u = i -1-  et  l’on  aura,  en  substituant  et  changeant  les 
signes, 

36x*  — — 417X — aii  = u. 

f 

En  faisant  successivement  x = o,  i,  a on  trouvera  des  résultats  né- 

gatifs jusqu’à  la  supposition  de  x = 7,  qui  donne  9218  pour  résultat,  de 
sorte  que  6 sera  la  valeur  entière  approchée  de  x. 

On  fera  donc  x = 6 -i-  

>• 

De  cette  manière,  on  approchera  de  plus  en  plus  de  la  valeur  de  le, 
laquelle  sera  exprimée  par  eetU?  fraction  continue 

= 6 -i-  • * — 

I 

1-4-  2 

0 -f- . 


d’où  l’on  tire  les  fractions  particulières 

Ü,  2,  I?,.... 


Connaissant  ainsi  w,  un  aura  (17)  ^ ainsi  l’on  eonnaitra  )5. 

On  .substituera  maintenant  a -1-  )3  V — ■ à la  place  de  x dans  l’équation 
propo.sée,  et  faisant  deux  équations  séparées  des  termes  tout  réels  et  de 
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mix  i|ui  goiil  att'ecti'S  de  v — ' < OR  aura  les  deux  équations 

*'  — ( 3^'  + a)a  — 5 = O, 

3«’  — P’  — a = O. 

On  eliereliera  le  plus  ^rand  commun  diviseur  du  eus  deux  équations,  et 
l'on  poussera  seulement  la  division  jusqu’à  ce  que  l’on  arrive  à un  reste 
où  « ne  se  trouve  (]u’à  la  première  puissance  Oiuinéro  cité);  ce  reste  sera 

3— «-5. 

lequel,  étant  fait  = o,  donnera 

- _ i5 

4(aP’  + i)‘ 

Ainsi  l’on  aura  la  valeur  des  deux  racines  imaj^inaires  — i et 

a — jS  y'  — I de  l’équation  proposée. 

27.  Prenons  pour  stn'ond  exemple  l’équation 

X*  — JX  -t-  J — O, 

On  aura  encore  iri  m = 3,  et  par  conséquent  n = 3:  ensuite, 


d’où 

A — 0, 

8 = -';. 

A,  = 0, 

A,  =.14,  A,=r- 

ai,  A4 — 

et,  de  là. 

a,  = 

Oj  = 88a. 

et  enlin 

a zsz 

i = 44'. 

de  sorte  que  l’équation  en  e sera 

V*  — 4a  e’  44  — 49  = 


Puisque  les  signes  de  cette  équation  sont  alternatifs,  c’est  une  marque 
que  la  proposée  peut  avoir  tout4^s  sus  racines  réelles  (16),  et  comme 
d’ailleurs  celte  équation  n’est  point  divisible  pare,  il  s'ensuit  que  l’équa- 
tion en  X n’aura  point  de  racines  égales  (15). 
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On  fera  maintenant  (11)  ÿy  et,  ordonnant  l’équation  par  rapport 
à omaura 

. > 4’  ' 

4<)-'  4<) 


Le  plus  grand  rnelficient  négatif  étant  9,  on  pourrait  prendre  /=  10  (12j, 
mais  un  peut  trouver  une  limite  plus  proche  en  ehereliaiit  le  plus  petit 
nombre  entier  qui  rendra  positives  ces  trois  quantités 


/■_„/»+  |2/_ 
4i> 


4*7’ 


3/-_  ,8/+  lî, 

4'.» 

3/ -9, 


et  l’un  trouvera  que  / = 9 satisfait  à ces  conditions,  de  sorte  qu’un  aura 
/•  = 3 ( 1 1 ) , et  par  conséquent  A = 5 • 

On  mettra  donc  (13,  a"),  dans  l’équation  proposée,  j à la  place  de  x, 
ce  qui  la  réduira  à celle-ci 

j:‘  — (i3.r -e  itti)  = O, 

dans  laquelle  il  n’y  aura  plus  qu’à  substituer  les  nombres  naturels  o,  1 . 
2,...  à la  place  de  x.  Or,  suivant  la  méthode  (13,  3”),  on  trouve  que  la 
série  des  résultats  ne  contient  que  deux  variations  de  signes,  lesquelles 
répondent  à x = 4.  5,  ü;  de  sorte  que  l’équation  proposée  n’aura  que 

deux  racines  positives,  lesquelles  tomberont,  l’une  entre  les  nombres  | 

et  et  l’autre  outre  les  nombres  ^ et  j-,  d où  l’on  voit  que  la  valeur 

entière  la  plus  approchée  de  l’une  et  de  l’autre  sera  1 (2;. 

Faisons  maintenant  x négatif  pour  avoir  aussi  les  racines  négatives  (4), 
et  l’équation  .se  changera  en 


x’  — 7 X — ^ = O, 

laquelle,  ayant  son  dernier  terme  négatif,  aura  sûrement  une  racine 
positive  (3),  et  il  est  clair  qu’elle  n’en  aura  qu’une  seule,  puisque  nous 
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avons  déjà  trouvé  les  (leux  autres;  ainsi  l’on  pourra  d'abord  trouver  la 
valeur  entière  approeliée  de  ectte  racine  en  substituant,  à la  place  de  x, 
les  nombres  o,  i . a,...,  jusqu’à  ce  <|ue  l’on  rencontre  deux  substitutions 
(|ui  donnent  des  résultats  de  signe  contraire  (3);  or,  on  trouve  que  ces 
substitutions  sont  x = 3 et  x 4:  de  sorte  que  3 sera  la  valeur  entièn* 
la  [dus  approchée  de  x dans  l’équation  précédente,  et  par  consi'-quent 
de  — X dans  la  propos<>e. 

Ayant  ainsi  trouvé  (|ue  ré(|uation  a trois  racines  réelles,  deux  posi- 
tives et  une  négative,  et  ayant  trouvé  en  même  temps  leurs  valeurs  en- 
tières approchées,  on  pourra  approcher  autant  qu’on  voudra  de  la  vraie 
valeur  de  chacune  d'elles  par  la  méthode  du  § III. 

Considérons  d'abord  les  racines  positives,  et  faisons  x = i -t-  dans 
réi|uation 

X*  — 7x  -+-  7 = O, 

elle  deviendra  celle-ci 

y*  — 4y'  -+-  3y  -+- 1 — O, 

laquelle,  à cause  (|ue  t est  la  valeur  approchée  de  deux  racines,  aura 
nécessairement  (19,  a")  deux  racines  plus  grandes  que  l'unité. 

J’essaye  d’abord  si  je  peux  trouver  les  valeurs  approchées  (b;  ces  deux 

racines  par  la  substitution  des  nombres  entiers  o,  i,  a et,  comme  il 

n’y  a que  le  terme  4 j’ de  négatif,  il  suffira  (13,  i“)  de  pou.sscr  les  sub- 
stitutions jus([u’à  ce  que  l’on  ait  y-*  = ou  >-4j*>  c’est-à-dire  jusqu'à 
y = or,  en  fai.sant  y = o,  i , a,  3,  4,  j’ai  les  résultats  i , i , — i , i , i3; 
d’où  je  conclus  que  les  racines  cherchées  sont,  l'une  entre  les  nombres 
I et  a,  et  l'autre  entre  les  nombres  a et  3;  de  sorte  que  les  valeurs  appro- 
chées de  y seront  i et  a. 

On  fera  donc  : 

i"  y = I -e  -,  et  l’on  aura 

''  Z 

,j*  — aa’  — Z -t-  I = o. 

équation  qui  n’aura  plus  qu'une  racine  réelle  plus  grande  que  Tunilé 
(19,  a"):  ain.si  l’on  supposera  successivement  s = i,  a,...,  jusqu'à  ce 
que  l’on  trouve  deux  substitutions  consécutives  qui  donnent  des  résul- 


Digitized  by  Google 


5T7 


ÜE.S  ÊylJATlONS  NUMÉRiyUKS. 
lats  «le  signe  (•«ntraire;  or,  on  trouve  «]ue  s = a donne  i , et  z = 
donne  ■+■  y;  doue  a sera  la  valeur  entière  approchée  de  z. 

On  fera  ilont  i = a -t-  et,  suhstitiiant,  on  aura,  en  changeant  les 
signes.  ■ 

«*  “C  3h*  — 4 ^ — * — «** 

On  supposera  de  inénie  « = i . a et  l'on  trouvera  i(uc  la  valeur  entière 

approchée  «le  ii  sera  i . 

On  fera  « =:  i -4-  — , et  ainsi  de  suit«-: 

a”  On  fera  v=a-t-^<  et,  suhstitiiant  dans  réipiati«)n  précé«letite 
eti  V,  «ni  aura,  après  avoir  changé  h-s  signes. 

z’  -♦  3’  — 212  — « =0; 

«•ette  é«piatiüti  n'aura,  e«ininie  la  précédente  en  z,  «jit'une  seule  raciiu' 
reelle  plus  grande  «|ue  l’unité;  «le  s«irte  «pi'il  n’v  aura  «pi’à  faire  î = 1 , 

a ce  «pii  «lonn«‘  les  résultats  — i,  5,  «l'oii  l’on  conclut  «pu*  i est  la 

valeur  entière  approchée  de  z. 

On  fera  «loue  - = 1 -1-  et  l’on  aura,  en  changeant  les  signes, 

«'  — 3 u’  — 4 " — 1 = 0, 

«l’oii  l’oti  trouvera,  «le  la  niéiiie  manière  que  ei-dessiis,  «jue.  la  valeur  en- 
tière approchée  de  « sera  4- 

Ainsi  l’on  fera  « = A > et  ainsi  de  suite. 

Il' 

Donc  les  deux  racines  positivi-s  «le  ré(|ualioti  proposé«'  sennit 


II. 


JC  —1  + 


7^ 
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D’nii  l’on  lirera,  si  l'on  vi'Ul,  (les  frarlions  eonvergeiiles,  eomine  dans 
rKxeni|ile  |ir('T('<lenl  (23  et  24). 

Pour  Irouver  inainleiuinl  la  valeur  ap|iroeh(‘e  de  la  raeine  nepalive, 
on  re|)rendra  l'('quation 

.r*  — — 7 — 0, 

dans  la(|uelle  on  a déjà  Iroiivé  (|ue  la  valeur  enliére  ap|>rorliee  esl  3: 
ainsi  l’on  l(‘ra  .r  = 3 -t-  ce  (|ui  donnera,  en  rlian};eanl  les  signes. 

» y*  — *>o r’  — — I O. 

el.  eoinme  eelD»  é(|uation  ne  peu!  avoir  ()u’nne  seule  raeine  réelle  plus 
grande  (|ue  i (19,  a”),  on  (Ui  trouvera  la  valeur  a|»|>roeliée  en  l'aisant 

V = I,  a jus(|u’à  ee  (|ue  l’on  reneonlre  deux  r('‘siillals  eonseeulifs  de 

signe  contraire,  ee  (|ui  arrivera  lor.S(|ue  y — ao,  ai;  de  sorte  (|ue  la  va- 
leur dont  il  s’agit  s<-ra  an. 

On  fera  doue  v=  ao  -t-  -> 

U 

Do  iTlte  nianièro.  ta  raoini*  négative  de  i’équalioii  proposée  sera 

X — — 3 — — ' - ^ • 

• 
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< ytêmntres  dt  V Académie  rurale  tUi  Sciences  et  Betles-Lettres 
de  Berlin f l.  XXIV,  1770.) 


J’ai  donné  dans  ce  Mémoire  un«‘  iiiélliode  générale  pour  résoudre  les 
<'‘(|U.itic)ns  tiuniéritjues  de  tous  les  déférés,  inaltéré  sur  laquelle  un  n'avail 
eiieore  que  des  tentatives  et  des  essais.  Ma  inélliode  ne  laisse,  ee  me 
%einl)le,  rien  à désirer  : non-senleinent  elle  fournit  un  moyen  siir  de  re- 
eonnaitre  coinltieii  de  racines  réelles  positives  ou  négatives,  égales  ou 
inégales,  il  y a dans  une  équation  quelconque;  elle  donne  encore  le 
moyen  d'approcher  d'aussi  prés  que  l'on  veut,  et  le  plus  qu'il  est  po.ssihle 
en  nomhres  rationnels,  de  la  vraie  valeur  de  chaque  racine;  et  c'est  à 
(|Uoi  se  réduit,  si  je  ne  me  trompe,  tout  ee  (|ii’on  peut  souhaiter  dans  la 
résolution  des  équations. 

.Ayant  eu  occasion  de  penser  encore  à cette  matière,  j'ai  fait  de  nou- 
velles réllexions  qui  peuvent  .servir  à perfectionner  et  à simplifier  ma 
méthode  dans  plusieurs  cas;  ce  sont  ces  réflexions  que  je  vais  exposer 
ici  ; elles  me  paraissent  as.sez  importantes  pour  mériter  quelque  attention 
de  la  part  des  (iéométres. 


( Lu  à i’Aradéraio  le  aS  août  1769  et  le  8 mars  1770. 
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1.  — Sur  h.s  rucines  ima^irntires  des  équations. 
RKMARgci:  I. 

Sur  Ut  miiiiière  de  rrrohnmtrr  quand  toutes  tes  racines  d'une  équation 
sont  rrelJes. 

1 . Dans  le  II"  8 (If  ff  .Mi'nnoirf , j’ai  (Iüiiiip  des  fonmilfs  gi-néralfs  pmir 
(Ifdiiii'P  d’uilf  éi|uation  (|iiflf<iiii{Uf  une  autre  é(|Ualioii  dont  les  raeiiies 
soient  l(‘s  earn'-s  d(>s  diHerenefs  entre  les  raeines  de  l'eiiuation  pro|iosée. 
Or.  si  toutes  les  raeines  d’une  e(|iiation  sont  réelles,  il  est  évident  (|iie 
les  eam'*s  de  leurs  dillérenees  seront  Ions  jiositifs;  par  eonse(|tieiit.  l’e- 
i|nalion  dont  ees  earrés  seront  les  raeines,  et  que  nous  appellerons  doré- 
navant, pour  aliréger,  équation  des  différences,  eelte  e(|naliun,  dis-je. 
n’ayant  que  des  raeines  réidles  positives,  aura  n('•eessairenlent  li-s  signes 
de  si's  termes  alternativement  iiositil's  et  iiégatil's;  de  sorte  (|ue.  si  celle 
eoiidition  n’a  pas  lieu,  ee  sera  une  marque  sûre  (|iie  réqiialion  primitive 
a nécessairement  des  raeines  imaginaires. 

2.  De  plus,  comme  on  sait  {rayez  les  Mémoires  de  eelte  Aeadeniii; 
pour  l’année  et  ceux  de  la  Société  de  Turin  pour  raniu'e 

que  les  raeines  imaginaires  vont  toujours  deux  à deux,  et  (|u'(dles  peu- 
vent se  mettre  sous  la  l'orine 

V et  (5  étant  des  i|iianlités  riVlles,  il  s’ensuit  (|ue  la  diilerenee  de  deux 
raeines  imaginaires  eorrespondanles  .sera  néeessairemeni  de  la  ('orme 
2^1  V — '•  «l«‘  sorte  (|iie  le  carré  de  celte  did'erenee  sera  — c'est-à- 
dire  nue  quantité  réelle  et  négative.  Doue,  si  re(|uation  proposée  a des 
racines  imaginaires,  il  faudra  ni''eessairenient  (|ue  Véquntion  des  diffé- 
rences ail  au  moins  autant  de  racines  reelles  négatives  (|u’il  y aura  de 
eoupl(‘s  de  raeines  imaginaires  dans  la  (U'oposée. 

Cest  ce  (|ue  j’avais  déjà  remaiapie  dans  le  § Il  du  Mémoire  cite;  mais 
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voifi  une  l•ons(•(|u<*m•(‘ (|ui  ni’:iv:iit  (■«■ha|ip(’  alors,  ol  <|iii 
^raiiilf  iilililé  dans  la  rerhiTidii*  des  raeines  iriiaÿ;iiiaires. 

d.  Nous  venons  de  voir  (|iie  elia(|ue  eoiiple  d(‘  raeines  imaginaires  de 
la  proposée  doit  donner  au  moins  une  racine  réelle  négative  dans  l'é(|ua- 
lion  lies  dillérences.  Or,  il  est  démontré  (rove:  les  Mémoires  de  T Acadé- 
mie des  Sciences  de  Paris  pour  l'année  17  : (]u’une  éi|uation  (|ueleoni|ue 

ne  saurait  avoir  plus  de  racines  positives  i|u'elle  n'a  de  changements  de 
signes,  ni  plus  de  racines  négatives  (ju’elle  n'a  de  successions  du  même 
signe.  Donc,  le  nomhre  des  racines  imaginaires  dans  une  éi|ualion  ipiel- 
eoni|ue  ne  pourra  jamais  être  plus  grand  (|ue  le  douille  de  celui  des  sue- 
ees.sions  de  signe  dans  réijualion  des  diirérenees. 

i.  De  là  et  de  ce  ipie  nous  avons  dit  ci-dessus  il  s'ensuit  (|ue,  si  ré(|ua- 
tion  des  diH'éreuces  a tiuis  ses  termes  allernalivement  positifs  et  négatifs, 
l'éijuatiou  primitive  aura  nécessairement  toutes  ses  racines  réelles,  sinon 
elle  aura  nécessairement  des  racines  imaginaires,  .\insi  l'on  pourra  tou- 
jours juger  par  ce  moyen  s'il  y a ou  non  des  racines  imaginaires  dans 
une  équation  (|uelcunqiie  donnée. 

• Remarque  11. 

Où  l'on  donne  des  re'f'les  pour  déterminer  le  nomhre  des  racines 
imaginaires  d’une  équation. 

ô.  Soient 

U.  6.  c.  </,... 

les  racines  réelles  d'une  équation  quelconque,  et 

a — 3v^,  y-hiy-t.  y — 

les  racines  imaginaires;  les  carres  des  dillérences  de  ces  racines  seront 
(a— ftp.  (n  — c)’,  

• (ft  — c)’,  (ft  — (/)' (r  — 

— 4?‘.  — 
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.S8'. 


(a  — a 

(a  — A +3  v'—  ' 
f a — c 4-  3 I )‘, 

(a  — d 4-  3 V ~ 


(/  — a + A 
{y  — b ôv'^j’, 
(y  — c -t-iv  — */. 
(y  — d + i^—i)’. 


[a--/  + (3-â)v  — ij’, 

ra-y-H(3H-a)v'-ij’, 


(a  — a—  3v  — O’, 
(a  — A — 3 V — ' )’> 

(a  — c — 3v'— '/’> 

(a  — d — 3 V'— I 


(•/  — a — 

(■/  — A — 6 y'— I )’, 
(y  — c — i v’—  1 J', 
(y  — f/  — ay'— l)’, 


fa-y-  (3-S)v^^J’, 

[“-•/-(?.+ Ô)V- il  ]’• 


Ifsiiuds  sei'ont  par  cnnst-quenl  les  racines  de  l’êi|ualiün  des  dilFereiices. 

Soit  m le  degré  de  réqnatioii  proposée,  qui  est  égal  au  nombre  des 
racines 

a,h,c,...,  a + P^— I,  a — py  — 1,  y-*-5y  — i,  y— Ayl— i,...; 

celui  de  l’équation  des  diirérences  sera  (n“  8 du  Mémoire  cité) 

m{m  — t ) 

2 

or,  soit  /)  le  nombre  des  racines  réelles  a,  i,  c,...  et  ay  celui  des  racines 
imaginaires 

a + py— I,  a — 3y— I,  y + ôy'— I,  y — ô^— I 

en  sorte  que  m = p+  iq,  il  est  facile  de  voir  par  la  table  précédente  que, 
parmi  les  n* racines  de  l’équation  des  dilférences,  il  y en  aura  nécessai- 
rement ~ de  réelles  et  positives,  q de  réelles  et  négatives,  et 

ay  (/<  4- ÿ — i)  d’imaginaires. 

6.  Qu’on  fasse  maintenant  le  produit  de  toutes  ces  racines,  et  il  est 
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visibli'  (ju<?  le  produit  des  — — niciiies  positives  sera  toujours  positil', 

que  celui  des  q racines  né};atives  sera  positif  ou  négatif,  suivant  que  le 
nombre  q sera  pair  ou  impair,  qu’eiifin  le  produit  des  iiq{p-\-q  — i) 
racines  imaginaires  sera  toujours  positif;  en  effet,  ces  dernières  racines 
étant  doux  à deux  de  la  forme 

A-t-By'^j’,  (A-By'^}’, 

leurs  |n-oduits  deux  à deux  seront  de  la  forme 

( A’-e  B>)% 

et  par  conséquent  positifs;  donc,  le  produit  de  toutes  ces  racines  en- 
semble sera  toujours  aussi  positif. 

Donc  le  produit  total  sera  nécessairement  positif  ou  négatif,  suivant 
que  q sera  pair  ou  impair. 

■Mais  le  dernier  terme  d’une  équation  est,  comme  on  sait,  égal  au  pro- 
duit de  toutes  ses  racines  avec  le  signe  ou  — , suivant  que  le  nombre 
de  ces  racines  est  pair  ou  impair. 

Donc  le  dernier  terme  de  l’équation  des  différences  dont  le  degré  est  « 
s<‘ra  nécessairement  positif  si  n et  ^ sont  tous  deux  pairs  ou  tous  deux 
impairs,  et  négatif  si  l’un  de  ces  nombres  est  pair  et  l’autre  impair. 

7.  Or,  si  net  9 sont  tous  deux  pairs  ou  impairs,  n — q s<-ra  nécessai- 
rement pair,  et  si  n et  ^ sont  l’un  pair  et  l’autre  impair,  n — q sera  né- 
cessairement impair;  mais,  à cause  de 

( /7I  --  I ) 

n — ^ ei  de  m = p *#/» 

on  a 

n — q- 

de  sorte  que  n — q sera  toujours  pair  ou  impair,  suivant  que  |t. 

sera. 

Donc  le  dernier  terme  de  l’équation  desdillérences  sera  nécessaireineni 
II.  -4 
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po.silil'  ou  négatif,  suivant  que  le  nombre  géra  pair  ou  impair, 

e’est-à-dire  suivant  que  le  nombre  des  eombinaisons  des  racines  réelles 
de  la  propustie  prises  deux  à deux  sera  pair  ou  impair. 

8.  i"  Supposons  que  ce  dernier  terme  soit  positif,  il  faudra  en  ce  cas 
que  soit  pair;  donc,  ou 

^ = a>  et  o = 4^< 

a . 

ou 

^ = aX  cl  p — ^X  + i; 


il’oii  il  s’ensuit  que,  dans  ce  cas,  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  pro- 
posée s<-ra  nécessairement  multiple  de  4 ai  ce  nombre  est  pair,  c'est-à- 
dire  si  le  degré  de  l'équation  est  pair,  ou  multiple  de  4 plus  i si  le  degré 
de  l’équation  est  impair.  Ainsi,  il  sera  impossible  que  l’équation  ait  a, 
ou  3,  ou  (>,  ou  7,...  racines  réelles. 

a"  Supposons  que  le  dernier  terme  de  l’équation  des  différences  soit 

négatif,  il  faudra  alors  que  ^ soit  impair;  donc,  ou 


P 

a 


= aX  -+- 1 


et  p = ^X-h:t, 


ou 


a 


cl  P 3; 


d’où  il  s’ensuit  que,  dans  ce  cas,  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  pro- 
post're  sera  nécessairement  multiple  de  4 plus  a si  le  degré  de  l’équation 
est  pair,  ou  multiple  de  4 plus  3 si  ce  degré  est  impair.  De  sorte  qu’il 
sera  impossible  que  l’équation  ait  en  ce  cas  1,  ou  4<  ou  5,  ou  8,  ou  9,... 
racines  réelles. 


9.  Ainsi,  par  l'inspection  seule  des  signes  de  l’équation  des  dill'é- 
rences,  on  sera  en  état  de  juger  : 1”  si  toutes  les  racines  de  l’équation 
proposée  sont  réelles  ou  non;  2°  si  le  nombre  des  racines  réelles  est  un 
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de  ceux-ci  i, 4.5, 8, 9,  ia,i3 ou  bien  s'il  est  un  de  ceux-ci  2,  3, 

6,  7,  10,  II,...,  ce  qui  suffira  pour  dcicrmiiier  le  nombre  des  racinc,s 
réelles  et  des  racines  imaginaires  dans  les  é(|ualions  qui  ne  passent  pas 
le  cinquième  degré,  et  dans  toutes  les  équations  où  l’on  saura  d'avance 
que  les  racines  imaginaires  ne  sauraient  être  plus  de  quatre. 

Peut-être  qu'en  poussant  plus  loin  cette  théorie  on  pourrait  trouver 
des  règles  sûres  pour  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles  dans  les 
équations  de  degré  quelconque,  les  méthodes  qu'on  a proposées  jusqu'à 
présent  pour  cet  objet  étant  ou  insuffisantes,  comme  celles  de  Newton, 
Maclaurin,  etc.,  ou  impraticables,  comme  celles  de  Stirling  et  de  l'abbé 
de  Gua,  qui  supposent  la  résolution  des  équations  des  degrés  inférieurs. 

Remarque  III. 

Où  l'on  applique  la  théorie  précédente  au.r  équations  du  second, 
troisième  et  quatrième  degré. 

10.  Soit  l'équation  proposée  du  second  degré  comme 

x’  — Ax  -e  B = 0, 

l'équation  des  différences  sera  du  degré  2^  = 1,  et  l'on  trouvera  jiar  la 
méthode  du  11“  8 du  Méinoirt;  cité  que  cette  équation  sera 

V — a = o, 

on  l'on  aura 

= A*' — 4 0* 

■Ainsi  les  racines  seront  toutes  deux  réelles  ou  toutes  deux  imaginaires 
suivant  que  l'on  aura  A’  — 4B  > « uu  <0;  et  elles  seront  égales  lorsque 
A'  = 4B. 

1 1 . Soit  proposée  l’éqiiatiou  générale  du  troisièim-  degré 

x’  — .A x’  -I-  Bx  — C = O, 

74- 
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ri>qu»tii>n  ries  différences  sera  ici  du  degré  ^ = 3,  et  l’on  Iroiivera  par 
la  inénie  méthode 

V*  — av’  -4  iv  — c — O, 

4a  = a(A*— 3B), 
i6fi— (A’-3B)>, 

{.._.4(^’-3BH«‘-3A(:)-(nC- ABp 

4 C_  y - _ 

Donc,  pour  que  les  racines  soienl  toutes  réelles,  il  faudra  que  l’on  ait' 

I"  A’— 3B>o, 

ï"  4(A>-  3AC)  — (gU-  AB)>>o. 

Si  l’une  de  ces  deux  conditions  manque,  l’équation  aura  deux  racines 
imaginaires. 

12.  Soit  maintenant  proposée  l’équation  générale  du  quatrième  degrc 
jr*  * -f-  B J'  — Cx  + I)  = O 

dont  le  .second  terme  est  évanoui  pour  plus  de  simplicité;  le  degré  de 
l*4W]uation  des  différences  sera  — = 6;  de  sorle  que  cette  équation  sera 


V*  — Hh  bv*  — cv*  dt,>*  — ev  + /-0. 

où  l’on  trouvera  par  la  même  méthode 

4a=-8B, 
i66  =.  21  B’  8 1), 

4'c  = — i8B’ ^ i6BD  + 261?, 

4'</  — 17  B'  -e  24  B’D  — 7 .16D'  ■+  3.16BU’, 

4>e  — -4B‘  — 2.27C>B’-8.27€'D  . 3.4‘BD‘-  2.4>B*D, 
4*/  = 4*  D*  - 2‘  4’  B’  D-  -r-  4’  3>  f BD  4 4>  B‘  1)  - 4 C’  B-  - 3*  U*. 

Donc  si  la  quantité 

4<D>-  2>4'B’D'  + 4*3m:'Bd-*^4’B‘D-  40B'-  3‘C‘ 
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i^sl  négative,  la  proposée  aura  nécessairement  deux  racines  réelles  et 
deux  imaginaires;  mais,  si  celle  quantité  est  positive,  alors  la  proposée 
aura  toutes  ses  racines  réelles  ou  toutes  imaginaires. 

Or,  toutes  les  racines  seront  réelles  si  les  valeurs  de  tous  les  coelli- 
cientsa,  h,  c,  d,  e,f  sont  positives;  donc  elles  seront  toutes  imaginaires 
si,  le  dernier  coelTicienl / étant  positif,  quelqu'un  des  autres  se  trouve 
négatif. 

Supposons  donc  le  coeHicienl  f positif,  en  sorte  que  l’on  ait 

4-  D*  - î*4’  B‘  D>  -e  BI)  -t-  4’  B*  Ü - 4 C’  B"  - 3*(;-  > o, 

et  l’on  trouvera  que  tous  les  autres  coelficienls  seront  aussi  positifs  si 
l’on  a en  même  temps 

B < O et  B’  — 4 1*  >•  O, 

et  t|u’au  contraire  quelqu’un  d’eux  deviendra  néce.ssaireineni  négatif  si 
B > O ou  B’  — 4 1* 

.Ainsi,  dans  le  premier  cas,  les  quatre  racines  de  l’équation  seront 
toutes  réelles,  et  dans  le  second  cas  elles  seront  toutes  imaginaires. 

On  pourrait  de  même  trouver  les  conditions  qui  rendent  les  racines 
des  é(|uatiuns  du  cinquième  degré  toutes  réelles,  ou  en  partie  réelles  et 
en  partie  imaginaires;  mais  comme  dans  ce  cas  l’équation  des  différences 

monterait  au  degré  ^ = lo,  le  calcul  deviendrait  extrêmement  prolixe 
et  embarrassant. 

REMARglli:  IV. 

Sur  la  maniérr  d'aivir  les  racines  imagùulires  des  équations. 

13.  Nous  avons  vu  dans  la  Remarque  II  que  chaigue  couple  de  racineti 
imaginaires  correspondantes  a-i-/3v— i.  a — donne  nécessaiiv- 

menl  dans  l’équation  des  diffénuices  une  racine  réelle  négative  — 
d’oii  il  s’ensuit  qu’en  cherchant  les  racines  réelles  négatives  de  cette 
équation,  on  trouvera  nécessairement  les  valeurs  de  —4/3’,  d'où  l’on 
aura  celles  de  j9,  à l’aide  desquelles  on  pourra  ensuite  trouver  les  valeuisi 
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rom-spondantes  de  a,  comme  nous  l'avons  enseigné  dans  le  n"  17  du 
Mémoire  cilé;  de  sorte  qu’on  aura  par  ce  moyen  l'expression  de  chaque 
racine  imaginaire  de  l’équation  proposée,  ce  qui  est  souvent  nécessaire, 
suiioul  dans  le  calcul  intégral.  Voici  seulement  une  observation  qui  peut 
servir  à répandre  un  plus  grand  jour  sur  celte  théorie,  et  à dissiper  en 
même  temps  les  doutes  qu’on  pourrait  se  former  sur  son  exactitude  et  .sa 
généralité. 

14.  Lorsque  les  parties  réelles  «,  y,...  des  racines  imaginaires 

I,  a — Pv  — y-*-âv  — I,  y — — '••••> 

.sont  inégales  tant  entre  elles  qu’avec  les  racines  réelles  a,  b,  c,...,  il  est 
évident  par  la  table  île  la  Remarque  précédente  que  l’équation  des  dilTé- 
renccs  n’aura  absolument  d’autres  racines  réelles  négatives  que  celles-ci 

— — 4^’ de  sorte  que  le  nombre  de  ces  racines  sera  le  même 

(|ue  celui  des  couples  de  racines  imaginaires  dans  l'équation  proposée. 

Mais,  s’il  arrive  que  parmi  les  quantités  a,  y,...  il  s’en  trouve  d’égales 
entre  elles  ou  d’égales  aux  quantités  a,  b,  c,...,  alors  l’équation  des  dif- 
férences aura  néces.saircment  plus  de  racines  négatives  que  la  proposée 
n’aura  de  couples  de  racines  imaginaires. 

En  effet,  soit  a = a,  et  les  deux  racines  imaginaints 

{a  — a ^V  — i)’,  {a— a — 

deviendront  — et  — |S*.  et  par  conséquent  réelles  négatives. 

De  sorte  que,  si  ré<|uation  proposée  ne  contient,  par  exemple,  que  les 
deux  racines  imaginaires 

a -e  ^ y' — I et  a — — I, 

l’équation  des  dilférences  contiendra,  dans  le  cas  de  « = «,  outre  la 
racine  réelle  négative  — 4/5*.  encore  ces  deux-ci  — jS’,  — /3*  égales 
entre  elles. 

D’où  l’on  voit  que  lorsque  l’équation  des  difl'érences  a trois  racines 
réelles  négatives,  dont  deux  sont  égales  entre  elles,  alors  la  proposée 
peut  avoir  nu  trois  roupies  de  racines  imaginaires  ou  un  seulement. 
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Si  la  proposée  contient  quatre  racines  imaginaires 

— I,  a — 3 — >>  — ■>  y — — 't 

alors  l'équation  des  dillérences  contiendra  d'almrd  les  deux  racines 
réelles  négatives  — 4/5’,  — 4 5’;  ensuite,  si  a = a,  elle  aura  encore  ces 
deuit-ci  — /3’,  — /3’:  si  y — b,  elle  aura  de  même  ces  deux  autres-ci 
— i*,  —3’;  enfin,  si  l’on  avait  a = y,  alors  les  quatre  racines  imaginaires 

fa-y  + (3-a)\/^J’,  fa  — y — (?  — ^)v^— 'J’, 

fa  — /-e(P4-3)v/— ij’,  fa  — y — (i3  + 3)v(— ij’ 

deviendraient 

-((3-3)-,  -(|3-3)>,  -(P  + 3)>,  -(|3  + 3)’, 
e’est-à-dire  réelles  négatives  et  égales  deux  à deux. 

15.  De  là  il  est  facile  de  conclure  : 

i"  Que  lorsque  toutes  les  racines  réelles  négatives  de  l'équation  des 
différences  sont  inégales  entrt;  elles,  alors  la  proposée  aura  néce.ssaire- 
ment  autant  de  couples  de  racines  imaginaires  qu’il  y aura  de  ces  racines. 
Et  dans  ce  cas,  nommant  — tv  une  (juelconque  de  ces  racines,  on  aura 

d’abord  = cette  valeur  étant  ensuite  substituée  dans  les  deux 

équations  (H)  du  n“  17  du  Mémoire  cité,  on  eberebera  leur  plus  grand 
commun  diviseur  en  pous.sant  la  division  jusqu’à  ce  que  l’on  parvienne  à 
un  reste  où  « ne  se  trouve  plus  qu'à  la  première  dimension;  et  faisant  ce 
reste  égal  à zéro,  on  aura  la  valeur  de  a correspondante  à celle  de  |3;  par 
ce  moyen  chaque  racine  négative  — w donnera  deux  racines  imaginaires 

a -t-  ? ^/—  I et  a — 3 . 

a“  Que  si,  parmi  les  racines  réelles  négatives  de  l'equation  des  diffé- 
rences, il  y en  a d’égales  entre  elles,  alors  chaque  racine  inégale,  s’il  y 
en  a,  donnera  toujours,  comme  dans  le  cas  précédent,  un  couple  de  ra- 
cines imaginaires;  mais  chaque  couple  de  racines  égales  pourra  donner 
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aussi  deux  couples  de  racines  ima(;inaires.  ou  n’en  donner  aucun;  ainsi 
deux  racines  égales  donneront  ou  quatre  racines  imaginaires  ou  aucune; 
trois  racines  égales  donneront  ou  six  ou  deux  racines;  quatre  racines 
égales  donneront  ou  huit  ou  quatre  racines  imaginaires,  et  ainsi  de  suite. 

16.  Or,  soient  par  exemple  — u'  et  — tv  deux  racines  égales  négatives 
de  l'équation  des  diHérences,  on  fera  j*  = ^ comme  ci-de.ssus,  et  substi- 
tuant cette  valeur  de  jS  dans  les  équations  (H)  du  numéro  cité,  on  cher- 
chera leur  commun  diviseur  en  ne  poussant  la  division  que  jusqu'à  ce 
que  l’on  parvienne  à un  reste  où  a ne  se  trouve  qu’à  la  seconde  dimen- 
sion, à cause  que  la  valeur  de  ^ est  double,  comme  nous  l’avons  déjà 
remarqué  dans  l’endroit  cité. 

Ainsi,  faisant  ce  reste  égal  à zéro,  on  aura  pour  la  détermination  de  a 
une  équation  du  second  degré,  laquelle  aura  par  conséquent  ou  deux 
racines  réelles  ou  deux  imaginaires. 

Dans  le  premier  cas,  nommant  ces  deux  racines  *'  et  a",  on  aura  les 
(|uatre  racines  imaginain‘s 

a' -4- 3^—1,  a— (5^^  — 1.  1,  — i; 

dans  le  second  cas,  les  valeurs  de  «étant  imaginaires  contre  l’hypothèse, 
ce  sera  une  marque  que  les  deux  racines  égales  — w,  — te  ne  iloune- 
ront  point  de  racines  imaginaires  dans  la  propo.sée. 

17.  S’il  y avait  dans  l'équation  des  diHérences  trois  racines  égales  et 

négatives  — «•■,  — te,  — w,  alors  faisant  ^ on  pous.s<.Ta  seulement 

la  division  des  équations  jusqu’à  ce  que  l’on  parvienne  à un  reste  où  a 
SI4  trouve  à la  troisième  dimen.sion;  de  sorte  que,  ce  reste  étant  fait  = o. 
on  aura  une  équation  du  troisième  degré  en  a,  d’où  l'on  tirera,  ou  trois 
valeurs  réelles  de  a,  ou  une  réelle  et  lieux  imaginaires  : dans  le  premier 
cas  un  aura  six  racines  imaginaires;  dans  le  second  ou  n'en  aura  que  deux, 
les  valeurs  imaginaires  de  a devant  toujours  être  rejetées  comme  con- 
traires à l'hypothèse,  et  ainsi  de  suite. 
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JiJ  II.  — Sur  la  uifuiwre  d'aj>i>rocher  de  ta  mieur  numériijue 
des  raei/ies  des  équatiuus. 

18.  On  il  vu  (luiis  le  li  III  du  Méiuuire  cité  euinmeiil  un  peut  réduire 
le.s  nieines  des  équalion.s  numériques  à des  fraelions  eonlinues.  et  eoni- 
liien  ees  .sortes  de  rédiielions  sont  préféraldes  à toutes  les  autres:  nous 
allons  encore  l'aire  ici  quelipies  remarques  pour  donner  à cette  théorie 
toute  la  généralité  et  la  simplicité  dont  elle  peut  être  suseeptilde. 

RnvviiQCK  I.  , 

• Sur  tes  frartions  continues  f>eriodit/iirs. 

19.  Nous  avons  déjà  remarqué  dans  le  n“  18  du  meme  Mémoire  que, 
lorsque  la  racine  elierchée  est  égale  à un  nombre  coinmeusiirahle,  la 
fraction  conlinne  doit  nécessairement  se  terminer,  de  sorte  que  l'on 
pourra  avoir  l'expression  exacte  de  la  racine;  mais  il  y a encore  un  autre 
cas  où  l’on  peut  aussi  avoir  l’expression  exacte  de  la  racine,  quoi(|ue  la 
fraction  continue  qui  la  représente  aille  à l’intini.  0‘  cas  a lieu  lorsque 
la  fraction  continue  est  périodi(|ue,  e'est-k-dire  telle  (|ue  les  mêmes  dé- 
nominateurs reviennent  toujours  dans  le  meme  ordre  à l’inlini;  par 
exemple,  si  l’on  avait  la  fraction 

I 

f ; 

— 

P , 

ij  

p-s. 

il  est  clair  qu’en  nommant  x la  valeur  de  cette  fraction  on  aurait 

I 

X — P+- 

a s-  - 

^ X 

II.  75 
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S'.O 

CI-  i|ni  iloiii)i>  ('••Itc  ('(luation 

— i>qi  — i>  — O, 

jiiit'  hi(|Ufllf  on  |itiiiiT:i  il('‘tcrn)imT  j-;  il  en  serait  de  inéine  si  la  période 
elaii  d’un  plus  p;raiid  noinlire  de  termes,  et  l'on  trouverait  toujours  pour 
la  détermination  de  x une  é(|ualion  du  second  d<‘);ré.  Il  peut  aussi  arri- 
ver que  la  fraction  continue  soit  irrégulière  dans  ses  premiers  termes,  et 
qu’elle  ne  eointnenee  à devenir  périodique  qu'après  un  certain  nombre 
de  termes:  dans  ces  cas  on  pourra  trouver  de  la  même  manière  la  valeur 
de  la  fraction,  et  elle  dépendra  pareillement  toujours  d’une  équation  du 
second  degré;  car  soit,  par  exemple,  la  fraction 


. 

r ■+ 


nonimoiis  toute  la  fraction  ar,  et  >■  la  partie  (|ui  est  périoilique,  savoir 


on  aura 


il’oti  l'on  tire 


mais  on  a 


J"  = //  -O  — — , 


»■  - /'  . 


y - c a-  - 
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JC’  — rsr  — r — o; 

ilonc,  üulistilnant  pour  y sa  valeur  en  æ-,  on  aura 

~ f,y—  rtlx  — i>)[i  — i){x  — p)]  — r[t  — ijlx  — p)yz=zo, 

éi|uatiun  qui,  étant  développée  et  ordonnée  par  rapport  h x,  montera  an 
second  degré. 

20.  On  voit  par  ce  (|ue  nous  venons  de  dire  que  le  cas  dont  il  s'agit 
doit  avoir  lieu  toutes  les  fois  que  dans  la  suite  des  équations  transfor- 
mées fn),  {b),  (c),  (rf),...  du  II"  18  du  Mémoire  cité  il  s’en  trouvera 
deux  qui  auront  les  mêmes  racines;  car  si  la  racine  z,  par  exemple,  de 
l’équation  (c)  était  la  même  i|ue  la  racine  x de  l'équalion  (a),  on  aurait 


ce  qui  e.st  le  cas  que  nous  avons  examiné  ci-des.sus,  et  ainsi  des  autres. 
Donc,  (luand  on  voit  que  dans  une  fraction  continue  certains  nombres 
reviennent  dans  le  même  ordre,  aloi-s,  pour  s’assurer  si  la  fraction  doit 
être  réellement  périodique  à l’intini,  il  n’y  aura  qu’à  examiner  si  les  ra- 
eines  des  deux  équations,  qui  ont  la  même  valeur  entière  approchée, 
sont  parfaitement  égales,  c'est-à-dire  si  ces  deux  équations  ont  une  ra- 
cine commune:  ce  (|u’on  reconnaitra  aisément  en  cliercliant  leur  plus 
grand  commun  diviseur,  lequel  doit  nécessairement  renfermer  toutes  les 
racines  communes  aux  deux  équations,  s’il  y en  a;  or,  comme  nous 
avons  vu  que  toute  fraction  continue  périodique  se  réduit  à la  racine 
d’une  équation  du  .second  degré,  il  s'ensuit  que  le  plus  grand  divi.seur 
commun  dont  nous  parlons  sera  nécessairement  du  second  degré. 

21.  Supposons  donc  qu'on  ait  reconnu  que,  parmi  les  dilférenles 
équations  transformées,  il  s’en  trouve  deux  qui  aient  la  même  racine; 
alors  la  fraction  continue  cherchée  sera  nécessairement  périodique  à 

75. 
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rinliiii,  <!(■  sorli'  qu'on  pourra  la  ronliiiuer  aussi  loin  qu'un  vomira  un 
riqiutanl  suiilcmunl  lus  inùuius  nombrus.  Mais  voyons  uunimunt  on  pourra 
ilans  eu  ras  ronlinuur  aussi  la  suite  des  fractions  convergunles  du  n"  23 
du  Muinoirr  cité  sur  la  résolution  des  équations  numériques , sans  être 
obligé  du  les  calculer  tonies  l'une  après  l'autre  par  les  formules  données. 

22.  Pour  cet  elfet,  nous  supposerons  que  l'on  ait  eu  général 

,1  .1  , I 

.r  “ *f-  — ï j:’,  “ Al  4*  — ■ > jTj  — Al  4- 

X,  X,  Xi 

en  .sorte  que,  x étant  la  racine  cbcrchée,  x,,  x,,  x soient  celles  des 

équations  transformées  que  nous  avons  désignées  ailleurs  pary.  z,u 

et  l'on  aura 


Donc,  faisant,  comme  dans  le  numéro  cité. 


(A) 


l =1, 


I.  O, 


l i 

I 

j A = A *e  /,, 
[ /.  = >,  /,  + /„ 


!..  - I, 

L]  — l.i  O l.i, 

L,  — I„  +■  l„, 


on  aura  ces  fractions  convergentes  vers  x- 

/ /,  / /.  /, 


23.  .Maintenant,  l'équation 


X Al  + • 

X, 

donnera 

XX,  =:  X,  À,  I = X,  /,  + I ; 
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iiipIIüiis,  au  lieu  de  x,  dans  le  second  membre  de  eette  é()uation,  sa 
valeur 


el  nuiltipliant  parx,,  on  aura 


XX,  X,  = (Il  /,  + /)x,  -H  /,  = /,  X,  -t  I,  ; 


on  trouvera  de  même,  en  substituant  dans  le  seeond  inembre  de  relie 
équation  X,  -l-  ^ à la  place  de  Xj, 


XX,  X,  X,  ■ /]  X,  t], 


et  ainsi  de  suite. 

Pareillement,  réi|uation 


donnera 


X,  = X.  H 

X, 

X,  X,  = X,  X,  + I = l„  X,  + I.,  i 


ensuite,  substituant  dans  le  second  membre  X,  -t-  ^ à la  place  de  .r,,  et 
multipliant  parx,,  un  aura 


X,  X,  X,  — ( X,  L,  -f-  I.,  ) X,  -t-  L,  = U,  X,  -e  L,, 

et  ainsi  de  suite. 

D’où  il  s’ensuit  qu’on  aura  en  général,  quelle  que  soit  la  fraction  con- 
tinue, suit  périodique  ou  non. 


|B) 


j xx,x,x, . . .x^  — l^x^ 

t X,  X,  X,  . . . x^  = x^ 


P— '• 


24.  Ola  posé,  supposons  (|u’oii  ait  trouvé,  par  exemple. 


c’est-à-dire  que  la  racine  de  la  (a  v)"”'  Iranstbrmée  soit  égale  à celle 
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tif  lit  transformée  u.'*"';  alors  on  aura  aussi 

fl  fil  général 

X :=  JT  : 

(loiif  aussi 


fl  fil  général 


ilf  sorte  i|u’on  aura 


■ = >,  + 


).i+ . 


"*  , I 

+ . + I ^ 

%-t-3  ^ 


^5.  Maintenant,  si  l'on  suppose  en  général 


p = fi  + nv-(-ro, 

il  est  facile  de  voir  que  les  deux  équations  (B)  du  numéro  précédent  de- 
viendront 


x,x,...x^  X X,^,...x^^„  X (x^^,  + o + L,-.- 

Or  on  a,  en  faisant  dans  les  formules  (B)  du  numéro  précédent  p = ix. 


XX,  X,.  . .x^  = X,  ■+■ 
x,x,...x^  = l.^x^  -♦-  U^_,. 


De  plus,  à cause  de 
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il  i-st  l'Iair  que  si  l’on  fitil 


:>9<) 


J 

A = 1, 

Il  T:  O, 

Il  = 1, 

(C) 

A,=  A,  4 A, 

/<•= 

Il.r=).„^jll,4-  II,. 

A*  =7  i 

Il.  = ).,^,ll.4-ll=. 

on  aura  en  général 

(Dt  1 

•*'>t  • ‘ ^u^i-9 

Itone  on  aura 

+•  1 > * * * fl  •+■  O 

et,  à cause  de 

, , = (hypothèse). 

26.  l)o  sorti*  qu'on  faisant  ces  sul).stitntions  ilans  les  ileux  é<|nalions 
ei-dessii.s.  on  aura 


ji»  -r  a ,6  — i 


V{ 


27.  Or  les  équations  ID),  étant  divisées  l’une  par  l’antre,  donneiil 

A. a:„ 4-  /i  , 


(K) 

d’oii  l’on  tire 


- é,_, 


Donc,  faisant  ■î  ~ . in,  on  aura 


H._,  a- 
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•MH) 

Cl.  «le  là. 


A_  ll„_,-ll„/ 

U O ÇT  *“  • ’S 

A.  - Il  a- 


mais  il  est  facile  de  voir,  par  la  nature  des  quantités  A,  A,,  A, Il,  H., 

Hi que  l’on  a 

H,A-A,II  = i,  H,A,  - A,H,  = -i,  U,A.-A.II,  = i 

<roii  l’on  aura  en  général 

Ho ''a-.=±'. 

le  si(;ne  supérieur  ayant  lieu  lorsque  o est  un  nomlire  pair,  et  rinlérieiir 
lorsque  O est  impair. 

Donc,  faisant  ecs  sulistitutious  dans  les  deux  équations  du  n"26,  on 
aura 


V — *)  I Hq — I “ tp — i ti(j ) J'^4*  I /p__  1 Aç,  _ I ). 

^ L^ — I )(  -e  tl> — i)^  = ( LpHo — I Lp — I tt(j  )-^jB "S" (Lp  — i A^y  — LpA„ — i ); 

les  signes  ambigus  dépendant  du  nombre  a,  comme  nous  l’avons  vu  ci- 
dessus. 

28.  .Maintenant,  si  dans  l’équation  (E)du  numéro  précédent  on  fait 
7 = V,  on  aura,  à cause  de  = x^  (hypothèse), 

d’où  l’on  tire  l'équation  en 

(F)  H,xJ-fA,-H,_,^x.— A,_,  = o, 

laquelle  donne 

_ K- H._,  - V tâ:-  H._;;>“^:iH;A; - 

x._  - 
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Soit,  pour  alirogpr. 


Q = P + 


i-ii  sorti'  (|iio  l’un  ail 


iQ. 


l'i,  suiistiluaiit  l'oUo  valeur  dans  les  deux  dernières  éijuations  du  ii“27. 
on  aura 

P -e  vQ)  (H.  P + U.  - + H.  vl»r 

= (/,  H„_.  - HJ  f P + vQi  + 

± (l.„  P ^ L,_,  4-  vQ)  (H,  P + II.-.  II,  vQ)" 

- C>llo-,  - iy-,  H J fP  + vQ)  + (I.,-,  tyl'u-.)’ 

d’oü.  il  cause  de  l’aiiibiguîté  du  radical  vQ*  tirera  (|iialre  ei|iiatioiis 
par  lesquelles  on  pourra  délerniincr  /^,  L^, 

2i).  Eu  ed'el,  siip|>usuns,  pour  abréger. 


on  trouvera  ces  quatre  équations 

^ ' /e i f -t-  'b  V Û r - Uj.  - />■  >X> H 1^» - H. t'Q )‘ 

^ ° ••«  V Ü 


n I et 


fig  — Le 
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niinc,  si  l’on  ajoute  la  première  multipliée  par  à la  deuxième  mul- 
tipliée par  Ho.  et  de  même  la  troisième  multipliée  par  à la  (jiialrième 
multipliée  par  H„,  et  (|u’on  fasse,  pour  abréf'er, 

O B B * 

ou  aura,  à cause  de  ^oRo-i  ~ Ho^n— , = ± i (27), 

I r'Ô 

^ (F^  -eL^v'Ôjfüo  , £oV^)(K,  t-H,v'^)'-(FV-L.v'ÿ}feD-Ho»  Ô[(Ka - "ov'Ô)’ , 

n y 

't  étant  =r  fi  » nv  + o. 

30.  .Ainsi,  lorsifu'à  l'aide  des  quantités 

Si,  Si,  X),..., 

on  aura  ealeiilé,  par  les  formules  (.A)  et  '(’.).  les  quantités 

/.  /„  /. L.  L„  U 

jiis(|u'à  /,  et  L„  et  les  quantités 

h,  h.,  h, H.  It„  11,..., 

jusqu’à  h,  et  H,,  on  pourra,  par  les  formules  précédentes,  trouver  les 
valeurs  de  et  de  L^,  c’est-à-dire  les  termes  de  la  fraction  i|uel  que 

*P 

suit  l’exposant  du  quantième  p;  car  |iour  cela  il  n’y  aura  qu'à  retran- 
clier  fi  de  p,  et  diviser  la  dilférence  par  v;  le  quotient  seia  le  tiumiire  n. 
<|ui  entre  dans  les  formules  précédentes  comme  exposant,  et  le  reste  sera 
le  nombre  a,  (|ui  .sera  par  conséquent  toujours  moindre  que  v. 

31.  .Au  reste,  si  l’on  voulait  trouver  eti  jténéral  l’équation  du  s«*eond 
degré  par  laquelle  peut  être  déterminée  la  racine  x de  l’équation  pro- 
posée, lors(|u’on  a x,.,.,  = x„,  comme  dans  le  ti“  24,  il  n’y  aurait  (|ii’à 
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remarquer  que  les  équations  (Bj  du  n"  23,  étant  divisées  l'une  par 
l’autre,  donnent  en  général 


(<i) 


l.x,  + 

. ^ P P P*~* 


d'oii  l’on  tire,  en  faisant  p = fx. 


doue,  substituant  eette  valeur  de  X/,  dans  l’équation  (E)  du  n"  27,  on 
aura  eelle-<-i 


tl,(L._,j--/„_,)'-(/i, -tl,_,)(L^_,.r-/^_,)(/^  — t.p-r) -O. 

e’est-à-dire 

r H,  L; _,  + ( A,  - H_ , j L^_.  - A, l;j  x:’ 

- faH.  + ( A,  4 H,_.}  (L^_,  /.  -e  ly)  - aA._,  /„  I.,;  x- 

et  eette  équation  s«-ra  nécessairement  un  diviseur  de  l'équation  propost'-e. 


Rrmarquc  II. 

Où  l’on  donne  une  manière  Irès-sim/de  de  réduire  en/raclions  ronlinuer 
les  racines  des  équations  du  second  degré. 


32.  Considérons  l’équation  générale  du  second  flegré 
E,x'  — atjr  — E=  O, 

dans  laquelle  E,  E,  et  s sont  supposés  des  nombres  entiers,  tels  (|U)‘ 
î’  + EE,  > O,  pour  que  les  racincS  soient  réelles;  eette  équation,  étant 
résolue,  donne 


76. 
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(iUA 

oii  If  r;i(lu‘»l  pftii  t'-tre  pris  positivciiiftil  ou  iifKativfiucnt.  Supposons 
(|Uf  la  raciuf  flierrliée  soit  positive,  et  soit  X,  le  nombre  entier  (|ui  sera 
iiniufiliatement  plus  petit  que  la  valeur  de  x;  ou  fera  doue 


X 


.r. 


et,  substituant  rette  valeur  dans  l'équatiou  proposée,  on  aura  une  équa- 
tion traiisformée  dont  rineoiiiiue  sera  x,;  or  si,  après  avoir  fait  la  sub- 
stitution, on  uiulti|ilie  toute  l'équation  parx*,  qu'ensilite  on  rbange  les 
signes  et  qu’on  suppose,  pour  abréger, 

£,  X,  E,  - E, 

E,  E s-  oieX,  — E,  X;, 

on  aura  la  transl'orinei- 


la(|uelle  donnera 


E,  j;  — I E,  X.  — E.  = O, 


E,  -4-  V É*  + El  É,  _ 

E.  ~ ■ 


on  ebeivhera  dune  le  noinbre  entier  X,,  qui  sera  itnniédiatemeni  plus 
petit  que  eettc  valeur  de  x,,  et  l'on  fera 


X. 


X.  -t-  , 


et  ainsi  de  suite. 

Maintenatit,  je  remarque  (|ue  la  quantité  ij  -h  K,  Ea.  i|ui  est  sous  le 
signe  dans  l’expression  de  x,,  devietit,  eti  substituant  les  valeurs  de  £,  et 
de  Kj,  et  étant  ee  (|ui  se  détruit,  eelle-ei  : e’  KE,,  qui  est  la  même  que 
relie  qui  est  sous  le  signe  dans  l’expression  de  x;  d’où  il  est  farile  de 
eonriure  que  la  quantité  radirale  sera  toujours  la  même  dans  les  expres- 
sions de  X,  X, , X,,..,. 


33.  Doue  si  l’on  fait,  pour  abréger, 

B — E'-e  EE,, 
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•'I  (ju’on  prenne  (le  signe  < dénote  (|u’il  faut  prendre  le  noinlire  entier 
qui  est  immédiatement  moindre) 


. t -f-  VE 

x,<.— , 

e.  = E, 

= E -4-  ÎIC  A,  — 

E.x;, 

,e,  4-vI 

E,  ’ 

£.r  X,  E, 

= E,  - 2C,  >1  — 

E,),;, 

/.<  g - J 

II 

— El  • 2 Éi  Xj  — 

E.XJ, 

£,  = X.E. 

d'oii 


-T-  1/  . I 

X = -rr-—  = >1  H 1 

X| 

Cl  y'  B 

E. 

— iL."^  VJ“  - X + 1, 
— E. 


JT  = X,  H 


Quant  au  radiral  y B.  ü faudra  toujours  lui  donner  le  même  signe  (|u'on 
lui  a supposé  dans  la  valeur  de  la  raeine  eherchéc  x. 

On  peut  observer  eneore  que,  eomme  on  a trouvé 


6Î  + E,  E,ir :s>  4 EE,  = B, 

on  aura 


et,  de  même. 
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Ainsi  l’on  pourra,  si  on  le  juge  plus  commode,  employer  ces  formules 
à la  place  de  celles  qu’on  a données  plus  liaul  pour  avoir  les  valeurs  de 

i:,.  K,.... 


:U.  Mainlenanl  je  dis  que  la  fraction  continue  qui  exprime  la  valeur 
de  3-  sera  toujours  nécessairement  périodique. 

Pour  pouvoir  démontrer  ce  théorème,  nous  commencerons  par  dé- 
montrer en  général  que,  quelle  que  soit  l’équation  proposée,  on  doit  tou- 
jours néressainnnent  arriver  à des  é(|uations  transformées  dont  le  pre- 
mier et  le  dernier  terme  soient  de  signes  différents.  En  effet,  nous  avons 
vu,  dans  le  n"  19  du  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  numériques. 
qu’on  doit  toujours  néce.ssairement  arriver  à une  équation  transformée 
qui  n’ait  qu’une  .seule  racine  plus  grande  que  l’unité,  après  quoi  cha- 
cune des  transformées  suivantes  n’aura  aussi  qu’une  scmle  racine  plus 
grande  ipie  l’unité;  soit  donc 

atr  -t  bir  eu"  = . . . -t-  ^ = o, 

une  de  ces  transformées  qui  n’ont  (|u’une  seule  racine  plus  grande  (|ue 
l’unité,  et  soit  s la  valeur  entière  approchée  de  u : on  fera,  pour  avoir  la 

transformée  suivante,  u = s ~ ce  qui.  étant  suhstitué,  donnera  cette 

tu  ' 

transformée,  ilans  laquelle  il  est  aisé  de  voir  que  le  premier  terme  .st>ra 

( nj"  — ’-i-, . ,-i-  h )iu“, 

Pt  que  le  dernier  sera  a.  Or,  puisque  la  vraie  valeur  de  u dans  la  trans- 
formée précédente  tomhe  entre  ces  deux-ci  : u — f et  u = oc  , entre  les- 
quelles il  ne  se  trouve  aucune  autre  valeur  de  u (hypothèsCj,  il  s’en- 
suit (|u’en  faisant  ces  deux  substitutions  dans  l’équation  en  u on  aura 
nécessairement  des  résultats  de  signe  contraire;  car  il  est  facile,  de  con- 
cevoir qu’il  n’y  aura  en  ce  ras  (ju’un  s*ml  des  facteurs  de  cette  équation 
qui  pourra  changer  de  signe  en  pa.ssant  d’une  valeur  de  u à l’autre  (n°5. 
Mémoire  cité).  Mais  la  supposition  de  o = x donne  le  résultat  au"  (tous 
les  autres  termes  devenant  nuis  vis-à-vis  de  celui-ci),  lequel  est  de  même 
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que  le  coefricient  a:  ilone  il  faudra  que  la  supposition  de  « = î 
donne  un  résultat  de  signe  contraire  à a;  mais  ce  résultat  est  égal  à 

ni"  Ai"-'  -e  -i- . . . -e  A’; 

donc,  puisque  cette  quantité  est  en  même  temps  le  coellicient  du  pre- 
mier terme  de  l’équation  transformée  en  w,  dont  le  dernier  terme  est  a, 
il  s’ensuit  que  cette  transformée  aura  nécessairement  ses  deux  termes 
extrêmes  de  signes  dilférenls. 

Kt  l’on  peut  prouver  de  la  même  manière  que  cela  aura  lieu  à plus 
forte  raison  dans  toutes  les  transformées  suivantes. 

3.5.  Ola  po.sé,  puisque  réi|iiation  proposée 
E,  X’ — 3ex  — E = O 
donne  les  transformées  (32) 

E.  xJ  — 2i,  X,  - E,  O, 

ff 

fE.  xJ  — 2e,  X,  — E,  = O, 


il  s’ensuit  de  ce  que  nous  venons  de  démontrer  dans  le  numéro  précé- 
dent (|u’on  parviendra  néces-sairement  à des  transformées  comme 


,x;-2.^x,-E.,=:ü, 


dont  les  premiers  et  derniers  termes  seront  de  signes  dill’crenls;  de  sorte 
que  les  nombres 

seront  tous  de  même  signe.  Or,  un  a (33) 

B = e'  -e  Ej,E^^,  = E^^,  E^^,  = .. 

donc,  puistjuc  E,,  E,+,,  sont  de  même  signe,  les  produits 

E^E.,.,.,,  E,.,.,  Eÿ.,.],...  .seront  nécessairement  positifs;  tl’où  il  s’ensuit  : 


AUDITIONS  Al)  MÉMOIKK  SUR  LA  RÉSOLUTION 


IMI8 

i“  Que  l'on  aurrf 

t;<B.  

«•'<“sl-à-<lirc  fcii  faisant  ahslractinn  du  signe, 


et  ainsi  de  siiile  à riiiliiii; 

a"  Que  l’on  aura  aussi,  à cause  t|iie  les  iiuinbres  E,  E,,  E,,...  sont  tous 
enliers. 

E,<B. 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  comme  B e.st  donné,  il  est  clair  (|u’il  n’_v  aura 
(lu'un  certain  nombre  de  noml)res  entiers  (jiti  |)ourront  être  moindres 
«|iie  I)  ou  (|ue  V H;  de  sorte  (|iie  les  nombres 


Ile  pourront  avoir  qu’un  cerlain  nombre  île  valeurs  dillérenles,  et  qu’aiiisi 
dans  l’une  et  l’autre  de  ces  .séries,  si  on  les  pmsse  à l’inlini,  il  faudra 
nécessai renient  que  les  mêmes  termes  reviennent  une  inlinité  de  fois: 
et,  par  la  même  raison,  il  faudra  aussi  qu’une  même  combinaison  de 
termes  correspondants  dans  les  deux  séries  revienne  une  infinité  de  fois; 
d’où  il  s’ensuit  qu’on  aura  nécessairement,  par  exemple. 


E^^,.^.  = E,^.  et 
ou  bien,  en  faisant  •/  — 5 = ;x, 

E„^,  = E„  et  £ =£.; 


donc,  à cause  de 


B = «i  E,  E.^,  = eU,  H-  E„^. 


on  aura  aii>si 


mais  un  a 


E_„.,-E_,: 


E *■'  ; 
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doiH’  = donc  la  fraction  continue  sera  néces.sairement  pério- 
dique (24). 


36.  Bn  effet,  on  voit,  par  les  formules  du  n“  33,  que  si  l’on  a 


et  = ^ 


et  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu’en  général  les  termes  des  trois  séries 
E,  El,  El,  ■ . . , s,  El,  £,, . , . , ).i,  Xj, . . , , 


qui  auront  pour  exposant  a -+-  nv  -H  a,  seront  les  mêmes  que  les  termes 
précédents  dont  les  exposants  si'ront  /x-t-a,  en  prenant  pour  n un 
nombre  quelconque  entier  positif. 

Ainsi,  chacune  de  ces  trois  séries  deviendra  périodique,  à commencer 
par  les  termes  E„.  s^,  et  leurs  périodes  seront  de  v termes,  après 

lesquels  les  mêmes  termes  reviendront  dans  le  même  ordre,  à l’infini. 

37.  Nous  venons  de  démontrer  qu’en  continuant  la  série  des  nombres 
B,  E,,  B,,...  on  doit  nécessairement  trouver  des  termes  consécutifs  qui 
soient  de  même  signe,  et  qu’ensuite  la  série  doit  néce.ssairement  devenir 
périodique;  or,  je  dis  que  dès  que,  dans  la  même  série,  un  sera  parvenu 
à deux  termes  consécutifs,  comme  E-,,  qui  .soient  de  même  signe, 
on  sera  assuré  que  l’un  de  ces  deux  ternies  sera  déjà  un  des  termes  pé- 
riodiques, lequel  reparaîtra  nécessairement  dans  chaque  période. 

En  effet,  comme  E.,  et  E.,+  , sont  de  même  signe,  il  est  clair  que  la 
transformée 

aura  nécessairement  une  racine  positive  et  l’autre  négative,  de  sorte 
qu’elle  n'en  pourra  avoir  qu’une  seule  qui  soit  plus  grande  que  l’uiiité; 
d^nc  tontes  les  transformées  suivantes  auront  nécessairement  leui-s 
termes  extrêmes  de  signes  différents  (34);  par  conséquent,  tous  les  noin- 
II.  77 
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lires  K,,  seront  de  même  signe,  de  sorte  que  diaeun 

d'eux  sera  moindre  que  B,  et  que  chaeun  des  nombres  £,,  iy+,,... 

sera  moindre  que  \ B (35). 


38.  Or,  eomme  on  a 

r=‘;+e,e,^„ 

il  est  visible  que  les  nombres  E,,  Ej,^-,  seront,  ou  tous  les  deux  moindres 
que  V B,  ou  que,  si  l'un  est  plus  grand,  l’autre  en  sera  nécessairemeni 
moindre,  de  sorte  qu'il  y eu  aura  au  moins  toujoui's  un  qui  sera  moindre 
qm-  \ B. 

Supposons  (|iie  ee  soit  E,,  et  je  vais  prouver  que  les  nombres 


E , E 

y y 


E.. 


seront  tous  néeessairement  du  même  .signe  que  le  radieal  y B.  En  ellel, 
puisque  les  raeines  x,,  x,,  x,,...  des  équations  Iransformées  doivent 
être  toutes  plus  grandes  que  l'unité  par  la  nature  de  la  frar.tion  eonti- 
nue,  un  aura  doue  aussi  > i,  x,^.,>  i , et  ainsi  de  suite;  dune 


et,  eomme 
on  aura 


‘y  ..  , v±i:î:'L?  . 

■'  V.  ■"  


V B ~ ’ V B — , 


et  ainsi  des  autres;  doue  aussi 


---<->1.  >1 

vB-e^  vS- «,+, 

Or,  eomme  sont  plus  petits  <|ue  \ B,  il  est  clair  i|ue,  quel 

que  soit  le  signe  de  ces  nombres  £,,  les  dénominateurs  VB  — i-,, 

vB  — seront  néeessairemeut  du  même  signe  que  y B;  donc  il 
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tauilra  que  les  iiuinêraleurs  E,.  E;,^. soient  tous  aussi  du  inénie 

signe  i|ue  y U- 

Maintenant,  supposons,  pour  plus  de  simplicité,  y ü positif,  en  sorte 
<|ue  Ey,  Ey_n,...  doivent  être  aussi  tous  positifs,  et  je  dis  (]uc  ty,  ty-^,, 
ly^t,...  le  seront  aussi.  Car  soit,  s’il  est  possible,  t^=  — »j  (y;  étant  un 
nombre  positif^,  et,  comme  E,  < yU  (liypotbèse),  on  aura,  à plus  forte 
raison,  Ey  < y B -I-  »i;  donc 

E E 

/ _ / 

yB  — vB  + >i 

sera  < i,  au  lieu  que  cette  quantité  doit  être  > i;  donc  tydoit  être  po- 
sitif. Soit  ensuite,  s’il  est  possible,  5y+,  = — >j,,  et  comme  on  a,  par  les 
formules  du  n"  33,  ty^,  =X.y.^,  Ey^-i  — t,,  on  aura  /.y.nEy^.,  = Sy  — >j,; 
donc,  à cause  que  e-,  et  yj,  sont  des  nombres  positifs  moindres  que  y B, 
et  que  ).y+,  est  aussi  un  nombre  entier  positif,  il  est  clair  que  Ey-n  devra 
être  moindre  que  yB;  et,  dans  ce  cas,  on  prouvera,  comme  ci-devant, 
que  jyH-i  devra  être  positif;  et  ainsi  de  suite. 

Si  yB  était  pris  négativement,  on  prouverait  de  la  même  manière 

(|ue  Ey,  ty^ devniient  être  négatifs;  et  même,  sans  faire  un  nouveau 

calcul,  il  n’y  aura  qu’à  remarquer  que  les  formules  du  numéro  cité  de- 
meurent les  mêmes  en  y changeant  les  signes  de  toutes  les  quantités  E, 

E|,  E, c,  t, et  du  radical  y B;  de  sorte  (|u'on  pourra  toujours 

regarder  ce  radical  comme  positif,  en  prenant  les  quantités  E,  E,,  Ej,..., 
i,  c,,  é,,...  avec  des  signes  contraires. 

39.  Cela  posé,  je  dis  que  si  deux  termes  correspondants  quelconques 
des  suites  Ey,  E2y^-,,  Ey-^,,...,  Sy,  ty^i,  ty^-,,...  sont  donnés,  toits  les 
précédents  dans  les  mêmes  suites  seront  nécessairement  donnés  aussi. 

Supposons,  par  exemple,  que  Ey^i  et  £y^.j  soient  donnés  (on  verra 
aisément  que  la  démonstration  est  générale,  ipiels  que  soient  les  termes 
donnés),  et  voyons  quels  doivent  être  les  termes  qui  précèdent  ceux-i^i, 
en  vertu  des  formules  du  n"  33,  et  des  conditions  du  numéro  précédent. 

77- 
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On  iiura  d’abord 

~ \-<.3  ^y-t-3  J’ 

doiu- 

*•/->->  = ^1-3  ^/-t-3  — ‘y-t-J’ 

mais  on  doit  avoir  < v'  B;  donc  il  faudra  que  l’on  ail 


3 

*»h-3  L- 


+ 3 V 


B 


On  aura  de  même 


*/-M  “ \-k-l 

(roù,  à cause  de  vB,  on  tirera 

mais  il  faut,  par  la  nature  de  la  fraction  continue,  que  soit  un 
nombre  entier  positif;  donc  il  faudra  qu’on  ait 

^ 

> + V*>Ey  + ,i 

or,  on  a aussi 

E,  + , E^^ , ==  B - --  (VÏÏ  4-  ,)  (VB  - ; 

donc 

V ® ~ 3^  + 1 ®/-t-3» 

savoir,  en  meltant  pour  sa  valeur  ci-dessus, 

vB  — Xyn-jE^^j , ..  E.^^j, 


d'où 


‘/-n-*- vB 

K..,.:, 


Donc,  puisque  le  nombre  X.,^3  doit  être  entier,  il  est  clair  qu'il  ne  pourra 
être  épal  qu’au  nombre  entier  qui  sera  immédiatement  pins  petit  (pu- 
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ül;l 


+ V B 


; ainsi  sera  donné,  et  de  là  (y^-,  le  sera  aussi,  el  eoinine 
B - «■  , 


E_.,= 


il  est  clair  (|ueE,H-i  sera  aussi  donné.  .Maintenant  un  aura 
*/  — K-t-i  ~ > 

et  par  conséquent,  à cause  de  ly  < v B, 

» < V' 

Donc,  pour  que  soit  entier  positif  tel  qu’il  doit  être,  il  faudra  que 

+VB>E.^+,; 

par  conséquent,  à cause  de 

^/+l  ^y-¥  t “ ^ + 

il  faudra  que 

ou  bien,  en  mettant  pour  iy^,  sa  valeur  ci-dessu.s, 

V B - ^y^y  -t-  ‘y^,<  E, , 

E - 


d'oü  l'un  tire 


De  sorte  que  le  nombre  hy^,  im>  pourra  être  que  b*  nombre  entier  qui 

t.  ■ ^ ^ B 

sera  immêdiatemenl  plus  pelil  que  la  quantité  doiiiiée  ; doue 

J 

ce  nombre  sera  donné,  et  par  là  les  nombres  ly^,  et  K,.,.,  le  s<!ront  aussi. 
Knfin,  pui.sque  est  fbypotbêse)  <v'B,  ou  aura  à plus  forte  raison 

v®  > E ; 
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et  (II-  là,  à cause  de  K,  = B — i.'. 


ou  Itieii,  en  substituant  pouce.,,  sa  valeur  trouvée  ci-dessus. 

V ~ \-i- 1 Ey-i-i 


i|lii  donne 


Donc  le  nombre  ne  pourra  cire  (pie  le  nombre  entier  (|ui  est  imim-- 

l II 

diatemeni  moindre  <|ue  la  quantité  doiinéi'  ; et  par  conséquent 

*•/+! 

ce  nombre  sera  entièrement  donné,  et  par  conséquent  les  nombres  ty  et 
Ey  le  seront  aussi. 


40.  Or,  nous  avons  vu  (35)  qu’en  continuant  les  séries  E,,  E,..,. 

ly,  ly^, il  arrivera  nécessairement  que  deux  termes  correspondants 

comme  Ei,^-#,  ty^i,  reparaîtront  après  un  certain  nombre  d'autres  ternies, 
en  .sorte  que  l’on  aura,  par  exemple. 


Donc,  par  ce  que  nous  venons  de  démontrer  (39),  on  aura  aussi  en 
remontant 


E 


= E.. 


i-i-l  - I* 

-i — ‘t  -J* 


41 . De  là  je  conclus  en  général  (|ue,  lurs<|iie  dans  la  série  des  nombres 
E.  E,,  Ej,...  on  en  trouvera  deux  consécutifs  de  même  signe,  celui  des 
deux  qui  sera  moindre  que  y ü 8?>’a  déjà  nécessairement  périodique. 
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Ainsi,  si  dans  l’équation  proposée 

E,  x'~  ^ix  — E — O, 

les  coefTicienls  E et  E,  étaient  de  inêiiie  si^ne,  alors  la  série  serait  pério- 
dique dès  le  premier  ou  le  second  terme. 

^ / [F 

12.  Si  l’on  a 6 = O.  en  sorte  que  fl'*''*  o"  î'ui'i'  É=  éE,  ; 

d’où  l’on  voit  que,  des  deux  noinbn's  E,  E, , le  plus  petit  sera  moindre 
<|ue  v'B,  et  le  plus  grand  sera  nécessairement  plus  grand  que  vB;  donc, 
E . . 

dans  ce  cas,  si  le  nombre  pr  dont  il  s’agit  d’extraire  la  racine  carrée  est 

plus  petit  (|ue  ruiiilé,  la  série  sera  périodique  dès  le  premier  terme  E;  et 
s’il  est  plus  grand  que  runité,  la  période  ne  pourra  pas  commencer  plus 
bas  qu'au  second  terme. 

A3.  On  avait  remarqué  depuis  longtemps  (|uc  toute  l'raelion  continue 
périodique  pouvait  toujours  se  ramener  à une  équation  du  second  degré, 
mais  personne  (|uc  je  sache  n'avait  encore  démontré  l’inverse  de  eetti- 
proposition;  savoir,  que  toute  raciim  d’une  équation  du  second  degié  se 
réduit  toujours  uéces.sairement  en  une  fraction  continue  |)ériodique.  Il 
est  vrai  que  M.  Euler,  dans  nu  excellent  .Mémoire  imprimé  au  tome  .\l 
lies  \ouveau.r  Vonunenlaires  de  Petenbuiirf',  a observé  que  la  racine 
'carrée  d’un  nombre  entier  so  réduisait  toujours  eu  une  fraction  continue 
périodique;  mais  ce  tbéorëme,  qui  n’est  qu’un  cas  particulier  du  notre, 
n’a  pas  été  démontié  par  M.  Euler,  et  ne  peut  l’élre,  ce  me  semble,  que 
par  le  moyen  des  principes  que  nous  avons  établis  plus  haut. 

44.  Nous  avons  donné  plus  haut  des  formules  générales  pour  trouver 
aisément  tous  les  termes  des  fractions  convergentes  vers  la  racine  d’une 
équation  donnée,  lorsqu’on  a reconnu  que  la  fraction  continue  qui 
exprime  cette  racine  est  périodique. 

Or,  dans  le  cas  où  l’équation  est  du  second  degré,  et  où  l’on  w*  sert  de 
la  méthode  du  n°  33,  ou  pourra,  si  l’oii  veut,  simplifier  beaucoup  les  cal- 
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<il«> 


culs  (lt“s  ii“*  24  et  suivants  pour  trouver  les  termes  et  L,  de  chacune  des 
fractions  convergentes  vers  x. 

Kn  elTet,  ayant 


où 


i/  B „ 


et  X ^ - 

•*  « -r  O £ 


*.•  'a+o.  E-a-1  ^ % 


sont  connus  (®  étant  <v),  il  n’y  aura  qu’à  substituer  ces  valeurs  dans 
les  deux  équations  du  ir  26,  et  faisant,  pour  abréger. 


d’où,  à cause  de  l'ambiguité  du  signe  du  radical  y B,  on  tire  sur-le-champ 


i’-ë)’ 

0 étant  comme  plus  haut  égal  à fi  -+-  nv  -f-  ü. 


43.  On  peut  aussi  remarquer  que  la  valeur  de  Lg  peut  se  déterminer 
par  le  moyen  de  celles  de  1^  et  If—,,  sans  avoir  besoin  d’un  nouveau  calcul. 


V. 
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Kii  ellel,  avant 


(*l  (le  iiit'-m«‘ 


_ e + ^ B E 
“ E -.B-< 


617 


on  aura,  par  l'l'■quatiu^  îG  i du  n"  31 , 


^B-«  U,E^  + l.,_.(v'B-r,)’ 


E|L,E^^  •-,-,(vB-«,)]=/,E/yB-r)  + /p_.|B.  le,  - (c,  + e)  v B ]. 

do  sorti'  qu’on  comparant  la  parlii-  ratioiimdio  avec  la  rationnello,  ot 
rirrationiiftlle  avec  l’irrationnelle,  on  aura 


— /,  K e + / (B  l ie.) 

I K — E e = ^ S-  -f.', 

P > />-■  S E 

d’où,  à cau.se  de  B — = E„E;,-n,  on  aura 

- E 

Or,  P étant  é^al  à ji  -t-  nv  - vs,  on  aura 

de  sorte  que  s,  et  Ep.^.i  seront  connus,  quel  que  soit  le  <|uantiènic  p. 

46.  Supposons,  pour  donner  un  exemple  de  l’application  des  lùrmnies 
précédenti's,  qu’on  demande  la  racine  carrée  de  y par  une  fraction  con- 
tinue. 

Faisant  J’=  y yi  on  aura  l'équation 
3x*  — - 1 1 = o; 


U. 


7» 
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dont-  '32) 

E = u,  E,  = 3i,  t = o; 

aiiiüî  l’üii  fera  (33)  le  calcul  suivant,  en  prenant  B - 33, 


E =11, 

P _ 33  - 0 

Il 

= 3, 

^<V33  + o^  1, 

e = O, 

e,  1.3  — 0 3, 

n.  33-9 

E._  3 

= 8, 

1.8 -3  = 5. 

^ 33-25 

j,<^33  + 5_^_^ 

E,  ==  ïo.  1 — 5 = 5, 

t.-  g 

g _ 33-25 

= 8, 

v33-h5_ 

£.=r  1. 8-5  = 3. 

I 

A.<.— g — 1. 

P _ ” - 9- 
^ 8 

= 3. 

^<  3 = *' 

= a . 3 — 3 = 3. 

Je  in’arrête  ici  parce  que  je  vois  que  E,  = E,  et  £,  = t,  ; de  sorte  que 
j'aurai  dans  ce  cas  u.  = i et  v = 4.  et  par  conséquent 


2 + 


I + 


47.  Telle  est  donc  la  fraction  continue  qui  exprime  la  valeur  de  y/  y; 

mais,  si  l'on  veut  trouver  les  fractions  convergentes  vers  cette  valeur, 
on  fera,  dans  les  formules  du  n“  44,  jx  = i , v = 4.  et  comme  o doit  être 
< 4«  on  fera  successivement  o = o,  i , a,  3. 

On  aura  donc  (formule  A,  n°  22) 

■ = = /^_,  = /=i,  t^z=i,  = 3,  E^^,  = E,  = 8; 

donc  (44) 

- _ 1.3  _ ii_ 

8 ■^'”  8 ’ 
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im  trouvera  <ic  niéiue 


Ul!) 


Ensuite  on  ealeulera  les  valeui-s  de  H.  H,,---  jusqu'à  H,=  H,  par  les  for- 
luules  t('.)  du  n®  25,  et  l'on  trouvera 


Il  O, 

11,-1, 

II,=  )„lI,=  io, 

H.=  X.H.--  II,=  II, 

H,  = ü.ll.+  H,=  3a. 


D'où 
et  de  là 


H,=  3a,  H,_,  =.11, 

. 32.3  , 

K,=  — +11  = 23. 


.Mainteiiaiit  ; 

I®  Soit  0 = 0,  OH  aura 


H_  = o et  ll_  I — ' 

ü 0—1 

[car  il  est  làeile  de  voir,  par  la  nature  de.s  lùriuules  (C),  que  le  tenue  qui 
précéderait  H .serait  nécessairement  =i;  en  effet,  on  doit  avoir  par 
l’analouie 

11,  = )..^.  H + II_,: 

00  prouverait  de  même  que  le  terme  qui  précéderait  h serait  = oj,  donc 


a®  Soit  0=1,  on  aura 


ll„  = i,  H„_,  = o, 


donr 


!i®  Soit  O = a,  donc 

E^^3  = ios.  + E,  = 58. 
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'l”  Soit  H = 'i.  donc 


ll„  = ii,  llj,_,  = io  cl  Gj,  = 1 1 11 -4- ioE,=^  IÎ3. 

Donc,  sulisliluant  ccs  valciii's  dans  les  expressions  fie  el  l-p  du  n"  4A, 


el  iniiltipliant  ensemide.  pour  plus  de  simplicité,  les  deux  faclei 

f -^^—1 

//*  — V 

G„±H„yH, 

%-t-l 

romrne  ;jussi  les  ileiix 

« — F 

G„±H„yÏÏ, 

*^,«4-1 

ce  i|ui  donne  ces  lacteurs  simples 

L B 

"e-  * 

\ %4-/ 

\ ‘^C4-l  / 

on  aura  les  forniiiles  suivantes 

I - ^ at  -t-4  ^33)’  -(il-  x33j(33-4y33j' 

■X  v33 

L - - ■*■  vlîil’3  -tA  '3-v33)(a3-4y33r^ 
a V 33 


/ _ ii-t_Jy-33j  j3-^4y33/’-  n-av33j(a3-4v33j" 

» V 33 

L.  - v33/(’i3  + i v33/  — ii\-  V 33j  < a3  y33 

’ ayi!”  ’’ 


L, 


^lai  H-  Il  y 33)  (->3  -e  4 y33.,"  — f III  — Il  y 33)  (i3  — 4 y 33)" 

. ~ Ty33  ~ 

(63  4 1 1 y 33 ) (i3  4-  4 y 33 r ^63  - 1 1 y33)  (i3  - 4 y33)‘ 

> y'33 

^31  4- ^ 33 ) ' i3j-  4 y 33 )•  - . 1 3i  - i3y33)^ i3  - 4_y  33 j’ 
ly  33 

( tig  + 1 1 y 33  ) (i3  4-4  y « ( fiy  - 13  33)fi3-  4 y « f 

I y 33 
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iiii  iiiovfMi  (l^•s(|U•‘IU■s  on  pourra  trouver  la  valeur  de  rliariiiie  des  l'rae- 
lions  j~i  ,•  • • eonvergeiiles  vere  la  raeine  de 

Ainsi,  faisant  d'aliurd  n — o,  un  aura  les  quatre  premières  fraetioiis: 
faisant  ensuite  n = i , on  aura  les  quatre  suivantes,  et  ainsi  de  suite;  et 
ees  fraetinns  seront 

I « ‘il  z3  6^  1)117  iofi7 

i’  i’  II’  II’  35’  47’  5o'i’  55a’ 

iS.  Si  l’on  voulait  avoir,  par  exemple,  le  rin(|uantième  ternie  de  relie 
série,  e'esl-ii-dire  la  fraetion  il  n’y  aurait  ipi’ii  diviser  5o  par  4,  ee 
(|ui  donne  12  de  quotient  et  2 de  reste,  et  l'on  ferait  /i  = 12;  de  sorte 
qu'en  développant  la  puissance  douziLune  de  23rt4v'i’i,  et  faisant, 
pour  aliréger, 

il  = ( i3  )•■  + liti  ( 33  ) ( 4 )■  ( ',3  )'•  -H  4,)5  (33)M4)‘(’.3)‘ 

+ ;)3«  ( 33  )>  ( 4 )•  ( 23  )• -f- 4ç)5  ( 33  )•  { 4 )•  ( 23  )• 

-e6ti(33)‘(ir(23)>i-(33)‘(4)”. 

N=2i2(4)(23r-l-  220(33 )(4)*(a3)'+  7;)2(33)>(4)M 23)’ 

H-  7<)2(33)*(4)’(23)>-|-  220(33  )'(4)’{23)>+  12(33  )*f4)"{23), 

ou  aura 

23±4v33/=M±  \ v33: 

donc,  sulistiluant  cette  valeur  dans  les  expressions  de  et  l,(„.^,, 

on  aura,  pour  la  fraction  elierchée, 

2 M -(- 1 1 N 
M +tî>T' 

ü).  Je  vais  terminer  celle  Remarque  par  une  observation  qui  me  |ia- 
rail  digne  d'attention.  Lorsque  i'êi|uation  proposée  a des  diviseurs  coiii- 
mensuraldes  du  premier  degré,  alors  les  fractions  continues  qui  repré- 
senteront les  racines  de  ees  diviseurs  seront  néces-sairement  terminées; 
et  lorsque  l'équation  aura  des  diviseurs  cnininensurables  du  second  degré 
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à rariiu'.s  réelles,  alors  les  f Variions  continues  qui  exprimeront  les  racines 
«le  ces  diviseurs  seront  ni'cessairement  périn«li<(ues.  Ainsi,  la  méthode 
lies  l'raclions  continues  a non-seulement  l’avantage  de  donner  toujours 
les  valeurs  rationnelles  les  plus  approchantes  qu’il  est  possible  de  la  ra- 
cine l'herchée,  mais  elle  a encore  celui  de  donner  tous  les  diviseui's  coni- 
mensuraliles  du  |iremier  et  du  second  degré  que  l’équation  proposée 
peut  renfermer.  Il  serait  à souhaiter  «|ue  l’un  put  trouver  aussi  i)uelque 
caractère  qui  put  .s<-rvir  à faire  reconnaiire  les  diviseurs  commensuraliles 
du  troisième,  quatrième,...  degré,  lorsqu'il  y en  a dans  l’équation  pro- 
pos(‘e;  c'est  du  moins  une  recherche  qui  me  parait  très-digne  d’occuper 
h*s  Géomètres. 

REMASgCE  III. 

(irneraiisalion  de  la  théorie  des  fractions  continues. 

,50.  Nous  avons  supposé,  dans  le  Ç III  du  Mémoire  sur  la  résolution  des 
équations  numériques,  que  les  nomhres  p,  q,  r, ...  étaient  les  valeurs 

entières  approchées  des  racines  x.  y,  z mais  plus  petites  que  ces 

racines;  c’est-à-dire  que  p,  q,  r, ...  étaient  les  nomhres  entiers  immé- 
diatement plus  petits  que  les  valeurs  de  x,  y,  z,...;  cependant  il  est  clair 
que  rien  n’empêcherait  qu’on  tic  prit  pour />,  y,  r,...  les  nombres  entiers 
i)ui  .seraient  immédiatement  plus  grands  que  les  racines  x,  y,  ; 

51.  Imaginons  donc  qu’on  prenne  pour  p le  nomhre  entier  qui  est 
immédiatement  plus  grand  que  x,  en  sorte  que  /«>x  et  />  — i<x,  il 
est  clair  qu’il  faudra  faire,  dans  ce  cas,  x = p—^',  c’est-à-dire  qu’il 
faudra  prendre  y négativement,  et,  comme  x</>  et  >/»  — i,  on  aura 
;^  > O et  < I , et  par  conséquent  ,v  > i , comme  dans  le  cas  où  l’on  aurait 
pris  />  < X (n“  18  du  Mémoire  cité).  Ainsi  l’on  pourra  prendre  de  nou- 
veau pour  q le  nomhre  etiiier  qui  serait  immédiatement  plus  petit  que  y, 
ou  relui  qui  .serait  immédiatement  plus  grand,  et  l'on  fera,  dans  le  pre- 
mier cas,  y ~q-^  Y et,  dans  le  .second,  y = q — et  ainsi  de  suite. 
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De  reltf’  manière  on  aurait  donc 

x=;p±— ) r—q±->  s = r±— 

^ y ^ Z II 

ce  (|ui  donnerait  la  fraction  conlinuc 

I ' 

x = p±— 


r±- 


s±. 


(ii:( 


où  il  est  1)011  de  remarquer  que  chacun  îles  déimmuMOenrs  y,  ]tii 

sera  suivi  d’nn  sipne  —,  devra  nécessairement  être  = a ou  >a;  car, 

puisquey  > i , si  l'on  fait  _y=  q — on  aura  q — 7 > i . donc  y > 1 + 

donc  q.  devant  cire  un  nombre  entier,  sera  nécessairement  - a ou  > 2. 
et  ainsi  des  autres. 


52.  J’observe  maintenant  que  ces  sortes  de  fractions  qui  procèdent 
ainsi  par  addition  et  par  soustraction  peuvent  toujours  facilement  se 
changer  en  d’autres  qui  ne  soient  formées  i|ue  par  la  simple  addition. 

En  effet,  supposons  en  général 


U et  .V  devant  être  des  nombres  entiers,  et  t,  T des  nombres  pins  grands 
que  l'unité;  oiyiura  donc 


a — = 


/ 


donc,  puisque  ÿ-  < i et  ÿ < 1 , 


1 

T 


.a; 


donc  on  ne  pourra  supposer  que  a — A = 1 , ce  qui  donne  A = « — 1 : 
un  aura  donc 


I 

a — a — I -e 

t 


T’ 
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ilonc 


T 


I 

7 


ei  T 


lit-  sorti'  i|ii’oii  aura  en  pêni'ral 

I 

a — 7 ~ 


I 


I -I- 


I — I 


l'I  relte  formuli*  si'rvira  (iiiur  faire  ilisparailre  tous  les  signes  — ilans 
une  fraelion  eontinue  (|ueleonque. 

Soit,  |»ar  exemple,  la  fraelion 


elle  deviemira,  en  faisant  a = p i = q — 


et  si  l’on  avait  la  fraelion 


I 


elle  se  ehangerail  d’abord  en 


I 


et  ensuite  en 


I 


r — I -4-. 
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el  ainsi  des  autres  frarlioiis  s<'inblaliles.  Il  est  boii  de  r(tiiian|uer  (|u'il 
|ieul  arriver  <|ue  dans  ees  sortes  de  translbrinaliuiis  <|uelqu’un  des  déno- 
ininateurs  devienne. nul,  aui|uel  cas  la  fraction  deviendra  plus  simple. 

Kn  ell'et,  supposons  que  la  fraction  h réduire  soit 


r-e  . 


la  transformée  .sera 


I 


O * 

r-4- . 


e’e,st-i)-dire 

U — I — -* 

^ i-h  r 

Dr  mriiir,  si  Ton  avait  la  IVartion 


I 


î 

r . 


ellr  sr  rrduirail  à crilr-ci 


savoir. 


p^i 


O 


et  ainsi  <lii  reste. 


53.  La  Ibniiule  que  nous  avons  trouvée  ei-ilessus,  et  (|U*on  peut  inrtlit* 
sous  cette  Ibniie 


I - 

t 


U. 


19 
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fait  voir(nrufie  fraction  continue  dont  tous  les  termes  ont  le  sijçne  4- 
|>enl  (|iielquefois  être  simplifiée  en  y introduisant  des  signes  — : c'est 
ce  (|iii  a lieu  lorsqu'il  y a des  dénominateurs  égaux  à runilé;  car  soit, 
par  exemple,  la  fraction 

I 


elle  pourra  se  réduire,  par  la  formule  précédente,  à celle-ci 

I 

» -4-  1 

r -i- 1 -i- . 

(|ui  a,  comme  on  voit,  un  terme  de  moins;  donc,  si  l'on  avait  la  fraction 


elle  se  réduirait  à celle-ci 


I 4- 

J 4-. 


et  si  l'on  avait  celle-ci 


on  la  réduirait  d'abord  à 


I 4- 
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fl  fiissuilf  a 


3- 


D’oii  il  fsl  (acilf  (le  coiiflurf  fii  gpiiéral  que,  si  l’on  a urif  fraclioii 
foiitiiiue  qui  n'ait  qiif  <lfs  sigiifs  -i-,  et  on  il  y ail  ilc.s  dfiioininalfUi's 
fgaux  à l'unité,  on  pourra  toujours  la  l'hangeren  uno  autrr  <|ui  ail  au- 
tant (le  icrnifs  df  moins  qu'il  y aura  ilr  parpils  dénuininatfurs,  [lourvu 
qu’ils  ne  se  suivent  pas  iniinèdiateuient;  car,  lorsqu’il  y en  aura  deux  île 
suite,  on  ne  pourra  Caire  disparaître  qu’un  seul  terme;  loîsipi’il  y en 
aura  trois  de  suite,  on  pourra  faire  disparaître  deux  termes;  et  en  géné- 
ral. s’il  y en  a in  ou  an-i-i  de  suite,  on  ne  pourra  faire  disparaître 
que  n ou  n -t-  i ternies. 

,5'i.  .\insi,  la  fraetion  eoiitinue  qui  exprime  le  rapport  de  la  eireonfé- 
renee  au  diamètre  étant,  comme  on  sait. 


i5  -e 


»9i- 


elle  peut  se  réduire  à une  autre  qui  ail  déjà  trois  termes  de  moins,  et 
i|ui  sera 

3+ ! 


’ÎM  - 


3.5.  Pour  pouvoir  comprendre  sous  une  même  forme  générale  les 

79' 
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rnicliitiis  ('ontiiiiies  où  les  signes  sont  tous  positifs  et  celles  où  il  y :t  «les 
signes  négatifs,  il  est  lion  «le  transform«T  ees  «lernières  en  s«irte  «jiie  l«*s 
signes  ni'gatifs  n’alTeetenl  que  les  dénominateurs,  ee  «|ui  «‘st  tri’s-faeile; 
ear  ayant,  par  exemple,  1a  fraction 


il  est  clair  qu’elle  peut  d’almnl  se  changer  en 


ensuite  en  celle-ci 


-V 


et  ainsi  «les  autres. 

!)«'  celte  manière,  la  forme  générale  des  fractions  continues  dont  nous 
venons  «le  parler  «d-dessus  sera 


!>  ‘ 


les  nombres  />,  q,  r,...,  étant  tous  entiers,  mais  pouvant  éli'e  positifs  ou 
négatifs,  au  lieu  que  jus«)u'ici  nous  les  avions  touj«iurs  supposés  p«isitifs. 

Il  faut  cepen«lanl  remarqiu'r  que,  si  quelqu'un  des  dénominateurs 

q.  r se  Inmveégal  à l’unité  pris<;  p«isilivement  ou  négativement,  alors 

lu  dénominateur  suivant  devra  être  de  même  signe;  c’est  ce  qui  suit  de 
«'e  (|u’un  dénominateur  positif  et  égal  à l’unité  n«'  saurait  jamais  être 
suivi  du  signe  — (51). 
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5(>.  Il  s'ensuit  (le  là  (|iie  la  ln('■tllülle  (rappruxiniatiun  (tuiiiiee  ilaus  le 
§ III  (lu  Mànoirc  sur  les  équations  numériques  peut  (‘lia*  j{('*n('ralis('‘e  en 
celle  sorte  : 

Soit  ûc  la  racine  eherrln'-e;  nu  prendra  d'aliord  pour  p la  valeur  eiilit-re 
approchée  de  x,  c’est-à-dire  (pi’on  fera  p égal  à l’un  des  deux  uomlires 
entiers  entre  lestjuels  toiiihe  la  vraie  valeur  de  x,  et  (ju’on  peut  toujmirs 
trouver  par  la  méthode  du  § 1 du  Mémoire  cité;  et  l’on  supposera  en- 
suite 

X p , 

.»■  • 

ce  qui  donnera  une  transl'ornu-c  en  j(|ui  aura  necessairenieni  une  racine 
positive  OH  négative  plus  grande  que  l’unité;  on  pivndra  de  mémie  pour  y 
la  valeur  entière  approchée  de  y.  soit  plus  grande  ou  plus  pelile  (pie  v. 
et  l’on  fera 

1 

r-<l'  y 

et  ainsi  de  suite. 

Si  l’équation  en  x avait  plusieurs  racines,  on  ferait  sur  les  traiisfor- 
iiiées  en  y,  en  a des  remarques  analogues  à celles  du  n"  19  du  Mé- 

moire cité. 

57.  Ayant  donc 

( I 1 

x — p -t , )•  — U-f  -,  3 = CH »•••, 

• 3 « 

on  aura 

( 

X — p X- 

' 1 

q -i - 

OÙ  les  dénominateurs  y,  r,...  pourront  être  positifs  ou  négatifs,  coiunie 
nous  l’avons  supposé  ci-dessus,  et  cette  fraction  pourra  ensuite  se  ré- 
duire, si  l’oii  veut,  à une  autre  dont  les  dénominateurs  soient  tous  posi- 
tifs, et  (pti  ne  contienne  que  des  signes  -e  f52j. 

L’avantage  de  la  méthode  que  nous  proposons  ici  consiste  en  ce  qu’on 
est  lihre  de  prendre  pour  les  nombres  p,  y,  r,...  h‘s  nombres  entiers  (pii 
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n:)4) 

sont  iinmédiiitcmpnl  pliisgratulsou  plus  putUs  que  les  racines  x,  r.  Zt.... 
ce  (|ui  pourra  souvent  donner  lieu  à des  abrégés  de  calcul  dont  nous  par- 
lerons plus  bas. 

5S.  .Vu  reste,  si  l’on  voulait  avoir  d’abord  la  fraction  continue  la  plus 
courte,  et  par  conséquent  la  plus  convergente  (jii’il  fût  possible,  il  fau- 
drait prendre  toujours  les  nombres  p,  q,  r,...  plus  petits  (]ue  les  racines 

.f,  V,  ï tant  que  ces  nombres  seraient  dilférents  de  l’unité;  mais  dés 

«prou  en  trouvera  un  égal  à l’uuité,  alors  il  faudra  augmenter  le  précé- 
dent d’une  unité,  c’est-à-dire  qu’on  le  prendra  plus  grand  que  la  racine 
correspondante:  cela  suit  évidemment  de  ce  que  nous  avons  démontré 
sur  ce  sujet  ' .5,‘Ij . 

,5!).  Maintenant  .si  l’un  fait,  comme  dans  le  n"  â,3  du  .Mémoire  cite, 

x — p,  a'  = 1 , 

? — *V->,  = 

•f  — ^r  + x,  / = ^'r-ea', 

ô = y»  13,  6'  — y'i  -+■  3'. 

on  aura,  en  ajoutant  au  commencement  la  fraction  qui  est  plus 
grande  que  toute  quantité  donnée,  les  fractions 

I a ? y à 

->  —5  , t 

O a P y O 

i|ui  seront  néces,sairement  convergentes  vers  la  valeur  de  ,i . 

60.  Pour  pouvoir  juger  de  la  nature  de  ces  fractions,  nous  remar(|ue- 
rons  : 

i"  Que  l’on  aura  toujours 

ao  — I a'  =;  — i, 
jJa'  — x'^'  — I, 

y?' -3/-- 

— y®  — ~ I , 


Digitized  by  Google 


DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES.  «31 

(Poil  l’un  voit  que  lus  nomlircs  a.  a',^,  fï',...  n'auroiil  aucun  diviseur 

a â 

commun,  et  i|ue  par  conséquent  les  fractions  — seront  déjà 
réduites  à leurs  moindres  termes; 

2"  Que  les  nombres  »,  7,...  et  j5',  7'....  pourront  être  positifs 

ou  négatifs  (lorsque  la  valeur  de  x est  positive,  les  deux  termes  de 
chaque  fraction  .seront  de  même  signe,  mais  ils  seront  de  .signes  dillé- 
rents  lorsque  la  valeur  de  x sera  négative),  et  qu’abstraclion  faite  de 
leurs  signes  ces  nombres  iront  en  augmentant; 

3"  Que  l’on  aura,  à cau.se  de  x—p+  ÿy  y q , 


X — 


X — 


X — 


a )•  -t-  1 

— - — ; » 

a Y 

jiz  -f  a 


61.  Donc,  en  général,  si  o,  p,  5 sont  trois  termes  consécutifs  quel- 
conques de  la  série  a,  (i,  7 et  a.  p‘,  7'  les  termes  curi-espundants  de" 

la  série  S',  7',.. .,  en  sorte  — ~y  ^ soient  trois  fractions  consécutives 
' e ’ « • O p'  y 

convergentes  vei’s  la  valeur  de  x,  on  aura 

pur' — Bip' ^ ± 1 et  70'  — (>3' 

les  signes  supérieurs  étant  pour  le  cas  où  le  quantième  de  la  fraction  ^ 
est  impair,  et  les  inférieurs  pour  celui  oit  ce  quantième  est  pair,'à  comp- 
ter depuis  la  première  fraction  de  plus,  on  aura  l'abstraction  faite  des 
signes) 

P > D,  ff  p,  p'  > or’  et  »'  > p'  ; 

enfin,  si  l’on  dénote  par  I le  terme  correspondant  dans  la  série  x,  y,  i,..., 
on  aura  rigoureusement 

p/  -t-  m 

X — , 

P / + ar 
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El  si  k »;sl  l:i  valfur  enlii're  approdiée  de  /.  soil  plus  grande  ou  plus  pe- 

(ile  que  I,  ou  aura 

T = P 4 ■ CT,  ff-'  — p'  A’  ■)  Cl’ . 

62.  Ola  |)ose,  ronsidérous  la  Iraeliou  el  voyons  de  eoinbien  elle 
dillere  de  la  vraie  valeur  de  x;  pour  cela,  nous  aurons 


x-L= 

p'  (>'  I ro' 


P P <3  — pBT  I 

p'  “ p'(p'/-^-bt')  p'(p'H  bt')' 


doue 


Ainsi,  l’erreur  sera 


P ■ 

X = 'V  T ,, 

p'  p p < -e  (B 


■ p'(p'/  ci')’ 


or,  si  0 el  5 -I-  r sont  les  deux  nombres  entiers  entre  lesqutds  tombe  la 
vraie  valeur  de  t,  il  est  flair  que  la  quantité  ft  4 nr'  tombera  entre  ces 
deux  o'5  c'  et  o'(5  4- 1 : +•  w',  et  qii'ainsi  l'erreur  de  la  fraction  ^ sera 

.1,1  p 

renfermée  entre  ces  deux  limites 


^ p' (p'6  4-  o')  ^ p'  [p'(fl  + l)  4-  Bj'] 

Or.  ou  peut  prendre  k-=0  ou  X-  = 5 4-  i ; de  sorte  qu’on  aura 

S-' = p' fi  -I- ra'  ou  — p'{0  4- l)4- Rj', 

d'où  je  conclus  que  si,  pour  distinguer  les  deux  cas,  un  nomme  7'  le  dé- 
nominateur de  la  fraction  qui  suit  ^ lorsqu’on  prend  la  valeur  appro- 
ebée  de  t en  défaut,  et  l' le  dénominateur  de  la  méirte  fraction  lorsqu’on 
prend  la  valeur  approebée  de  t en  excès,  l’erreur  de  la  fraction  ^ sera 
nécessairement  renfermée  entre  res  deux  limites 


p'i'- 


6:j.  D’où  l’on  voit  que  l’erreur  ira  toujours  en  diminuant  d’une  frac- 
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lion  à l'iiulrp,  à cause  ()nc  les  démiminateurs  p',  i'  ou  1',...  vont  néces- 
sairement en  :iu(;nientant.  On  voit  aussi,  à cause  de  î'>(>'  et  > o'. 

<|ue  l’erreur  sera  toujours  moindre  que  ± c’est-à-dire  que  l’erreur  de 
clia(|ue  Iraclion  sera  moindre  que  l’unité  diviséi*  par  le  carré  du  dénomi- 
nateur de  cette  fraction.  D’où  il  est  facile  de  conclure  que  la  fraction  ~ 

approchera  plus  de  la  valeur  de  a-  ipie  ne  pourrait  faire  aucune  autre 
fraction  (|uelconque  qui  s<-rait  conçue  en  termes  plus  simples;  car  sup- 
posons (|ue  la  fraction  ^ approche  plus  de  x que  la  fraction  n étani 

< p',  et  comme  la  valeur  de  x est  contenue  entre  A et  -t-  ou  entre 

P P P’ 

^ el  ^ il  faudra  ipic  la  valeur  de  — soit  contenue  aussi  entre  ces 

P P P ' n 

limites;  dune  la  dilTérence  entre  ^ et  — devra  être  < 4-;  mais  cette 

différence  est  > dont  le  numérateur  ne  peut  jamais  être  moindre 

que  l'unité,  et  dont  le  dénominateur  sera  nécessain-ment  plus  petit  ipiep'”, 
à cause  de  p'  >n;  donc,  etc. 


6i.  On  doit  remarquer,  au  reste,  que  si  les  dénominateurs  a, 
sont  tous  de  même  signe  ou  de  signes  alternatifs,  les  erreurs  seront  alter- 


nativement positives  et  négatives,  de  sorte  (|ue  les  fractions 


1 L ... 

a’’  P'’  /’ 


.seront  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  la  véritahie  va- 
leur de  X,  comme  nous  l’avons  dit  dans  le  n"  23  du  Mémoire  cité;  mais 
cela  ces.sera  d’avoir  lieu  lorsque  les  nombres  jS',  y',...  ne  seront  pas 
deux  à deux  de  même  signe  ou  de  signes  dilférents;  c’est  ce  qui  arrivera 
nécessairement  lorsque,  parmi  les  dénominateurs  q,  r,  s,...  de  la  fraction 
continue,  il  y en  aura  de  positifs  et  de  négatifs,  c’est-à-dire  lors(iu’on 

prendra  les  valeurs  approchées  de  x,  y,  : tantôt  plus  grandes,  tantôt 

plus  petites  que  les  véritahles. 


65.  Si,  au  lieu  des  fractions  convergéntes 

II. 


? L 

y i 


on  aimait 
8o 
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iniinix  avoir  une  suiu-  do  (ormes  décroissants,  on  remarquerait  que 

â.  _ î.  — — «3'  _ _L_ . 

(î'  a'  a' P'  ~ a' P"' 


et,  de  même, 

/ P'  P'ï'  à'  r'  /a' 

et  ainsi  de  suite;  d’oii  l’on  (ire,  à cause  de  «'  = r, 


et  en  général 


■ a'P'' 

I I 

^~pÿ' 

I I 1 

VP'~W7* 


p-  ■“  a'f  P'y'  y'i' 


Ainsi  l'un  aura,  pour  la  valeur  de  x,  la  série 


la<|uelle  en  approchera  d'autant  plus  qu’elle  sera  poussée  plus  loin;  et 
si,  après  avoir  continué  cetu*  série  jus<]u’à  un  terme  quelconque  ± 
on  veut  savoir  de  combien  elle  dillere  encore  de  la  véritable  valeur  de  x. 
on  st!ra  assuré  que  l’erreur  s*;  trouvera  entre  ces  deux  limites  ^ et 


- (®2).  de  sorte  qu’elle  sera  nécessairement  moindre  que 

66.  Il  est  à remar(|uer  que  chaque  terme  de  la  série 


a'P'  P'/ 
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P 


9 


•KtS 


d'où  elle  dérivé;  de  sorte  (|ue  la  série  dont  nous  parlons  sera  plus  on 
moins  convergente,  .suivant  que  cette  fraction  le  sera.  Or.  nous  avons 
donné  plus  haut  (53)  le  moyen  de  rendre  une  fraction  continue  la  plus 
convergente  qu'il  est  possible;  donc  on  pourra  avoir  aussi  la  suite  la 
plus  convergente  qu'il  soit  po.ssihle. 

67.  .\insi,  pour  avoir  une  suite  qui  soit  la  plus  convergente  de  toutes 
vers  le  rapport  de  la  circonférence  au  diainctre,  on  prendra  la  fraction 
continue  qui  exprime  ce  rapport,  et,  après  l'avoir  simplifiée  comme  nous 
l’avons  fait  (54),  on  la  mettra  sous  la  forme  suivante  (55) 

3 + ! 

- ^î)4  + ; 


de  sorte  qu'on  aura 

P =:  î.  V = 7.  cr^lti,  J — î<si.  • . 

donc  on  trouvera  ( 5U  ) 

a'=i,  = /=- 7 X i6  a-i  = 1 13,  3'=  1 13  x ( — lç)4  ) + 7 = ~ 

s'=  — 33ai5x3  + 1 13  = — î'=  — ggSSa  X(  — 3)—  33a i5  atl537i 

de  sorte  que  la  série  cherchée  .sera 

^7  7Xii3  1 i3 X 33» i5  33»i5X9953»  ggSSa x »t>537 1 " 

8o 
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tlKMAKIjl  E IV. 

OÙ  l'on  propose  differents  moyens  pour  simplijier  le  calrul 
des  fractions  continues. 

(>8.  Nou.s  avuii.s  trouvé  ru  général  (fil)  t|ur,  si  ri  p sont  ilrux 
IVartions  ronsériilivi's  rmivrrgciilrs  vrrs  la  valriir  de  x,  on  aura 

ùt  + t!> 

x~  -, 

s t Cï 

ilonr.  si  l'on  siilistilur  rrllr  «‘xprrssion  de  x,  dans  rét)ualion  rn  x dont 
on  rlicrrhc  la  rarinc,  on  aura  une  irunsrurniéc  rn  t (|iii  srra  nérrssairr- 
inriil  la  niéinr  (|nr  rpllr  (|u’oii  aurait  rur  par  1rs  sulistiintions  snrrrs- 

sivrs  dr  /; -t-  ii  la  place  de  x,  de  y -t-  j à la  place  de  v,...  (56);  et, 
pour  avoir  la  fraction  suivante  il  faudra  trouver  la  valeur  entière 
approchée  de  t,  laipielle  étant  noinniée  k,  on  aura 
7 — /i  P -t-  Eî,  7‘  = A p'  4-  ro'. 

....  a 3 

De  cette  nianii're,  eunnaissant  les  deux  premières  fractions  — et  ipii 

* 3 

sont  toujours  et  ^ 59),  on  pourra  trouver  successivement  toutes  les 
autres  il  l’aide  de  la  seide  équation  en  x. 

69.  .Vu  reste,  soit  qu'on  emploie  les  sulistitutions  successives  de 
/J  4-  à la  place  de  x,  de  y 4-  à la  place  de soit  i|u’oii  fas.se  usage 

de  la  sulistitution  générale  de  y ^ ■%  il  la  place  de  .r,  la  dillieulté  se  ré- 
^ 0 1 m ' 

duira  toujours  à trouver,  dans  chaque  équation  transformée,  la  valeur 
entière  approchée  de  la  racine  positive  ou  négative,  mais  toujours  plus 
grande  ifue  l’unité,  (|ue  cette  eipiation  contiendra  néce.ss'airement  (56). 
Or,  .si  la  première  valeur  approchée p ne  convient  qu’à  une  seule  racine, 
aloi-s  toutes  les  équations  tran.sforinées  en  v,  en  s,...  n'auront  chacune 
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(|ti’uni!  st^ule  racine  plu.'»  grande  que  riinité;  de  .sorte  qu’on  |ioarra  irou- 
ver  les  valeurs  enliéres  approchées  de  ces  racines  par  la  simple  siilisti- 
luliiin  des  niimlires  naturels  (n“  1!)  du  .Mémoire  eiléj.  Mais,  si  le  même 
nombre  appartient  il  plusieurs  racines,  alors  les  transformées  auront  iié- 
cessairemeiit  pliisieiii-s  racines  plus  grandes  que  l’unité,  soit  positives  ou 
négatives,  jusqu’il  ce  que  l’on  arrive  il  une  de  ces  Iranslbrtnées  qui  n’ait 
plus  (|u’iine  pareille  racine:  car  alors  toutes  les  suivantes  n’en  auront 
plus  qu’une  si'ule  de  cette  qualité,  comme  nous  l’avons  démontré  dans 
le  numéro  cité. 

Or,  avant  d’être  parvenu  à cette  transformée,  il  arrivera  souvent  (|ue 
la  simple  suhslitiition  des  nombres  naturels  ne  siillira  pas  pour  faire 
trouver  les  valeurs  entières  approchées  dont  on  aura  besoin,  parci-  que 
réqiiatioii  aura  des  racines  qui  ilifféreront  entre  elles  par  des  quantités 
moindres  que  l'unité.  Dans  ce  cas  donc  il  .semble  (|u’il  faudrait  avoir  re- 
cours il  la  inétliode  generale  i|iic  nous  avons  donnée  dans  le  § I du  même 
.Mémoire;  mais,  puis(|u'on  aura  déjà  employé  cette  méthode  pour  trouver 
les  premières  valeurs  approchées  des  racines  x de  l'équatiuii  primitive, 
on  pourra  se  dispenser  de  faire  un  nouveau  calcul  à chaque  équation 
transformée;  c’est  ce  qu'il  est  bon  de  développer. 

70.  Kn  faisant  usage  de  la  méthode  dont  nous  parlons,  on  trouvera 
d'abord  les  limites  entre  lesquelles  chaque  racine  réelle  de  l’équation 
jiriqiosée  sera  renfermée,  en  sorte  qu’entre  deux  limites  trouvées  il  n’y 
ait  qu’une  seule  racine  (n“  13  du  Mémoire  citéj. 

Soient  /.  et  les  limites  de  la  racine  cherchée;  or  l’expression 

_ 0/  -I-  la 
p'  / -4-  id' 

donne 

m'x  — la 

t — — ; 

?-?■»• 

donc  la  valeur  de  t sera  renfermée  entre  les  limites 

m' À — ni  bt'  \ — m 
P — p'  X P — p'  ’ 
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(liim-,  si  CPS  lirniipres  limites  dilFèrent  l’une  de  l'autre  moins  que  de 
runilé,  un  aura  sur-le-eliamp  la  valeur  entière  approchée  de  f,  mais,  si 
elles  dill'èrent  l'une  de  l’autre  d’une  quantité  enraie  ou  plus  grande  que 
l’unité,  alors  ce  sera  une  marque  que  la  racine  cherchée  tdillérera  des 
autres  racines  de  l’équation  transformée  en  t par  des  quantités  égales  ou 
plus  grandes  que  l’unité;  de  sorte  qu’on  sera  siir  de  pouvoir  trouver  la 
valeur  entière  approchée  de  celte  racine  par  la  simple  substitution  des 
nombres  naturels  à la  place  de  /;  et  la  même  chose*  aura  lieu  à plus  forte 
raison  dans  les  transformées  suivantes. 

71.  La  formule 

ro'x  — 51 

/ =-  ; 

Çt  — f X 

peut  éti-e  aussi  très-utile  pour  réduire  en  fraction  continue  toute  quan- 
tité .r  qui  sera  renfermée  entre  des  limites  données,  au  moins  pour  trou- 
ver les  termes  de  cette  fraction  qui  pourront  être  donnés  par  res  limites; 
car,  nommant  comme  ci-dessus  / et  ,\  les  deux  limites  de  x,  ou  aura 

B>’  ).  — n ra’  — IB 

,>(  

p-p'X  P- P A 

pour  celles  de  t;  de  sorte  que,  tant  que  la  dilTcrence  entre  ces  dernières 
liiuiles  ne  sera  pas  plus  grande  que  l’unité,  un  pourra  trouver  exacte- 

meul  la  valeur  entière  de  /;  ainsi,  prenant  ^ ^ (p  étant  la  valeur  en- 

tière approchée  de  x)  pour  les  deux  premières  fractions,  on  pourra 
poiis.ser  la  suite  des  fractions  convergentes,  et  par  conséquent  la  fraction 
continue  jusqu'à  ce  que  les  limites  dont  nous  parlons  dill'èrent  entre 
elles  d’une  quantité  plus  grande  que  l’unité;  alors  il  faudra  s’arrêter, 
parce  que  les  limites  données),  et  Ane  comporteront  pas  une  plus  grande 
exactitude  dans  la  valeur  de  x. 

Par  ce  moyen  on  n’aura  jamais  à craindre  de  se  tromper  en  poussant 
la  fraction  continue  plus  loin  qu’on  ne  doit,  comme  cela  arriverait  faci- 
lement si,  pour  avoir  cette  fraction,  on  se  contentait  de  prendre  l’un  des 
nombres  ).  ou  A,  et  d’y  pratiquer  la  même  opération  dont  on  se  sert  pour 
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trouver  I»  plus  jjrande  eummiine  mesure,  eontormémeul  à h manière 
usitée  (le  réduire  les  fraelions  nrilinaires  en  traetions  eonliniies. 

Pour  pouvoir  employer  eette  méthode  en  toute  sûreté,  il  faudrait  faire 
la  même  opération  sur  les  deux  nombres  X et  A,  et  n’admettre  ensuite 
que  la  partie  de  la  fraction  continue  qui  proviendrait  éjfalemeut  des  di-iix 
opérations;  mais  la  méthode  précédente  parait  plus  commode  et  plus 
simple. 

72.  Voyons  maintenant  d’autres  moyens  pour  simplifier  encore  la  re- 
cherche des  valeurs  entières  approchées  dans  les  dillércutes  équations 
transformées.  Soit 

/“  — -f-  = O 

une  quelconque  de  ces  équations,  dans  la(|uelle  il  s’agit  de  trouver  la 
valeur  entière  approchée  de  t,  que  nous  désignerons  en  général  par  i; 
cette  équation,  étant  dérivée  de  l'équation  proposée  en  x,  sera  du  mémi' 
degré  que  celle-ci,  et  aura  par  conséquent  le  même  noinbri*  de  racines 
que  nous  supposons  égal  à n. 

Or,  nous  avons  trouvé  en  général  (70) 


ce  qui  si‘  léduit  à 
/ _ 


mais 


GJ  JC  ““  5J 


le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  le  quantième  de  la  fraction  ^ est 
pair,  et  l’inférieur  pour  celui  où  ce  quantième  est  impair;  donc  on  aura 


I 
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Donc,  si  l'on  dénolc  par  x la  racine  cherchée,  el  par  x,  x',...  les  anlres 
racines  de  l'équalion  en  x (|ni  sont  an  nombre  de  n,  el  (|n'on  dénote  de 
même  par  t,  /',  les  valeurs  correspondantes  de  /.  on  aura 


.Mais  on  a,  comme  un  sait. 


fl  = / -e  ; 


donc,  suhstiluani  les  valeurs  de  que  nous  venons  dé  trouver,  el 

i|ui  sont  au  nombre  de  n — i , on  aura 


Or  nous  avons  Ironvé  (02) 

P_  _ ^ >_ 

p'  ~ ~ ?'(p'  ' ) 

on  hiim,  en  faisant  o'r -h  sr  = 


p' 


où  l'on  rcmar(|Uera  <iue  p'/  ■+-  ra'  étant  renfermé  entre  les  limites  7'  el  T 
qui  sont  l’une  el  l’antre  plus  {'randes  (|ue  p',  la  quantité  ij<  sera  nécessai- 
rement plus  jurande  que  l'unité.  Donc,  faisant  cette  substitution  dans  la 
formule  précédente,  on  aura 


/ = n •>. 


p'>(x-x")± 


■; 
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Mais  Ifs  i|iiantités  x — .r',  x — soûl  données,  et  la  (|uanlilé  p'  va 
toujours  en  au^nieiitant  ; done,  puis(|ue  la  IraiTion  ^ est  toujours  moindre 
i|ue  l'unité,  il  est  elair  (|iie  cliarune  des  quantités 


ira  nécessai renient  en  diminuant;  et  <|ue  par  eonséquent  la  somme  de 
res  quantités  qui  sont  au  nomiire  de  n — i ira  en  diminuant  aussi:  de 

sorte  qu'elle  deviendra  néeessairement  moindre  que^' 

Donc  on  parviendra  neeessairement  à une  équation  transformée  telle 
que  sa  raeine  t sera,  à ^ près,  é}{ale  à 

(/I  — I )?d' 

7.— 

(a  étant  le  coelfieient  du  s<-eond  terme  pris  né)'ativemenl),  e’est-à-dire  ■ 
que  cette  racine  sera  contenue  entre  les  limites 

( n — lira’  I ( n — lira’  i 

n -I- _ cl  a + ! r- > 

P » P » 

et  la  même  chos<‘  aura  lieu  à plus  forte  raison  pour  toutes  les  transfor- 
mées suivantes. 

Donc,  dés  qu'on  sera  venu  à une  pareille  Irausforinée,  il  n'_v  aura  qu'à 
prendre  le  nomlire  entier  i|ui  approchera  le  plus  de  la  (|uanlité 


c'esl-à-dirt‘  relui  <|iii  sera  contenu  entre  les  mêmes  limites 

(«  — i)bj'  I (n  — ilnj'  I ■ 

a~  - - cl  « -e  , 

0 7.  (,7 

et  ce  nombre  sera  nécessairement  un  des  deux  consécutifs  entre  lesipiels 
II.  Hi 
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s**  li'ouv(‘ra  la  vraii;  valeur  <le  /;  (le  .‘•rie  (|u’il  pourra  être  pris  en  toute 
sûreté  pour  la  valeur  approchée  k (68).  Ainsi  l’on  pourra  conlinuer  l'ap- 
proximation aussi  loin  qu'on  voudra  sans  le  moindre  lâlonnemenl. 

T.i.  Puisque 

fl  t t •+•  • • • • 


en  substituant  les  valeurs  de  /,  t,...  (72),  on  aura 


Or,  soit 

X"  — Aar*  ' -e  Bar"  ' — . . . = o. 


ré(|uation  proposée;  qu'on  fas.se  le  premier  membre  de  celte  eijuation 
éÿ;al  à X,  et  il  est  facile  de  voir  par  la  théorie  des  équations  que  la  ijuan- 

tité  ^ ^ deviendra,  en  y mettant  £7  à la  place  de  x,  apri‘s  la  dilféren- 


tiation. 


L 

P' 


■ X ^ — ar'  ^ 
P P 


à cause  que  x,  x',  x”,...  sont  les  dilTérentes  racines  de  l’é(|uation  X = 0. 
Donc  on  aura 

I fl\  n ra' 

" p'*X  )lx  p'  ’ 


cl  par  conséquent  la  (juanlité 


(n  — i)ia' 


deviendra 


Ooiic.  si  l'on  fait 


I il  X _ 
p"X  ilx  p' 


U np*  ^ (n  — i).\p"-’p'  + [ii  — ••.)  Bp"*p'’  — . . . 

p" — Âp“'‘p' -t- Bp*^ ’p'* — ... 
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± U — la'  _ 


(!W 


|»ar  l'diisequfnl  les  limiU^s  dont  nou.s  avons  parlé  dans  lo  niitnéro  précé- 
dent .seront 

± It  — or'  1^  ± R — rn'  _ 


.Ainsi  l’on  pourra  trouver  ces  limites  indépendamment  de  l'équation 
Iransformée  en  l,  et  par  le  seul  moyen  de  l'équation  proposée  en  t,  ce 
qui  pourra  servir  à aliréper  le  calcul. 


7-i.  Il  reste  maintenant  à voir  comment  on  pourra  reconnaître  si  la 

raeine  / est  renrennée  entre  les  limites  dont  il  s’agit;  or,  cela  est  facile 

dès  qu’on  eonnait  les  deux  nombres  entiei-s  eonsécntii's  S,  l -h  i,  entre 

lesiiuels  se  trouve  cette  racine  : car.  soient  >.  -t-  et  À — - les  deux  limites 
' 2 a 

données,  il  est  clair  que,  pour  que  / se  trouve  entre  ces  limites,  il  faudra 

que  A tombe  entre  les  mêmes  nombres  5,  5 -t-  i,  et  même  plus  pri-s  de 

celui  de  ees  deux  noudires  dont  e approchera  ilavantage;  on  examinera 

iloiic  : i“  si  ).  tombe  entre  5 et  5 -t-  i;  2“  cela  étant,  on  prendra  celui  de 

ces  deux  nombres  dont  ).  approche  davantage  pour  la  valeur  approchée 

de  /,  rpii'  nous  nommerons et  faisant  / = ^ on  verra  si  l'é(|uation 

iransformée  en  iv  a une  raeine  positive  ou  négative  plus  grande  (]ue  a; 

si  cette  seconde  condition  a lieu,  un  sera  a.ssuré  <|ue  la  racine  f tombera 

ré<dlement  entre  les  limites  ^ et  ).  — et  l'on  pourra  poursuivre  le 

calcul  comme  nous  l’avons  dit  dans  le  n“  72. 

75.  ün  pourrait  s’y  prendre  encore  de  la  manient  suivante,  pour  s’as- 

.surer  si  ta  raeine  t tombe  entre  les  limites  ).  -h  - et  ).  — Il  est  facile  de 

2 2 

voir  par  le  n“  72  que  la  dilliciilté  se  réduit  à .savoir  si  la  somme  îles 
(|uantités 

I 

P 
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iliviséf  par  p’’,  est  inoiiulre  que  ainsi  il  ne  s’agira  que  de  trouver  une 
(juantilé  qui  soit  plus  grande  queeelle  somme,  et  de  voir  ensuite  si  eette 
(|uantilé  est  moindre  que 

Or,  soient  J?,  x',  x",...  les  raeines  réelles  de  l’équation  proposée.  <jue 
nous  supposerons  au  nombre  de  rx,  et 

S'+'  + v'— Ç — +v'— '•  ï'— ' 

$ 

les  raeines  imaginaires,  que  nous  supposerons  au  nombre  de  av,  en  sorte 
que  ;x-t-  av  = «;  eomme  la  Iraetion  ^ dill'ère  de  la  raeiiie  x d’une  quan- 
tité moindre  que  (63).  il  est  clair  que  si  A est  une  i|iiantité  égale  ou 

moindre  que  la  plus  petite  des  dilTerences  entre  les  racines  réelles  de  la 
même  équation,  cbaeune  des  quantités  réelles 


sera  nécessairement  moindre  ()ue 


et  par  conséi|uent  la  somme  de  ces  quantités  qui  sont  au  nombre  de 
;x  — I sera  moindre  que 

V, 


tiousidérons  ensuite  les  <|uanlités  imaginaires,  lesquelles  sr-ront  deux 
a deux  de  la  forme 


L ^ V - ' -p  - ? + + V-  ' 
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dt‘  sorlf  i|u’oiraur!i  v <|uaiitilés  iti-  la  lornir 


Oid 


' -II--) . 

or,  jp  ri'marqup  que,  quels  que  soieni  les  nomhrps  |,  et  'i,  la  quaiilitp 

(7 -'F:  ♦' 

sera  toujours  niointirr  que  ij--,  eu  ell'et,  si  l’ou  niiisidère  la  quaiililé 

.VI 

)■’  -sîji’  ’ 

Pt  <|u’ou  fasse,  ee  qui  esl  toujours  possible,  v = 'i  taiip;s,  elle  ilevieiulra 


2Sinÿ  eoS9 sin  2 v _ 

or,  la  plus  grande  valeur  de  siiiaçi  est  l’uiiité;  doue,  ele. 

Doue  si  Ton  dénote  par  tl  une  quantité  égale  ou  moindre  que  la  plus 
petite  des  i|uantités  ’f',...,  la  i|uantité  ^ sera  néeessaireiiienl  plus 
grande  que  la  somme  des  quantités  imaginaires  dont  nous  parlons. 
Donr,  en  général,  la  quantité 


tt  — I V 

J 4-  — 


sera  plus  fçramle  que  la  suiiiiiie  <lt*  toutes  les  (juaiilités 

I f 


Doue,  Si  Ton  a 


? é P 0 

P P 


a — I V 

^ p’*  n “ 
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A fl  n fiant  [irisfs  positivfiiifnt,  on  sera  sûr  que  la  racine  / tnmbera 
entre  les  limites  |iriqio8ées. 

Or,  pour  avoir  les  nombres  A et  II . lorsqu’on  ne  connaît  pas  d'avance 
les  raeines  de  l'équation  proposée,  il  n’y  aura  i|u’à  chercher  dans  l’éipia- 
tion  des  diirérences  ( D)  du  n“  8 du  Mémoire  eilé,  la  limite  / des  racines 
positives  et  la  limite  — h des  racines  négatives,  et  l'on  pourra  prendre 

pour  A un  nombre  quelconque  = ou  •<  -^<  et  pour  II  un  nombre  quel- 
coti(|ue  = ou  <-=;  cela  suit  évidemineni  de  ce  que  nous  avons  dé- 

V" 

montré  dans  ^l■ndroil  cité. 

7().  Si  l’on  avait 


aloi's  la  condition  re<piise  aurait  lieu  dés  le  commeiUM'inent  de  la  série; 
de  sorte  qu’on  |ionrrait  approcher  de  la  valeur  de  x sans  ancuti  tâtonne- 
ment. V(dci  le  procédé  du  calcul. 

Avant  trouvé  la  premién'  valeur  entière  a()pnK-liée  de  x,  qu’on  pourra 
prendre  plus  petite  ou  plus  grande  que  x à vtdonté,  et  nommant  cette 

valeur  p.  on  aura  les  deux  preinii'n's  l'raclions 
1“  On  fera  donc 

ra=-i.  Kl'  O,  p — p.  p'— I. 

et.  substituant  ces  valeurs  dans  1’expre.ssion  de  R (73),  on  prendra  le 
nombre  entier  (|ui  approchera  le  plus  de 

— H — in' 

■ "fT  ’ 

c’esl-a-dire  de  — R.  lequel  étant  nomme  k.  on  aura  la  fraction 

h P --  Kl  _ kp  \ 

kp'  -■  Kl’  ~ k 

a“  On  fera 

m - p,  m'  ■=t,  p = kp  -t- 1 , p'  — II, 
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et^'üulislituanl  iliin.s  R,  un  |)i'umlr:i  U;  nombre  entier  i]ui  »|i|)riielier:i  le 
plus  lie  — i — ) e’esl-à-dire  de  — > — > et,  ce  nombre  étant  nommé  k' , on 

' p'  1 

aura  la  l'rartion 

-4-  in  _ k’[kp-^>)  + P 

V f!  -i- ni  A ' Ar  + I 

V On  l'era 

bj  = A/)-(-i.  m' ~ k,  P = A-' ( At> I ) -(- /),  p'  = A'A-(-i, 
et  l’on  prendra  la  valeur  entière  la  plus  approebée  de 
- R - b'  - H - A 


la(|uelle  étant  nommée  k",  on  aura  la  Iraclion 

A'p  -t-  ni  

A*  P*  -+•  ï?  ’ 

et  ainsi  de  suite. 

De  cette  manière,  la  valeur  de  x si'ra  exprimée  par  la  fraction  eontiniie 


— 

k- 


k’-i-r 


ou,  par  les  fractions  convergentes, 

I P kp  -t- 1 A'  ( A/>  -f  I ) -*•  P 

ô’  7’  A ’ FT+T 

77.  Si  l'on  n'a  pas  d’abord 


« — I » ^1 

a-7  ïï 


il  n'v  aura  qu’à  chereber  la  fruetion  continue  par  la  méthode  ordinaire 
Jusqu’à  ce  que  l’on  arrive  à une  fraction  dont  le  dénominateur  p'  soit  tel 
<|ue  l’on  ait 

a — I » ^1 

p'’A  - I ^ 7’ 
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IHH 

iMi  ilieii  r<>  qui'  l'on  vii'iini'  à uni*  Iruiisforini'C  qui  soil  ilaiis  le 

cas  liii  n“74;  alors  on  poiiiTa  [loursuivre  le  ealcul  par  la  mélliode  pré- 
l•t■(lente. 

Au  reste,  eoiiiine,  en  augineiitaiit  Imites  les  raeines  il'une  équation 
dans  une  raison  ifueleon(|ue,  un  augmente  aussi  dans  la  même  raison  les 
diHerences  entre  ces  racines,  il  est  clair  que  si,  dans  rêqualiun  proposée, 

on  met  y à la  place  de  x.  ce  qui  en  augmentera  les  racines  en  raison  de 

I ; /,  les  nomin'es  A et  11,  qui  conviendront  à la  nouvelle  équation,  en 
seront  augmentés  dans  la  même  raison,  et  par  conséquent  deviendront 
/A  et  /H:  donc  on  pourra  taire  en  sorte  i|ue  la  condition  du  n"  76  soit 
vérifiée  en  donnant  à /une  valeur  telle  que 

r.-  - -e  = ou  < -■ 

/A  — I /II  ^ 

Alors  on  pourra  toujours  se  servir  de  la  méthode  du  numéro  cité  pour 
approclier  sans  tâtonnement  de  la  valeur  cherchée  de  x;  il  faudra  seu- 
lement diviser  ensuite  cette  valeur  par  /pour  avoir  la  véritable  racine 
de  l’équation  proposée;  il  est  vrai  que,  de  cette  manière,  on  n'aura  plus 
cette  racine  exprimée  par  une  simple  fraction  continue,  mais  on  pourra 
néanmoins  en  approcher  aussi  pri^s  qu’on  voudra,  ce  (|ui  sullit  pour 
l’usage  ordinaire. 

7H.  Soit  l’équation  proposée 

— A = O, 

en  sorte  que  l’on  demande  la  racine  n""'  du  nombre  A. 

i“  Soit  n pair  et  = 2/»;  réi]uation  aura,  comme  on  sait,  deux  racines 
reelles,  -t-  y A et  — ÿ A,  et  n — 2 racines  imaginaires  qui  seront  expri- 
mées ainsi 

c étant  la  eirconférence  ou  l’angle  de  Mto  degrés,  et  s étant  successive- 
ment égal  à I,  2,  3 jusqu’à  m — i-,  donc  on  aura  dans  ce  cas  (75) 
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;/  = a.  V = ATI  — I , et  l’on  pourra  prenilrc 

A — a J'  \ , n — siii  - X J A , 
n 

a raiisf  (pic  ‘!!*t  le  plus  petit  (Ir  tous  les  si»^;  (ioiir  la  romlitioii 
(lu  n"  7ti  aura  lieu  si 


a î"  A - 


sin  - X V A 


• = ou  <; • 


(loue  elle  aura  lieu  siireiiieut  toutes  les  fuis  (|u’ou  aura 


n \ " 

■?) 


a"  Soit  « impair  et  ('■fçal  à am  + i : re(|uatiun  n’aura  (pi'uiie  seule 
racine  nVlle  yA,  et  elle  eu  aura  a/u  imaginaires  de  la  forme 


/ re  J.  . »r  \,  .- 

(cos-±sm-v-')vA. 


en  faisant  successivement  r — i,  a,...  jus<|u’à  m-,  donc  ou  aura  dans 
ce  cas  = v — m,  et,  comme  le  plus  petit  des  sin—  est  siu— - ou 

siu  à cause  de  « = am  i , ou  pourra  prendre 


iKfV*  — 

11  = sin XÎA; 

n ' 


<le  sorte  (|ue  la  condition  du  uuim'u'o  cit(-  aura  lieu  si 


c’est-à-dire  si  l’on  a 


II. 


m 

itïo"  « — 

SOI X V'  A 

II 


ou  •<  -, 


A = 


ou  > 


8a 
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Donc,  lorsque  le  nombre  A ne  sera  pas  au-ilcssous  îles  liniites  que  nous 
venons  lie  trouver,  un  pourra  toujours,  en  faisant  usage  de  la  inétliode 
du  II"  76,  trouver  diivctement  et  sans  tâtonnement  la  racine  n"~'  de  ce 
nombre;  et  s’il  est  plus  petit  que  ees  limites,  on  pourra  toujours  le  rendre 
plus  grand  en  le  multipliant  par  un  nombre  quelconijue  qui  soit  une 
puissance  exacte  du  même  exposant  n;  en  sorte  qu'après  avoir  trouvé  la 
racine  de  ce  nombre  composé  il  n’y  aura  plus  qu’à  la  diviser  par  celle 
de  son  multiplicateur  pour  avoir  la  racine  cherchée  de  A. 

An  reste,  il  est  bon  de  remarquer  que  la  valeur  de  R du  n“  72  sera, 
pour  l’équation  x"  — A = o. 


7!t.  Puisque  le  cas  de  « — a peut  se  résoudre  par  la  méthode  de  la 
Hemari|ue  II,  nous  en  ferons  abstraction  ici.  Soient  done 


dnne 


« =r  4,  on  aura  shi  — ^ =;  1 , 
A = ou  >-4‘: 


dnne 


done 


„ VOO"  v-ï 

1/  = (),  on  aura  sm  —rs— 

O a 


A = ou  > 3’.4‘: 

„ , 360“  v'a 

« = 8,  on  aura  soi  — — — ; 

O a 


A = ou  > 2'.  4*» 


cl  ainsi  de  suite. 

De  même,  si  l’on  fait 


donc 


180" 

3,  on  aura  sm  . 

t •( 


A — ou  > — 

3^3 

„ 180"  , ... 

» — 5,  on  aura  sin  — c—  sni3l>“. 
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«51 


et  ainsi  de  .suite. 


A ou  ■>  i4î*(. 


80.  Suppu.suus,  par  exeiuple,  ipi'on  demande  la  raeine  ('uliii|ue  de  17. 
4*  — 

Puisque  17  e.st  > -2- à cause  de  3v^3>4.  on  pourra  einpiover 

d’aliord  la  méthode  du  n"  70.  Ou  aura  donc  ici,  à cau.s<'  de  n = 3 et 
A = 17  (78), 

P - '7P‘ 

Or,  le  noinhre  entier  le  plus  proche  de  y 17  e.st  2 ou  3;  de  sorte  qu’oii 
pourra  faire  à volonté  p=‘i  ou  />  = 3. 

Faisons  p — 1,  et  les  deux  premières  fractions  seront  *;  donc 

!•  0 = 1,  ta'  = o,  p = 2.  p’  = i. 


donc 


R=r 


3.4  _ 4. 


8 — 17“  3’ 

et  le  nombre  entier  qui  approche  le  plus  de 

— R — Bj'  4 
?'  “3 

sera  i;  donc  A =1,  ce  qui  donne  la  fraction 


kp -h  I 3 

~~s — ?■ 

BJ  = 2,  Bj'  = l,  P = 3,  p'—l, 


2" 

donc 


R = 


3-9  R — m'  _ 


le  nombre  entier  <)ui  approohe  le  plus  de  étant  2,  ou  fera  i'  — a,  ce 

81. 
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(|in  iloiitiLT»  Ih  f'rai'tiun 


i'*  »n  = 

<li»nr 

et 


A ' P -4-  CT  H 

k‘  p'  -h  ct'  3 

3,  ct'  = I , P ~ 8,  p' 

■>  _ 3.S' ^ igs 

8’-i-.3>  ~ 53 

— K — ct'  _ 

ù'  iSi)” 


3; 


le  nombre  entier  qiii  ii|»pmehei*;i  le  plus  de  eetle  fraction  sera  — a:  donc 

^'=  — a,  et  la  fraction  sera 

A P CT  — 5 

4"  CT  = 8.  CT  n::  3,  P — — l3,  P — — 5, 


l)t‘  cette  manière  on  aura  les  fracti(»ns  convergentes  vei's  y *7 

1 a 3 8 — 1 3 

O I I 3 — 5 

et  la  fraction  continue  sera 


n H 

— ? -i  - . 
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NOIIVKI.I.E  MÉTHODE 


PUUR 

KÉSOllDIlE  LES  PROBLÈMES  INDÉTERMINÉS 

E>  NOMBRES  ENTIERS  ('). 


{ .Mèmoirr.s  Hr  /’  /ictuièmit  /w)  atr  des  St  irnrc.K  H Letirrs 

fir  firrhn^  I.  XXIV.  1770.) 


I.:i  |ilii|)ui-l  Géomètri‘>  qui  ont  cullivo  l'Aiiiilyse  de  Dluphaiilt-  s<‘ 
siiiit,  à r<;x<'niple  de  cet  illustre  inventeur,  uniquement  appliqués  à évi- 
ter les  valeurs  irrationnelles,  et  tout  l'artifice  de  leurs  méthodes  se  réduit 
à faire  en  Sorte  (|ue  les  grandeurs  inconmies  puissent  se  déterminer  par 
des  nomhres  commensurahles. 

L’art  de  résoudre  ces  sortes  de  ([uestions  ne  demande  guère  d’antres 
principes  que  ceux  de  l’Analy's<;  ordinaire;  mais  ces  principes  deviennent 
insufTisants  lorsqu’on  ajoute  la  condition  que  les  (|iiantités  l'herchées 
soient  non-seulement  commensurahles,  mais  encore  égales  à des  nomhres 
entiers. 

.M.  Hachet  de  Méziriac,  auteur  d’un  excellent  Conuneniairr  sur  Dio- 
phante et  de  ditlérents  autres  Ouvrages,  est,  je  Crois,  le  premier  qui  ait 
tenté  de  soumettre  cette  condition  au  calcul.  O savant  a trouvé  une  mé- 
thode générale  pour  résoudre  en  nombres  entiers  toutes  les  équations  <lu 
promier  degré  il  deux  ou  plusieurs  inconnues,  mais  il  ne  parait  pas  avoir 


( *)  Lu  i l Académie  le  ai  juin  i;;». 


t«l.  METHODE  Püült  HÉSOÜDKE  EES  PHOBEÉMES 
fie  plu»  loin,  1*1  LTUX  qui  après  lui  su  sonl  orrupè»  du  luèiiic  oltjel  oui 
aussi  pirsqur  Ions  lionié  leurs  rerherrhes  aux  équalious  iudétiTiuiuée» 
du  premier  degré;  leurs  elVorts  se  sonl  réduils  à varier  les  mélliodes  qui 
peuveiil  servir  à la  résolulion  de  ees  sorles  d'équalious,  el  aueuu,  si  j'ose 
le  dire,  n’a  donné  une  mélliode  plus  direete,  plus  générale  el  plus  ingé- 
nieuse que  eelle  de  .M.  Baeliel,  qui  se  trouve  dans  ses  Héeréations  mallié- 
inatii|ues  inlitulées  : /‘rohlèmt^s  plaisants  et  delectahles  qui  se  font  /xir  les 
nomhres. 

Il  est  à la  vérité  assez  sur|)renaul  que  .M.  de  Fermai,  ipii  s’élail  si  long- 
temps el  avec  tant  de  sueeès  exereé  sur  la  lliéorie  de»  nombres  entiers, 
n'ail  pas  elierelié  à résoudre  généralement  les  Pridtlènies  indéterminés 
du  seeond  degré  el  des  degrés  supérieurs,  eomme  M.  Barbet  avait  fait 
ceux  du  premier  degré;  on  a eepend:nil  lieu  de  eroire  (|u’il  s’élail  aussi 
apjdiqué  à relie  rerherriie,  par  le  Problème  <|u’il  proposa  roinme  une 
espère  de  déli  à M.  Wallis  el  à tous  les  lléomèires  anglais,  el  <pii  ronsis- 
lait  à trouver  deux  carrés  entiers,  dont  l'un  étant  multiplié  par  un  nombre 
eniier  donné  non  carré,  el  ensuite  relranrhé  de  l’autre,  le  reste  lut  égal 
à l’unité;  car,  outre  que  ce  Problème  est  un  ras  parlictilier  des  équations 
du  second  degré  à <leiix  inconnues,  il  est  rumine  la  ciel'  de  la  résolution 
générale  de  res  équations;  mais,  soit  tjue  .M.  île  Fermât  n’ail  pas  ronli- 
nne  ses  rerberrbes  sur  relie  matière,  soit  qu’elles  ne  soient  pas  parve- 
nues jusqu’à  nous,  il  est  certain  qn’on  n’en  trouve  aucune  trace  dans  ses 
Ouvrages. 

Il  parait  même  que  les  Géomètres  anglais  i|ui  ont  ré.solu  le  Problimie 
de  M.  de  Fermât  n’ont  pas  connu  toute  l’importance  dont  il  e.st  poqr  la 
solution  générale  des  Problèmes  indéterminés  du  second  degré;  du 
moins  un  ne  voit  pas  qu’ils  en  aient  jamais  l'ail  usage,  et  .M.  Feuler  est,  si 
je  ne  me  trompe,  le  premier  qui  ail  fait  voir  comment  à l’aide  de  ce  Pro- 
blème on  peut  trouver  une  inlinilé  de  solutions  en  nombres  entiers  de 
tonte  équation  du  .second, degré  à deux  inconnues,  dont  on  connait  déjà 
une  solution. 

grami  Géomètre,  à (luiHoutes  les  parties  des  .Malbematiques  sont  si 
redevables,  a aussi  l'ail  des  recbercbes  pour  reconnaitre  à />non  quand 
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une  é(|ti:ilion  de  ectte  espèce  est  suseeplihie  de  <|iieli|iie  s(dii(ion  en  nom- 
bres entiers,  et  il  a trouvé  par  induetion  une  rèj;le  (|ui,  si  elle  était  géné- 
rale, renfermerait  nn  des  plus  In-aux  théorèmes  d'.\ritlimélii|ue. 
là'tte  règle  est,  (|iie  toute  é(|ualion  de  la  fornu- 

\ = p’—  B I/’ 

(A  et  B étant  des  nombres  entiers  donnés  et  />,  7 deux  imléterminées), 
est  toujours  résiduble  en  nombres  entiers,  lor.sque  ,\  est  un  nombre  pre- 
mier de  la  forme 

4 n B -e  a’  ou  4 " B fl'  — B 

(«et  fl  étant  des  nombres  queleoiH)ues  entiers^,  ou  bien,  lors(|ue  les 
faeteui's  premiers  de  .\  sont  ebaeun  de  rime  ou  de  l'autre  de  ees  formes. 
( Voyez  le  premier  .Mémoire  du  tome  IX  des  \omeaux  Vommentaires  tir 
Vétrrsiiouri:’.  ) 

M.  Kiiler  ne  donne  point  la  démonstration  de  ee  théorème,  et  il  avoue 
même  (ju'il  n’a  jamais  pu  la  trouver;  je  l’ai  aussi  lungleni|is  et  inutile- 
ment eberebée,  mais  enfin  je  suis  tombé  par  hasard  sur  une  équation  on 
j’ai  reconnu  que  la  règle  de  .M.  liuler  était  en  défaut,  (iette  équation  est 
celle-ci 

ioi=p>—  797’, 

où  lot  est  un  nombre  premier  de  la  forme  — B,  en  fai.sant 

B = 7<),  fl  = 38  et  n = — 4:  de  sorte  ([u’il  faudrait  qu’elle  fût  résoluble 
en  nombres  entiers:  cependant  elle  ne  l’est  pas,  comme  on  peut  aisé- 
ment s’en  assurer  par  notre  nielbode  'voyez  plus  bas  le  11“  38). 

Si  l’on  voulait  limiter  le  théorème  de  M.  lîiiler  en  disant  (|ue  tout 
nombi'e  premier  de  lu  forme  .'t«B  + a est  aussi  de  la  forme  fi‘  t-  B7’, 
lorsque  y.  est  un  nombre  premier  de  la  même  forme — B 7’.  l’exemple 
précédent  ferait  voir  i|ui>  ectte  limitation  serait  insullisante;  car 

loi  — .jflR  -e  733, 

en  faisant  n — — n et  B = 79,  733  est  un  nombre  premier  de  la  forme 
/»’  — B7'.  en  supposant  /y  = 38  et  7 = 3;  or  loi  n’est  pas  de  la  même 
forme  p‘  — B 7’. 
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Il  rt'sullc  <lr  tout  ci*  (|ue  nous  venons  de  dire  (|ue  dejiuis  l’ouvnijîe 
lie  AI.  ISiiehel,  qui  a paru  eu  jus(|u’si  préseiil,  ou  du  niuins  jusqu’au 
Mémoire  i|ue  je  donnai  l’année  passée,  sur  la  solution  dus  Problèmes  indé- 
terminés du  second  degré  ['  j,  la  tliéorie  de  ees  sortes  de  Prolilénies  n’avail 
pas,  à |iropreinent  parler,  été  pous.sée  au  delà  du  premier  degré. 

J'ai  l'ail  voir,  dans  le  .Mémoire  dont  je  viens  de  parler,  eomment  toutes 
les  équations  du  second  degré  à deux  indéterminées  peuvent  toujours  se 
réduire  à la  forme  très-simple 


XTlip’—  lil/’l 

ensuite  j’ai  donné  des  mélliodes  directes  et  générales  pour  trouver  toutes 
li's  solutions  possibles  tant  en  nombres  entiers  qn’en  nombres  fraction- 
naires de  ees  sortes  d'équations.  La  melbode  pour  le  cas  où  H est  un 
nombre  positif,  et  où  p et  q doivent  être  des  nombres  entiers,  laquelle 
fait  l’objet  du  ^ III,  est  à la  vérité  un  peu  longue  et  compliquée,  et  j’avoue 
même  i|n’elle  l’est  k un  point  (|ui  la  renii  dillieile  k suivre;  mais  je  crois 
que  cette  dillieullé  ne  doit  être  imputée  qii’k  la  nature  de  la  matière,  et 
au  grand  nombre  de  cas  auxquels  il  faut  avoir  égard  tpiand  on  veut  la 
traiter  d’une  manière  aussi  directe  et  aussi  rigoureu.se  que  nous  l’avons 
fait.  Cependant  j’ai  trouvé  moyen  depuis  de  simidilier  beaucoup  celle 
méthode  et  de  l’étendre  même  k des  équations  d’un  degré  quelrou(|Ue; 
c’est  ce  que  je  me  pnqiose  de  développer  dans  ce  Mémoire  avec  le  plus 
il’ordre  et  de  clarté  <|u’il  me  sera  possible. 

làtmme  la  tliéorie  des  fractions  continues  est  le  fondement  de  la  nou- 
velle méthode  que  je  vais  expliquer,  je  supposerai  ici  celte  théorie  telle 
qu<^  je  l'ai  donnée  dans  le  Ménmirc  sur  la  résolution  des  équations  numé- 
riques f"),  et  dans  les  Additions  k ce  .Mémoire  ("’j,  et  je  me  contenterai 
d’en  emprunter  tout  ce  dont  j’aurai  besoin,  en  renvoyant  pour  lesdénions- 
tralions  k ces  autres  écrits. 

»•)  tfr  t.  Il,  p.  I77. 

••)  OF.ttvrt's  (ir  I.  H.  p.  >'19. 

OA'mrr*'  tir  ^ t.  II.  p.  *>8i. 
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Lemme  I. 

1.  SY  a.  h,  c sont  des  nombres  quelconques  entiers  et  tels,  que  h et  c 
soient  premiers  entre  eux,  je  dis  qu'on  peut  toujours  tnmcer  deux  nombres 

entiers  y et  z tels  que 

^ a — by  — CS. 

Jf  su(i|)oserai  ici  pour  plus  (le  siinplieilé  (|ue  «,  bv\  c soient  positil's; 
si  rui)  d'eux  coiniiie  b était  lU-gatil',  on  pourrait  toujours  le  regarder 
eomiiie  positii',  et  il  n'v  aurait  (]u’à  prendre  ensuite  ,)'  négativement,  et 
ainsi  du  reste. 

Qu’on  divi.se  les  nuuilires  a -+-  cz  par  b,  en  faisant  sueeessiveinent 
: = O,  I,  2,  3,...  ju.si|ii’ii  b — I,  et  l'on  aura  b n>stes  dont  ehaeuu  sera 
dilfêrent  de  tous  les  autn^s;  car  si  deux  valeurs  de  comme  z'  et  z“, 
donnaient  le  même  reste,  il  faudrait  (|iie  la  dinV-renee  entre  les  deux  divi- 
dendes a cz'  et  a -4-  cz",  savoir  le  nombre  c{z" — z')  fût  divisible  exac- 
tement par  b,  ce  i|ui  ne  se  peut,  à cause  (jue  c est  premier  à b,  et  (|ue  z' 
et  z"  sont  tous  les  deux  moindres  (|ue  b.  Donc.  puisi|ue  les  b restes  dont 
il  s’agit  doivent  être  par  leur  nature  moindn's  (|ue  b et  dilTérents  les  uns 
des  autres,  il  est  clair  que  ces  restes  ne  peuvent  être  que  les  nombres  o. 
I,  2,  3,...,  b — i;  d’où  il  s’ensuit  (|u’il  y aura  nécessairement  une  va- 
leur de  : à laquelle  répondra  un  reste  nul,  c’est-à-dire  (|ui  sera  telle, 
que  a-^cz  .soit  divisible  par/.»:  donc,  nommant, v le  quotient  de  celte 
division,  on  aura  hy  = a -ycz  \ doue 

a — by—  cz. 

2.  (Yiroi.lxirë  I.  — Quand  on  aura  trouvé  deux  valeurs  correspon- 
dantes de  vet  z (|ui  satisferont  à l’(*quation 

a — hy  — cz, 

on  pourra  par  leur  moyen  en  trouver  une  inlinilé  d’autres:  car,  dési- 
gnant par  P et  q les  valeurs  trouvées,  en  sorte  que  l’on  ail 

a = bp  — cq, 

83. 
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fl  supposant  en  {’énéral 

on  aura 
li’oii 


« = At  — “ l'if 

l>{y  — p)—c{z  — q)  = o; 


Z — q h' 


et  (le  là,  à cause  <|ue  h et  c sont  premiers  entre  eux, 

V — P — me,  Z — q = mh, 
y — P + me,  z=q  + mh. 


et  par  eons('(iiienl 


m (■tant  un  nomlire  entier  (juelcumjue;  et  il  est  facile  de  voir  (jue  c((s 
expressions  renleruieront  nf-ressaireiiienl  toutes  les  valeurs  pussililes 
de  y et  z dans  ré(]ualion  proposée. 

3.  Ouiou-.viHF.  II.  — Or,  puisipie  l’on  peut  prendre  pour  m un  noinlue 
(|uelcom]ue  entier  positif  ou  négatif,  on  pourra  toujours  faire  en  sorte 
(|ue  la  valeur  de  _>•  .soit  égale  à un  nomlire  positif  ou  négatif,  moindre 

que  ou  (|ue  celle  de  z devienne  égale  à un  nondire  positif  ou  négatif, 

moindre  que  Donc,  quels  que  soient  les  nomlires  a,  h,  c,  pourvu  que  h 
et  c soient  premiers  entre  eux,  on  pourra  toujours  satisfaire  à r('>quation 

a = by  — cz, 

en  prenant  pour  v un  nomlire  entier  positif  ou  négatif,  moindre  (|tie 

ou  pour  z un  nuinhre  moindre  que  de  sorte  <|ue  pour  trouver  les  va- 
leurs convenables  de  et  s il  n’y  aura  <|u’h  essayer  successivement 
pour  J”  tous  les  nombres  entiers  moindres  (|ue  pris  positivement  ou 

iiégativeinent,  ou  pour  z tous  les  nombr(‘s  entiers  moindres  que  | pris 
aussi  positivement  ou  négativement;  et  ayant  trouve  de  cette  manière 
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•leux  valeurs  correspoiulantes  <le  y el  dt*  z,  on  pourra  ensuite,  par  les 
Idrinules  du  Corollaire  précédent,  trouver  toutes  les  autres  valeurs  pos- 
sibles. 

4.  CoHoLLxiRK  III.  — Soit  d le  plus  grand  eomnuin  diviseur  de  a et  c 
on  aura  d—\  si  a et  c sont  premiers  entre  eux),  en  .sorte  ijiie  a = a'd, 
c=.  c'd,  a'  et  c'  étant  premiers  entre  eux,  il  est  clair  <|u’.à  cause  de  h pre- 
mier à c (liypotlièse)  on  aura  néee.s.sairemenl,  ilans  l’équation 


a — bp  — cq, 

P divisible  par  d:  donc,  faisant  p = p'd,  on  aura  p ^ me  divisible  par  a, 
si  // -ê /ne' est  divisible  par  a';  mais,  par  un  raisonnement  semblable  à 
celui  du  Lemme,  on  peut  prouver  que  le  nombre /n  peut  toujours  être 
pris  tel  que  p'  4-  me'  soit  divisible  par  a\  donc  (Corollaire  1)  on  pourra 
toujours  trouver  une  valeur  de  y qui  soit  multiple  de  a;  .soit  doni- 


on  aura 
ou  bien 


»•  = ar, 
a = abr  — cz, 
a'  - a'  hr—  i/z; 


donc  c'  Z sera  divisible  par  et  comme  c'est  premier  à d,  il  l'audra  i|ue  ; 
.soit  aussi  multiple  de  a';  faisant  dune 

Z = a' s, 

et  divisant  toute  l’équation  par  a',  elle  deviendra 

1 = Ae  — c*/. 


.Vinsi  il  n’y  aura  qu’à  eherelier  les  valeurs  de  ret  de  s (|ui  peuvent  .satis- 
faire à cette  équation,  et  l’on  aura  en  général 

y = ra  -f  me,  z — sa'  -i-  mb. 


m étant  un  nombre  quelconque  entier. 
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Probllme  I. 

5.  filant  donnée  l'éi/nation 

( \)  A = B/"  + C/-‘«  + D/"-’«  -i-...-t  K«“. 

(/ne  nous  désignerons  par  (A),  dans  laquelle  on  suppose  que  A,  B,  C K 

soient  des  nombres  quelconques  eiftiers  donnés,  et  que  l,  u soient  deux  in- 
déterminées qui  puissent  être  exprimées  [tardes  nombres  entiers,  dont  l’un  u 
soit  premier  au  nombre  A,  on  propose  de  ramener  cette  équation  à une 
autre  de  la  même  espèce,  et  dans  laquelle  le  terme  tout  connu  soit  l'unité. 

Puisque  t,  u et  A soiil  des  iioiiilires  entiers,  et  que  u et  xV  sont  [)ie- 
niiers  entre  eux  (liy|iolhèseJ,  on  peut  toujours  trouver  par  le  Leiniue 
préecdeiit  deux  noinhres  entiers  5 et  y,  tels  <|ue  l’on  ait 


I = ui—  A r. 

Doue,  suitstituant  celte  valeur  de  / dans  l’équation  fA),  elle  deviendra 
eelle-ei 

A =:  au'  — r -h  yA'tr-\r^  — , . ,±  !|  A'y-*. 

en  su|q)osunt,  pour  abréger. 


a = B9"  + CS*“‘  -e  Dfl*-’  -I-  K, 

nB5”~'  -f-(n—  i)C0*“’  + (n  — 2)D5* 

y — ! B 9"'  ’ -t-  ' C 0" 

* O 


Qu’on  divise  inainlenaut  toute  cette  équation  par  A,  et  l’on  aura 
■ = ^ ^u’-’  y -r  yA 

d’où  l’on  voit  ([ue  la  quantité  doit  être  égale  à un  nombre  entier, 

puisque  tous  les  autres  termes  de  ré(|iialion  sont  des  nombres  entiers 
hypolbèse),  et  (|u’ainsi  il  l'aul  que  aré"  soit  divisible  par  A;  mais  u 
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«‘I  A soMi  |)rcmiiTS  entre  eux  : hypothèse},  tloiie  il  t'anilrii  que  a soit 
ilivisilile  pur  A;  doue,  faisuiil  pour  plus  de  siniplieilé 

^ = 1>,  -3  = 0,  /A  = R,  -3A‘  = S,...,  ±ÇA»-  = V. 

ou  iiurii  la  transformée  suivante,  (|ue  nou.s  désipuerons  par  (B;. 

(B)  I = P(("  + Qh"-' r + R«"”',r' -r-. . . -4- V >■*, 

et  i|ui  a,  eoinnie  on  voit,  la  eoiidition  demandée  par  le  Prnldèine. 

().  0>Koi.i.AiHK  I.  — Il  est  visible  (|ue  la  qnaïuilé  a n’est  autre  chose 
que  le  second  ineinhre  de  ré(|uation  proposi-e  (,\)  en  y lai.sant  r = 5 i‘t 
« = I . De  plus,  il  résulte  du  Corollaire  II  du  l.einme  précédent  (|ue  le 

iiomhre  5 peut  toujours  être  pris  moindre  que  ~ 

Donc,  pour  que  réqnation  (,\  i puisse  subsister  dans  les  hypothés«'s  du 
Problème,  il  faudra  (pi’en  faisant  «=i  on  puisse  trouver  une  valeur 

entière  de  t positive  ou  négative,  mais  moindre  (|ue  (abstraction  faite 

dn  signe  de  t et  de  A ),  laquelle  rende  le  second  membre  de  cette  équation 
divisible  par  le  premier  A.  On  es.sayera  done  pour  t tous  les  nombres  en- 
tiers positifs  on  négatifs,  moindres  <|iie  et  si  l’on  n’en  trouve  aucun 

qui  ait  la  condition  requisr',  on  en  conclura  sur-le-champ  qu’il  est  impos- 
sible (pie  dans  l’éipiatiun  ( A^  les  nombres  t et  u puissent  être  entiers  «‘I 
premiers  entre  eux.  et  au  nombi’e  .\.  Mais  .si  l’on  trouve  un  on  plusieurs 
nombres  qui  remplissent  la  condition  prescrite,  alors  on  pourra  prendre 
chacun  de  ces  nombres  pour  5,  et  l’on  aura  autant  de  diHérentes  trans- 
formées (B  I cpi’on  aura  de  valeurs  de  5. 

7.  (àmoLLAini:  II.  — Pour  faciliter  la  recherche  des  valeurs  de  5,  on 
peut  employer  la  méthode  des  dilférences  dont  nous  avons  déjà- fait  usage 
dans  le  Scolie  du  n"  13  du  Mémoire  sur  la  résolution  des  ét/uations  numé- 
riques. Kn  cil'et,  par  cette  méthode,  dès  (pi’on  aura  trouvé  les  valeurs  de 
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la  (|uanlil<-  a,  c’est-à-din!  d(* 

Rù'  + LS—'  -t-  DS"-’  4-. . .1-  K 

lorsquf  i = O,  i , a {n  — i,,  on  pourra,  par  la  seule  addiltuii,  trou- 

ver les  valeurs  de  la  même  quaiililé  pour  tuules  les  autres  valeurs  posi- 
tives de  S,  et  même  pour  les  valeurs  négatives  en  eontinuant  les  mêmes 
sériés  du  roté  opposé  (1"  du  numéro  cité,;  il  l'andra  seulement  observer 
i|Ue,'dans  ee  cas,  ehai|ue  ternte  d’une  série  sera  égal  à celui  tpii  le  pré- 
cédera dans  la  même  série,  moins  celui  (jui  se  trouvera  au-vlessiis  de  lui 
dans  la  série  supérieure,  Unnnaissanl  donc  ainsi  les  valeurs  de  a depuis 

5=0  jusipi'à  5 = ^ d’ùn  coté,  et  jus(|u’à  5 = de  l’autre,  il  n'y 

aura  plus  (|u'à  voir  ijitelles  sont  celles  qui  sont  divisibles  par  A.  ee  (|u’on 
pourra  reconnaitre  aisément  |)ar  les  tables  îles  diviseurs,  et  les  valeurs 
corn'spondantes  de  5 seront  les  nombres  elierebés. 

Mais  avant  de  se  mettre  à ralculer  les  valeurs  de  a,  il  sera  à propos  de 
simplilier  l’expression  de  celte  quantité  en  mettant,  ii  la  place  des  coef- 
licients  qui  se  trouveront  plus  grands  que  A,  les  restes  de  leur  division 
par  .\;  on  pourra  même  réduire  tous  les  eoenicienls  à n'étre  pas  plus 

grands  que  <‘i>  général,  il  est  clair  que  si  la  quantité  a est  divi- 

sible par  les  coellicients  II,  C,  U,,,,  ayant  des  valeurs  quelconques 
données,  elle  le  sera  aussi  après  avoir  reiranclié  de  ces  coellicienls  ou  y 
avoir  ajouté  des  multiples  i|Ueleonipies  de  A;  ainsi  l’on  pourra  mettre 
l(rt./;/A  à la  place  de  li,  Ld:/iA  à la  place  de  <i,  et  ainsi  des  autres, 
m.  II,...  étant  des  nombres  (|uelconqiies  entiers:  or,  (|uelle  que  soit  la 
valeur  de  H.  il  est  clair  qu’on  |ieul  toujours  ilélerminer  la  valeur  i*t  le 

signe  du  nombre  m.  en  sorte  que  H ±/nA  devienne  moindre  que  — ; 
il  en  est  de  même  de  (',  ± n.\,  et  ainsi  du  reste:  donc,  etc, 

S.  CoRoi.i.AiRE  III,  — Par  la  méthode  du  unméro  précédent  on  peut 
trouver  facileiTient  toutes  les  valeurs  de  5 (|ui  peuvent  rendre  la  quan- 
tité K divisible  par  car  tout  se  réduit  h trouver  celles  qui  sont  nioiii- 
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<ln*s  que  ~ En  eiret,  .stipiinsons  (|iie  or  soit  divisible  par  5 ayant  une 

valeur  queleunqiie  donnée,  il  est  elair  qu'en  mettant  5 ± m\  à la  plaee 
de  5 {m  étant  un  nombre  entier  t)ueleom|ue),  la  valeur  résultante  de  a 
sera  eneore  divisible  par  .V;  or  on  peut  prendre  le  sigtie  et  la  valeur  de  m 

tels,  <|tie  5 ±//iA  devientte  moindre  (|ue  et  il  est  faeile  de  voir  qtie 
eela  ne  peut  se  faire  que  d’tttte  seule  manière:  «lotte,  si  l’on  désigne  par  5’ 
eette  valeur  de  5 ± m \ (|ui  est  moindre  que  oti  aura,  ett  général, 

0—  6'  ± m A. 

De  là  il  est  faeile  de  eonelure  i|ue,  si  5',  5",  5",...  sont  les  valeitrs  de  5, 
tant  positives  i|iic  négatives,  mais  plus  petites  i|ue  le.s(|uelles  rendetit 

la  quantité  a divisible  par  A,  toutes  les  autres  valeurs  possibles  de  5 «pti 
pourrotit  faire  le  même  ell’et  serotit  renferntées  dans  ees  formules 

0'  ■+-  m A,  0"  -t-  « A,  6"  -*-  /<  V, . . . . 

m,  n,  p,...  étant  des  tioittbtvs  queleonques  entiers,  positifs  ou  m'-gatifs. 
Aiti.si,  utte  équatioti  i|iteleoti(|ue  de  la  forme 

.\r  = B5*-t-CS'-'-«-  l)8-'+  K 

étatit  dotimie,  oti  pourra  reeotmaitre  si  elle  «‘st  nisoluble  en  nombres 
entiers,  et  trouver  en  même  tetnps  toutes  les  valeurs  de  5 et  de  _v. 

9.  CoaoLLAtttK  IV.  — Lorsque  le  tiombre  .\  est  un  itombre  eoitiposé, 
alors,  au  lieu  de  prendre  ee  nombre  même  pour  diviseur,  il  .sera  plus 
eommode  de  pretidre  sueeessivement  ebaeuti  de  sr-s  faeteurs.  Lar  il  est 
elair  que  la  quantité  a ne  saurait  être  divisible  par  A,  à moins  (pi'elle  ne 
le  soit  aussi  pareliaeun  des  iliviseui’s  de  .A.  Soient  donc  «,  h,  c,...  ees  di- 
viseurs, on  essayera  d’abord  pour  5 tous  les  nombres  entiers  tant  positifs 

(|ue  négatifs  moindres  <|ue  et,  nommant  i relui  ou  eeiix  (s’il  y en  a 

plus  d’un) qui  rendront  a.  divisible  para,  toutes  les valeuiTi possibles  «b-  5 

II.  84 
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i|iii  pourront  romlri*  a (livisihlo  par  a seront  représentées  par 


/-f-e-a, 

î' étant  un  nombre  (lueleonque  entier  positif  ou  négatif.  On  substitutu'a 
ilone  /4-S'a  à la  place  de  0 dans  la  quantité  «,  et  divisant  par  a,  ordon- 
nant par  rapport  à 0',  on  aura  une  transformée  (|ue  nous  appellerons 
et  dans  laquelle  5'  sera  un  nombre  indéterminé. 

Ou  essayera  de  nouveau  pour  5'  tous  les  nombres  entiers  positifs  ou 

négatifs  moindres  que  et,  nommant  /'ceux  qui  rendront  a' divisible 
par  A>,  on  fera  ensuite 

v — f-t-rh, 

ce  qui  donnera,  apri-s  avoir  divisé  par  h,  une  nouvelle  transformée  a”, 
oit  0"  sera  un  nombre  indéterminé,  et  ainsi  de  suite.  De  cette  maiiii're, 
on  trouvera  aisément  toutes  les  valeurs  de  ô qui  pourront  rendre  a divi- 
sible para,  (lar />,  parc et  par  conséquent  para/w.... 

En  effet,  pui.sqiie  / ■+-  aO’  repré.sente  toutes  les  valeurs  de  0 «pii  peu- 
vent rendre  a divisible  par  a,  et  ipie  /' -t-  0"h  représente  toutes  celles 

de  5'  ipii  peuvent  reniire  a'  nu  ^ divisible  par  /«,  il  e.st  clair  «pie 

/ -i-  O/'  ality 

représenteront  toutes  les  valeurs  de  0 qui  pourront  l•endre  a divisible, 
pr«‘mièrem<‘ut  para,  et  Piisuit«'  par  h,  c'«*sl-à-<lire  «livisible  par  ahi  donc 
si  l’on  a,  par  exemple, 

\ — ah, 

li-s  valeurs  de  5 «pii  remiront  a «livisible  par  .V  s<‘roiit  expriuié«-s  en  ge- 
iii'i'ul  par 

t + af  A-  \ 0", 

0"  étant  un  nombre  «pielcoiique  enti«‘r. 

Par  là  on  pourra  trouver  toutes  les  valeurs  de  5 moimlres  «|ue  ^pour 
ll•squell«•s  a ser.i  divisible  par  A;  car  il  n’y  aura  pour  cela  «|u’à  délermi- 
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lier  le  nuiiil)re  5"  en  sorte  que 

/ at'  -4-  A 6" 

(levieiiiie  moindre  que  ee  (|ui  ne  pourra  se  taire  «|ue  d'une  seule  ma- 
nière pour  chaque  valeur  de  t -hat';  de  sorte  qu'il  ne  pourra  y avoir 
qu'autant  îles  valeurs  de  5 dont  nous  parlons  qu'il  v aura  de  dlUérentes 
valeurs  de  f -t-  «/'. 

10.  OiRoi.i.AiRu  V.  — Si  A est  un  nombre  premier,  il  ne  peut  y avoir 
au  plus  que  n diHérentes  valeurs  de  5 moindres  que  et  telles  que  a 
soit  divisible  par  et  si  A est  un  nombre  composé  dont  les  facteurs 
premiers  soient  au  nombre  de  r,  il  ne  pourra  y avoir  au  plus  que  de 
ces  valeurs  de  0. 

Car.  dans  le  premier  cas,  soit,  par  exem|)le,  n = A,  en  sorte  i|ue  l'ex- 
pression de  a soit 

D9-4^  E, 

B,  C.  D.  !•:  n'étant  point  divisibles  par  A,  et  supposons,  s'il  est  possible, 
qu'il  y ait  i|uatre  valeurs  de  5 i[ue  nous  désignerons  par  5,  6',  û",  5',  les- 
quelles soient  positives  ou  négatives,  mais  toutes  moindres  i|ue  et 
telles  que  st  soit  divisible  par  A:  on  aura  donc  ces  quatre  valeurs  de  a, 
savoir 

B5’  -t-C6’  -4-05  -«-E. 

B5"  -+-C6'’  -4^  06'  -4^  E, 

B0'*-+-C6*’-r  06"  ^E. 

B6'‘-4-t:6*’-4-  0£T-4  e, 

lesquelles  seront  chacune  divisibles  par  A;  donc  leurs  différences  le  se- 
ront aussi;  donc  les  trois  quantités 

B(5>-5'>)  -rC(6‘-6'>)  -4  0(5-6'), 

B(6>-  6">)  -4-C{6’-  6">)^  0(6-  6"), 

B ( 6>  - 5"*) -I- C ( 5’ - 6"'’) 0 (6  - 6-), 

seront  ebacune  divisibles  par  A;  mais  la  première  de  ces  quantités  est 

84. 
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divisiljlt'  par  5 — 5',  la  scronde  par  5 — 5",  cl  la  Iridsièine  par  5 — 5"; 
dmir,  puiM|tii‘  lt‘s  iioinhiTS 

0-6'.  0-0",  0-r 

soiil  moindres  i|ue  A (liypoihèse)  cT  (|ue  A est  iin  iiomliri'  prinnii'r,  il 
faudra  i|ue  les  qiianlilés  ilonl  il  s’agit  soient  divisibles  par  A,  alislrartioii 
faite  des  farteurs 

0-6'.  0-0”.  0-6'; 

doue,  rejetant  ces  faclenrs,  e’est-à-dire  en  les  faisant  disparaître  par  la 
division,  on  aura  les  (piantités 

56' 4-6'’) -eL(6  + 6')  et), 

B(6' 4- 66"  4- 6"’)  4-0(6  4 6")  4-1), 

H (0' 4-  06* 4- 6")  4- C{ 6 4- 6")  4- D. 

qui  devront  être  eliacune  divisibles  par  A.  Donc  les  dilférenees  de  ces 
qnanlités  le  seront  aussi;  mais  ces  diiréreiices  sont 

B ( 6 5'  4-  6'>  - 0 6"  - 6"’ ) 4-  0 ( 6'  - 6"  ), 

B(  60' 4- 6'’ -66" -6*’)  4- 0(0'-  6*), 

dont  la  première  est  divisible  par  5' — î",  et  la  seconde  par  5'— 5";  donc, 
par  la  même  raison  que  ci-dessus,  il  faudra  qu’elles  soient  encore  divi- 
sibles par  A,  après  avoir  été  divisées  par 

5' -6'  et  par  6' -6*; 

doue  on  aura  les  (juantités 

B(0  4-6'4-5”)4-0, 

B(5  4-0'4-6')4-0„ 

qui  seronl  donc  encore  divisibles  par  A.  Donc  leur  dill'érence  le  sera 
aussi;  mais  celle  dill'érence  est,  comme  on  voit,  B (5"—  O"),  qui  ne  peut 
être  divisible  par  A,  il  cause  que  B ne  l’est  pas.  et  que  le  nombre  0" — 5" 
ne  peut  l’éliv,  étant  nécessairement  plus  petit  ((ue  A.  Donc.  etc. 
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Il  est  visible  i|iie  celte  déinonslratioii  peut  s'élemire  au  cas  où  n aura 
une  valeur  (|ueleon(|ue,  et  qii’aiiisi  la  prupusilioii  est  générale. 

Dans  le  second  cas,  supposons  que  le  nondire  A soit  le  produit  de  deux 
nombres  premiers  a,  //;  il  ne  pourra  y avoir,  par  le  Corollaire  précédent, 

|)lus  de  valeurs  de  5 moindres  (pie  lesquelles  rendent  « divisible 
par  A,  qn’il  n’y  aura  de  dillérentcs  valeurs  de  t -i-  at‘-,  or,  a et  h étant 
des  nombres  premiers,  il  ne  pourra  y avoir  an  plus  (|in?  n valeurs  de  / et 
autant  de  donc,  combinant  ensemble  cbacunc  des  valeurs  ib>  t',  il  ne 
pourra  résulter  au  plus  que  nn  valeurs  dilFérentes  de  ! -t-  at'\  donc,  etc. 

On  prouvera  de  la  même  manière  ipie  les  valeurs  de  5 moindres  ipie 
ne  pourront  étre(|u’au  nombre  de  mm,  ou  de  n’,  lorsque  A sera  le  pro- 
duit de  trois  nomlm-s  premiers  a,  h,  c,  et  ainsi  de  suite. 

Lkmmb  II. 

1 1 . Si  l'on  a une  eqiuition  quelconque  déterminée  qui  ait  une  ou  /ilu- 
sieurs  ntrines  réelles,  on  peut  toujours,  [xtr  la  méthode  que  nous  avons 
donnée  dans  notre  Mémoire  sur  la  résolution  des  éipiations  nnmé- 
ri(]ues,  exprimer  ehacune  de  ses  racines  positives  par  une  fraetion  conti- 
nue, et  déduire  de  là  une  suite  de  fractions  convergentes  vers  la  même 
racine,  nmis  alternativement  plus  grandes  et  plus  petites  que  cette  racine  ; 
ensuite,  si  ion  insère  encore  entre  ces  fractions  principales  autant  de  frac- 
tions .Hecondaires  qu'il  est  /Hissihlr,  et  qu'on  range  dans  deux  classes  sépa- 
rées les  fractions  plus  grandes  et  les  fractions  plus  petites  que  la  racine 
cherchée,  on  aura  deux  séries  de  fractions  convergentes  vers  cette  même 
racine,  et  dont  l'une  commencera  par  j et  ne  sera  composée  que  de  frac- 
tions plus  petites  que  la  racine  dont  il  s'agit,  et  dont  l'autre  commencera 
par  ^ et  sera  composée  de  fractions  plus  grandes  que  Ut  mênu-  racine. 

Quant  aux  racines  négatives,  il  n'y  aura  qu'à  les  rendre  d'ahord  posi- 
tives en  changeant  dans  i équation  l'inconnue  x en  — .r. 

Soit  a une  des  racines  positives  de  l'équation  donnée,  on  trouvera  la 


H-O  METHODE  PODR  RÉSOUDRE  LES  PROBLÈMES 
fnirlioii  continue 


étant  (les  nombres  entiers  positifs;  or,  ees  nombres  étant 
ainsi  connus,  on  fera 

/,  = /.„  L,  = i, 

/,  X,  /,  “t- 1 , L,  — À], 

/j  — /,  "S"  A,  L, X, L,  “f*  Li, 

/.  = A./.  + /„  L,  = )^L,4  l„ 


et  l'on  aura  cette  suite  de  fractions  principales  convergentes  vers  a,  et 
alternativement  plus  petites  et  plus  praudes  que  a. 


(U) 


U I /,  I,  I,  l, 

-1  f“ï  y-*  T— 

■ O L,  L,  L,  L, 


que  nous  désignerons  par  (Cj. 

De  plus,  on  substituera  successivement,  dans  les  expressiotis  de  /,,  L,, 
/],  L,,...,  à la  place  des  nombres  X,,  À,,...,  tous  les  nombres  entiers 
positifs  moindres  que  ceux-ci;  et  faisant,  pour  abréger. 


/,  =x„ 

L,  =1, 

C 

L'.'‘=L„ 

/,’  = 2/,  -r  1, 

L*’ =2L, 

l’  =3A-^i. 

L?  ^3L, 

II 

ï 

II 

= + L‘,‘'  = L.-i-L„ 

l'/‘  = 2L,-4-L,. 
i‘=3t,  + t„  L‘,*  =3L,-r- L„ 


= X.  A -t-i /,  = /., 


lW=X.L,  + L.  = L,; 
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/;  = /.  -t-  A,  L^'  = L.  L„ 

'=a/, -♦  /„  i4"=3L-L„ 

/.■r:3/. +/..  l7'  = 3L, -*-L„ 

- X.  A z=  A.  I-'.'-'  = X.  !..  4- 1„  : 


ou  iiuni  l'i’s  (leux  sérios  île  fr:ictioiis  ronvrrginilos  vors  a. 


(1>J 

0 I • a 3 A 

iT  /.*“ 

l'  ù 

/.* 

1 ’ 1 ’ 1 ’ I ’ ’ L , ’ 

1-;’  1.;’ 

L. 

lT’ 

L'*’  L.’’ 

(R) 

1 /,"  /;•  /,■' 

/; 

/. 

/.)  ,0, 

tio’  1 0’ 

aa,  Sa,  la, 

’ U’  i.':-’ 

’ TT 

la,  la, 

L.’ 

L'."’  1..*  ’ L‘’’ 

dont  la  i>reniièri‘,  que  je  désijtnerai  par  (U  , est  composée  de  rractions 
croissantes  et  toutes  plus  peiiles  (|iie  «,  et  donl  la  seconde,  que  je  dési- 
{{nerai  par  (K),  esl  composée  de  Iraclions  décroissantes  el  toutes  plus 
gramles  que  a. 

12.  CoKOi.LAinii  1.  — Il  esl  facile  de  voir  que  les  numérateurs  el  les 
dénominateurs  des  fractions  de  chacune  des  trois  séries  (C),  (D^,  (H) 
vont  continuellement  en  augmentant. 


13.  C0R01.1.AIHK  11.  — Si  jf-) 
la  série  (C),  on  aura 


sont  deux  fractions  consécutives  de 


le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  l’exposaul  p esl  impair,  c’est-à- 
dire  où  la  fraction  est  plus  petite  que  a.  et  le  signe  inférieur  pour  le 
eas  opposé;  d'üü  il  s'ensuit  : 

1“  Que  chaque  fraction  ~ esl  déjà  réduite  à scs  moindres  termes;  car 

S 

autrement  il  faudrait  que  l'unité  fût  divisilde  par  la  pliisgrandecumniune 
mesure  de  If  et  L,; 
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a”  Qu’il  rst  iiii|)ussil)le  (lu’enlrc  les  ilfux  (ractioiis  r-i  i il  puisM- 

fi  fi-t-t 

IoiiiImt  iiiu;  aiilre  IracTion  ralionnclle  quelconque  ilonl  le  (iéimminaleur 

soit  iiioimire  que  car  soit,  s’il  esl  possible,  ^ celte  fraction,  et  il 
faiulra  que  l’on  ait,  nu 

L h I,  L-., 

i-I  ~ n ^ 

f P p-*-' 


loi'S(|U(>  ç,  est  pair,  ou 


^ ^ ^p-ei  

H L,  L_,  L.’ 

fi  p-rt  fi 


lorsque  i est  impair,  c’est-à-dire,  dans  le  premier  cas, 

/p  » - '-p  /'  < ('p  - L,  ',^0  < L - ’ 


ft  dans  le  second. 


''p*-'p»<r 


H 

>-,-1 


H 


ce  (|ui  ne  se  peut,  à cause  (jue  l^W  — Lph  dans  le  premier  cas,  et  L^/i  — H 
dans  le  second,  est  nécessairement  un  nombre  entier  positif,  et  (|ue  p 

*'p  • • 

est  toujours  une  fraction  (livpolhése): 

Que  comme  la  racilU’  a tombe  entre  les  deux  fractions  |^> 

S S-*-' 


r 


mais  plus  près  de  — que  de  toute  fraction,  comme  -jj,  qui  aura 
un  dénominateur  H moindre  que  Lf^,,  apprncbera  toujoui'S  moins  de  la 
racine  a que  la  fraction  et  même  moins  que  la  fraction  j£-  si  cette 

*'p-ei  *'P 

fraction  esl  du  même  côté  de  a que  la  fraction  jp  c’est-à-dire  si  l’une  et 
l’autre  sont  en  même  temps  plus  grandes  ou  plus  petites  (jue  a. 

l i.  (à>KoM..unE  111.  — Si  désignent  deux  fractions  consécutives 
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i|ucl('oii(|ucs  ilf  Ih  svric  (F)  - on  i E),  on  aura  on  jtùnrral.  par  les  formules 
(lu  Eruiine  priTédciit, 


/r-  / + 


-h(m  + i)I.p+,. 


IV\|iosau(  s élanl  toiijoiii's  impair  dans  la  s('‘rie  (D),  oii  les  fractions  sont 
moindres  (|ue  a,  et  toujours  pair  dans  la  s*Tie  'E),  où  elles  sont  |dus 
grandi's  (|ue  a. 

Ainsi  l’on  aura  dans  la  s('rie  II)} 


et  dans  la  S(Tie  { E ; 


/E-  Ee=., 
/E-  Ee=:  - I, 


d'oil  il  est  ais(^  de  conclure,  par  nu  raisoiiuement  semhlaidc  à cidui  du 
Eorollaire  précédent  : 

I"  Que  toutes  les  fractions,  tanl  de  la  série  (1)  que  de  la  s(‘rie  (E), 
seront  aussi  n'-duiles  à leurs  moindres  termes; 

a“  Qu'il  n’y  a aucune  fraction  rationnelle  (|ui,  ayant  un  dénominateur 


f 

moiudnM|ue  K,  puisse  tomber,  soit  entre  b-s  fractions  pi 

celles-ci  r’ 

r • fc 


, soit  entre 

'■(.-t-i 


Que,  comme  les  fractions 


tÎ—  sont  toujours  l’une  plus  p;raude 

S-*-' 


et  l’autre  plus  petite  (|uc  n,  et  (|ue  les  fractions 


/ £ 

e’  e 


sont  toutes  deux 


ou  plus  faraudes  ou  plus  petites  (|iie  a,  toute  fraction  rationnelle  qui 
aura  un  dénominateur  moindre  (|ue  K,  et  (|ui  tombera  du  même  ciité  de  a 

e f 

(|ue  les  fractions  p-i  sera  uéeessairement  moins  approchante  de  « 


(|ue  la  fraction  p ■ 
II. 


H5 


Digitized  by  Google 


«71  MÉTHODE  POLK  BÉSOIIDRE  LES  l'UOBLÉMES 

15.  SroLiE.  — Si  la  rai'ine  a est  iiieonimensiirable,  la  fraction  conti- 
nue ira  à riiilini,  et  par  conséquent  les  séries  (C).  U),  (E:  iront  aussi  à 
riiiliiii;  mais,  si  la  racine  a est  rationnelle,  alors  la  fraction  continue 
sera  terminée,  et  la  suite  des  fractions  priiici/viles  ;'Ej  le  wira  aussi,  de 
sorte  (|ue  la  dernière  de  ces  fractions  sera  égale  à la  valeur  même  de  la 

racine  a - or,  ce  cas  a lieu  lors(|ue  (|uelqu'uii  desdénominateui’S/.,,  /. 

devient  intini  (n“  21  du  Mcmoirr  sur  la  resoliilion  des  èqtuttious  numè- 
rii/ursj;  sup|tusons  donc  en  général  i|Ue  l’on  ait  trouvé  /.„=  x , eu  sorte 
que  le  dénominateur  précédent  soit  la  racine  exacte  de  la  transfor- 
mée d’où  il  dépend,  et  la  fraction  .sera  la  dernière  de  la  suite  des 

(rM-ùons prind/ia/es  (E),  de  sorte  que  cette  même  fraction  sera  égale  à la 
racine  a;  or,  il  est  facile  de  voir  (|ue,  si  [x — i est  un  nombre  impair,  la 

fraction  ÿ“~-  se  trouvera  dans  la  série  (DJ,  et  sera  par  conséquent  la 

dernÜTe  de  celte  série,  et  qu’à  cause  de  ).„  = x la  série  (E)  ira  néces- 
sairement à l’intini  ; vicr  versa,  si  p.  — » est  pair,  la  série  (EJ  se  terminera 

dans  la  fraction  y~''  série  (D)  ira  à l’inlini;  de  sorte  que  des  deux 

I 

séries  (t))  et  (E)  il  y en  aura  toujours  une  qui  ira  à rinlini  et  l’autre  qui 
se  terminera  dans  la  fraction  or,  on  peut  aussi  faire  en  sorte  iiue 

%-i 

celle-ci  aille  à l’infini;  pour  eela,  il  n’y  aura  qu’à  diminuer  le  nombre 
d’une  unité,  ensuite  faire  = i et  = x ; car  il  est  visible  que 


est  la  même  cliose  que 


t 


X 


par  ce  moyen,  la  fraction  continue  sera  augmentée  d’un  terme,  de  sorte 
que  la  dernière  des  fractions  principales  sera  Ainsi,  si  l’exposant  de 
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la  iUtu'iItc  fraclion  est  pair,  il  deviendra  impair,  et  vice  versa;  d’m'i  il 
suit  (|iie  parce  moyen  celle  des  deux  suites  (I))  et  (E)  (|ui  était  termi- 
née deviendra  néee.ssairement  infinie.  Il  semble  qu'il  pourrait  y avoir 
quelque  dinieiilté  dans  le  cas  où  serait  égal  à l’unité:  mais  dans  ce 
cas  il  arrivera  que  deux  termes  de  la  fraetion  continue  disparaitront  en 
même  temps,  de  sorte  ijuc  le  nombre  des  termes  eontimiera  à être  pair 
ou  impair,  comme  si  — i n’était  pas  nnl;  en  elfet,  si  l’on  considère 
la  fraction  continue 


I -f-  — » 

:c 


et  qu’on  suppose  (|iie  — i = o,  elle  deviendra 


de  sorte  qu’au  lieu  qu’il  y avait  quatre  dénominateurs  il  n’y  en  aura 
plus  que  deux.  .Vu  reste,  il  est  facile  de  se  convaincre  avec  un  |ieu  de 
rétiexion  que,  lursijuc  la  fraetion  continue  est  terminée,  le  dernier  déno- 
minateursera  toujours  dilfereiit  de  l’unité. 

De  là  nous  pouvons  conclure  que  les  deux  suites  de  tractions  (D  et 
K}  peuvent  toujours  être  supposées  aller  à l’infini,  de  sorte  que  tant  les 
numérateurs  que  les  dénominateurs  de  ees  fractions  formeront  des  suites 
de  nombres  cnmmen(,'anl  paru  ou  par  i , et  allant  en  augmentant  à l’inlini. 

PnoBLÈnK  II. 

1().  On  pn>/M)se  r/e  trmner  tons  1rs  nornhrrs  entiers  n et  y (jui  peuvent 
satisfaire  à / ée/uation 

( K)  l’«*  -I-  tju'-'r  ~i-  Ru"  . . -t-  V )■•=.- 1, 

ipte  nous  désignerons  jtar  (Fj,  et  dans  Utquetle  nous  sup/tosons  que  I*.  (J, 
R,...,  soient  des  nombres  entiers  donnés. 

K5. 
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Il  i.'sl  d’aliord  évident  que  l'équation  ne  !<aurait  subsistei'  dans  !’liy|io- 
lliése  que  « el,v  soient  enli4'rs,  si  les  nombres  donnés  P,  Q.  K,...  avaient 
nn  eomniun  diviseur  autre  que  riinité;  ear  alors,  le  premier  membre 
étant  tout  divisible  par  ee  eomniun  diviseur,  il  iaudrait  i|ue  le  seeond  le 
lïit  aussi,  ee  qui  ne  se  peut. 

Par  la  même  raison,  on  voit  aussi  que  les  nombres  u et  y iloivenl  être 
premiers  entre  eux;  autrement  tout  le  premier  membre  de  l'éi|uation 
serait  divisible  par  leur  plus  granile  eommune  mesure,  élevée  à la  puis* 
sanee  «,  et  par  eons<'‘<|uent  il  ne  saurait  être  éjçal  à l'unité. 

t>la  posé,  .Soient  doue  u et  y deux  nombres  entiers  premiers  entre 
eux  qui  satisras.sent  il  l'équation  (Fj;  divisant  cette  équation  par  v“  et 

faisant  a-  = on  aura  celle-ci 
>• 

• ( <: ) Px"  -1-  Oi—  -e  R ■ -f- . . . -t-  V ^ J- , 

y. 

(|ue  nous  désignerons  par  f(i ). 

Donc,  si  l'on  considère  en  général  l'éipiation  à deux  variables 

(H)  Px"-eQx"-'-e  Hx-  = + ...-t-V  = 3, 

que  nous  désignerons  par  (H)  et  qui  représente,  comme  on  voit,  une 
courbe  parabolique  dont  x est  l'abscisse  et  z l'ordonnée,  il  faudra  qu'en 

faisant  ^ ^ ut'  “il  = = c’est-à-dire  qu'a  l'absi’isse  y il  réponde  une 

ordonnée  égale  à -p-  Or,  si  cette  ordonnée  n'est  pas  un  minimum,  il  est 

visible  que  d'un  côté  ou  de  l'autre  la  courbe  ira  nécessairement  s'appro- 
chant de  l'axe  ju.s(|u'à  ce(|u'elli‘  |)arvicnne  à un  point  d'intiTsection  avec 
l'axe,  un  de  minimum;  .soit  donc  a l'abscisse  (pii  répondra  à ce  point,  et 
toutesdes  ordonnées  qui  répondront  à des  abscisses  comprises  entre  ces 

deux-ci  — et  a,  auront  nécessairement  des  valeurs  moindres  (lue  — et 
de  même  signe  (pie  c'est-à-dire  des  valeurs  <pii  tomberont  entre  o 
et  de  .sorte  (|ue,  lors(pie  z aura  une  valeur  plus  grande  ipie  ou 
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ilr  signt'  (liirémil,  (•'«•sl-h-dirc  une  Viilciir  t|«i  ne  lomln'  pas  fiitn- 
fl  O.  lin  Sfra  .sur  qui*  1'alisi'is.sf  rorrfspmiilaiilf  a’  ne  pourra  pas  toiiilifr 
filtre  — fl  a. 

X 

>laiiilfiiaiil,  roiiiiiif  la  siipposiliuii  ili-  a-  = a iloll  ri- poiiilrf  à : = ii  on 
à s é}?iil  à un  miniiiuini,  il  fsl  flair  ipif  a iif  pourra  flre  qii’uiif  des  ra- 
fiiifs  df  réqiiatiuii  s = o.  savoir 

l’a” yjr"  ' 4- Ua'*“' 4- . . . .*  \ O, 

ou  df  l'fqualiun  = o,  savoir 

« Pa-*^'  +{n  — 1 ) Qa^  ’ 4-  ( « — a ) R x” "•  4- . . . — o, 

df  sorif  qu’on  pourra  trouver  loiiles  les  valeurs  de  «. 

Je  suppose  iei  que  la  rarine  a suil  positive;  si  elle  était  nép;ativf,  ou 
foinmelicfrait  par  la  nuidre  positive  en  rlianpeant  les  signes  des  termes 
qui  reiiCernieraifUl  des  puissanres  impaires  de  .r;  et  pour  eela  il  n’y  au- 
rait qu’à  mettre,  dans  réipialiun  proposée  (F  , — « à la  plaee  de  «, 
e’est-à-dire  prendre  « avec  un  sip;nf  eontraire. 

On  pourra  donr  Iroiiver,  par  le  l.emine  préeédeiit,  deiixsiiiles  inlinies 
de  fraelions  telles  que  l)j  et  K)  qui  eonverpeill  versa,  et  qui  aient  les 

propriétés  que  nous  avons  expo.sees;  or,  je  dis  que  la  t'raelion  ^ sera 
néeessairi'meiit  une  de  ees  iliénies  fraelions. 

Je  vais  démontrer  d’aliord  que  la  fraiiioii  ^ doit  être  de  iiiéme  signe 
que  la  raeine  a.  ('.oinine  eelle  raeine  est  positive  Miypolliése  , .si  la  frae- 
lioii  ^ est  négative,  il  est  elair  que  la  fraelion  j approeliera  plus  de  la 

raeine  a que  ne  fera  la  fraetion  ~ ; doue,  piiisipie  ^ lomlie  entre  ~ et  a, 

si  dans  l’éipiatioii  II . on  fait  .r  ==  “t  il  faudra  (pie  la  valeur  eurrespon- 
daiite  de  z tombe  entre  et  o;  mais,  en  faisant  .i  = u,  ou  a s = V;  doue. 


ti78  MÉTHOllK  l'OÜK  KÉSOtBRE  LKS  l'ItOBLÈMKS 
|>uis(|uc  V est  un  iiombiT  niiliei'  (hypnihèst-,,  il  csl  iiii|)ii8sil)lc  qu’il 
|miss<-  tuinlinr  entre  o et  doue,  ele. 

Je  (leinonlrerui  niaintenant  (|ue  la  (Vaetimi  ^ doit  êlir  une  de  relies  de- 
là série  fl),  ou  K).  Cunuiie  la  fraetioii  peut  être  plus  petite  ou  plus 
grande  que  la  raeine  «,  supposons  d’abord  le  premier  cas,  en  sorte  que 
l'on  ait  ^ < a;  et  je  dis  (|ue  sera  néeessaireineni  une  des  fraetions  de 

la  sérié  Dj.  Pour  eela  nous  remarquerons  que.  eomnie  eette  série  va  ii 
l’inlini,  et  (|ue  les  dénominateurs  des  fractions  vont  en  augmentant,  il 
faudra  néeessairemeiU  (|ue  le  dénominateur  y eoineide  avee  quelqu’un 
des  dénominateurs  des  mêmes  fractions,  ou  bien  qu’il  tombe  entre  deux 

dénominateurs  coïKM'CUlifs.  Soient  ^ deux  fractions  consécutives  de 

la  sérié  (I);.  et  i|ue  le  nombre  tombe,  s’il  est  possible,  entre  les  deux 
nombres  I.  et  M;  substituant  dans  l’équation  fHj,  à la  place  <le  a-,  les 

fractions  pt  il  est  clair  que  la  première  de  ces  substitutions  donner.i 
' bypotbèsej  z = et  (|iie  la  seconde  ilonnera  z ~ où  l’on  aura 
l>/«-.  g/"  L - R/-  + 

de  sorte  que  « sera  uécessairemetit  un  nombre  entier.  Doue , à cause 

i|ue  vest  plus  grand  que  L.  la  quantité  p tombera  nécessairement  boi-s 

de  ees  limites  o.  — ; donc  aussi  i-  tombera  hors  des  limites  « et  — ; 

.)■  •-  .>■ 

donc,  |)uisque  p et  p sont  l'une  et  l’autre  moindres  i|ue  a ( bypo- 
ibèse,,  il  faudra  néees-sairemenl  que  ÿ tombe  entre  et  a.  Mais,  à 
cause  que  M est  plus  grand  i|ue  y,  la  frartion  ^ approchera  plus  de  « 
que  la  frartion  p f lij.  de  sorte  que  ^ tombera  nécessairement  entre  ~ 
et  a.  Donc  il  faudra  (|iie  p lomlw  entre  les  deux  fractions  -p  et  ce 
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<|iii  iif  St!  pctil  iiuim-rii  filt-j.  Doue  il  rst  impossibif  quf  le  nuiiibre  v 
puisse  tomber  entre  lii'ux  (lénoiniiKiteiirs  eoiisériilirs  L et  M;  il  lautini 
iloiie  que  ce  nombre  soit  égal  k (|nelt|u’un  des  mêmes  dénominateurs; 

soit  v=  ± L,  jt“  «lis  qu’on  aura  nécessairement  = — • Kn  ell'et,  nous 
avons  déjà  vu  qu'il  implique  contradiction  (|ue  la  ijuanlilé  p tombe 


hors  des  limites  o et  p;;  mais,  à catist*  t|ue  v.  est  un  nombre  entier,  il  est 


clair  que  p ne  saurait  jamais  tomber  entre  ces  mêmes  limites  tant  i|iie 
/ = ± L;  donc  il  faudra  nécessairement  qu'on  ait 


I 3. 

r*  17  ’ 

donc  la  valeur  de  : qui  répond  k a:  = ^ sera  égale  k celle  i|ui  répond 

k x=  -j-  dans  rét|uation  H);  donc  les  deux  valeurs  de  x seront  égales 
aussi:  donc 

" L 

y ~ I- 


Donc,  si  la  Iraction  p est  plus  petite  que  la  racine  a,  il  est  démontré 

qu’elle  ne  peut  être  qu’une  de  celles  de  la  série  (Dj.  On  démontrera  de 
la  même  manière  que,  lorsque  cette  Iractinn  sera  plus  grande  que  la 
racine  a,  elle  sera  nécessairement  une  de  celles  de  la  série  ! K;;  donc  la 

Iraction  p sera  nécessiiirement  une  de  celles  des  séries  (D),  (Ej,  k moins 

qu’elle  ne  soit  égale  k a,  ce  ipii  ne  peut  arriver  que  dans  le  cas  où  n est 
la  racine  de  l’équation 

rfi  =.  O ; 


car,  dans  le  cas  où  a est  racine  de  l'équation  i = o,  il  est  clair  (|ue 
si  pi=fl,  le  second  membrt-  de  l’équation  proposée  fFj  ileviemlrail 
nul,  au  lieu  qu’il  doit  être  égal  k l’unité. 


s 

(»(l  MÉTIIODK  POUH  RÉSOUDRE  UES  PRORUÉMES 
Diinr,  |mis*|irun  iluil  avoir  nécfssaiivmc'iit 

« I 

r ~ I-’ 

P i-laiil  (Itj  uuf  «Ifs  IVardulis  (k'.s  sérifS  {D,,  (Ej,  fl  (|Uf  laill  tt  cl  v 
(|iif  / fl  U sont  iirfinifrs  fiilrf  fiix,  il  s'fnsuil  qu’on  aura  fii  gi-ufral 

» — ±l.  r=±L. 

Ifs  aigiifs  ainiii^us  <lf  / ft  L ftaul  à voluiilf , pourvu  (|u’on  prfiiuf  à la 
fois  Ifs  (Ifux  HUpfrifiirs  ou  Ifs  deux  inlfrieui's. 

Or,  fomiuf  a doit  ftrf  um*  dfs  rariufs  df  l'fqiialiou 

ï =;  O. 

ou  iiiif  df  fflles  df  l’équatioii 

,U 

(|ui  rf|iundfnl  a un  mininium,  il  faudra  riierrlifr  loulfs  rfs  rariiifs.  dont 
fliaruiif  fournira  dfux  suilfs  jiilinifS  df  frarlions  tfllfs  quf  (l)j  fl  (E,. 
fl  l’on  aura  par  là  tous  U's  noinbrfs  entifrs  qui  pourront  ftrf  admis 
pour  //  fl  v;  df  sorif  qu’il  ne  ivslfra  plus  <|u’à  les  fssavfr  surffssivf- 
lUfiil  pour  Irouvfr  ffiix  tpii  peiivriil  satisfairo  fii  fITfl  à l’f(|uation  pro- 
poser Fj.  Si  l’on  trouve  des  lau-iiifs  négatives,  on  les  cliangera  d’aliord 
■■Il  positives,  en  fliangeaul  les  signes  des  termes  où  il  y aura  des  puis- 
saiiffs  impaires  de  a-;  ensuile  on  prendra  u avee  un  signe  eonlraire. 

17.  (à>Koi.i.xiRt:  I.  — Lorsque  n est  une  des  raeines  de  l’éipialion 

Z — U, 

on  peut  trouver  les  valeurs  de  u et  de  v par  la  nieine  opération  qui  sert 
à trouver  la  fraelion  eonlinue  ipii  exprime  la  raeine  a.  En  elfel,  nous 
avons  vu  ipie,  pour  trouver  eetle  fraction,  il  faut  (l’abord  rbereher  le 
nombre  entier  po.sitif qui  est  immédiatement  moindre  que  la  raeine  a. 
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i|iK'  nous  s)i|i|)iis<iiis  posilivc;  eiisujl*'  un  l;iit 


T, 


(>B1 


•'I,  sRhslitinint  rottc  viili-iir  (hins  r('xpri's.sion  do  z,  on  :i.  uprès  ovoir  imil- 
liplit*  tout  para^  cl  ordonne  les  termes,  une  nouvelle  éi|iialinn  en  x,, 
que  rions  désignerons  par 

2i  — O, 

en  sorte  i|ue  soit  égal  au  premier  tnenilire  de  celle  é(|iialiun;  on  elier- 
eliera  dune  de  nouveau  le  nondire  entier  positif  qui  sera  immédiatement 
moindre  (|ue  la  raeine  de  ré(|iialion 


îi  = O, 


et,  nommant  ee  noinlire  on  fera 


X, 


ee  qui,  étant  substitué  dans  donnera,  après  la  ninilipliealion  par  jt\, 
une  troisième  équation 

Î!  = O, 


dont  X,  sera  riiieonnue,  et  sur  la(|iielle  ou  opérera  eomme  sur  les  pre- 
eédenles,  et  ainsi  de  suite.  Tel  est  le  procédé  néres.saire  pour  réduire  la 
racine  a en  fraction  continue;  or,  considérons  en  général  une  quel- 
con<|ue  des  écpiations  transformées 


«I  — - It*  Zi  Oy  • • ■ t 


dont  le  i|uantième  soit  o,  en  sorte  que  cette  équation  .soit  z^,  ^ o,  et  que 
rinconnue  de  celte  é(|ualion  soit  il  est  facile  de  voir,  par  ce  que 
nous  avons  démontré  dans  les  Additions  au  Mémoire  sur  la  résolution  des 
équations  numériques  11'”  .31  et  68),  que,  pour  avoir  l’expression  de  Zp, 
il  iTy  aura  qn'â  mettre,  dans  l'expression  de  z, 


II. 


86 
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à lii  |)lü(‘(‘  (II!  X,  cl  r»irc  (lisparaitrcjcs  (Iciiüiliiiialciii'S  en  niiiltipliaiit 
tous  les  termes  par  'L5X0  •- L, or  si  l’on  nomme  'Ç  le  premier 
membre  de  ré(|nation  proposée  (T^,  il  est  visible  que  la  valeur  de  ne 
sera  autre  ebose  «pie  l'expression  de  Z,  en  ) mellani  à la 

place  de  u.  et  l.a_,  il  la  place  de  v:  d’ailleurs  on  voit,  jiar  les 

formules  du  Lemme,  qu’en  faisant  sueees.sivement 


3 K 


la  i|uantité  /j-,  devient 


r‘.  t“ /' 

e*  ’a*  


= / 


et  que  la  (|uanlité  L,.rp  -t-  L/,-,  devient  pareillement 


I.:.  1;;.  I.:,.. 

fi  fi  fi 


l'a  r I» 

r ^ -=  I 

” s ' 


d’où,  et  de  ce  qui  a été  démontré  plus  liant  Probli-ine  précedentj,  je 
eonelus  (|uc,  pour  trouver  les  valeurs  entières  de  « et  de  _v  qui  peuvent 
satisfaire  à l'équation  (Fj,  e’est-ii-dire  »=  1,  en  tant  (|ue  ces  valeurs 
dépendent  de  la  racine  a de  l’équation  ; = o.  il  n’_v  aura  qu’à  faire  suc- 
cessivement. dans  chaque  équation  transformée,  telle  que  = o.  l’in- 
connue a-p  = I,  a,  !f,...  jusqu’à  étant  le  nombre  entier  i|ui 

est  immédiatement  moindre  que  la  vraie  racine  de  cette  équation et  si 
l’équation  1 est  résoluble,  il  faudra  que  (|uel(|u’uue  de  ces  supposi- 
tions donne  îp  = 1 lorsque  l’exposant  n de  la  fonction  ^ est  pair,  et 
3p  = I ou  — I lois<|ue  II  est  impair. 

Soient  eu  {ténéral,  pour  abrégiu'. 


en  donnant  à .Cp  la  valeur  <|ui  rend  = 1 (|uand  11  est  pair,  et  ip  = ± 1 
i|uand  n est  impair;  et  l’on  aura 


où  il  faut  remarquer,  par  rapport  aux  signes,  que  si  n e.st  pair,  un  peut 
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prciuln-  iiiilillV‘iTi)iin<'Mt  les  su|u';riciits  «u  les  iiilÏTicurs;  m:iis  si  n »*sl 
inipiiii',  iiloi-s  il  l'aiil  les  pn'iiilrc  cohimc  dans  l'<'‘<|ualioii 

18.  0)itoi.i.AiRK  11^ — Si  l'<'i|uatii)ii 

3 = Il 

a loiilo.sst's  racines  réelles,  je  dis  : i“  que  les  racines  u ne  pnnrronl  être 
que  les  racines  inênies  de  cette  équation;  a”  que  les  iniinlires  / et  L seront 
nécessairement  les  termes  de  quelqu'une  des  fractions  principales  ^C) 
convergentes  vers  a,  et  jamais  des  Iraclions  secondaires. 

Car  un  ne  doit  prendre  pour  a que  les  racines  de  ré(|uatiuii 

2—0 

ou  celles  de  l'équation 

dz 

qui  répondent  à des  minimums  (Problème  précédent);  or  je  vais  prouver 
que.  lorsque  ré<|uation 

3 0 


a toutes  ses  racines  réelles,  il  est  impossible  que  s devienne  un  mini- 
mum; en  ell'el.  pour  que  z devienne  un  minimum,  il  faut  qu'on  ait 

dz 

d^z 

et  que  la  valeur  de  soit  de  même  signe  (|ue  celle  de  z . c'est-à-dire 

I d'z  . . , . . 

que  - soit  une  (|uantite  positive. 

Or,  nommant  a,  jS,  y....  les  racines  de  réqualioii 


on  aura,  comme  un  sait. 


3—0. 


z — V{x  — a)\.x  — 


86. 
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|ircii!inl  Ifs  l<i}'antliiiics  pt  diirprciUirinl,  un  aura 

I </z  I I I 

Z ilx  ~ X - X X — -r  — ■/ 


ilillcrt-iiliiiiit  iinr  spi'oikIp  l'ois  et  cliangranl  lus  sigju's,  il  virmlra 

I i!z‘  I i/'î  _ I I ^ 1 

J'  dx‘~  Z dx‘  ~ (j-  — a)’  ■*' 

ilz  . 

Donc-,  s'il  y avait  un  niinininin,  il  faudrait  (|ut'  ^ fût  égal  ii  o,  p| 

I d‘Z 

- > O,  et  par  coiistnincnt  t|ue  la  pmiiirr  imMnbrc  di'  r('i|ualion  jire- 

rcdcnlp  devint  négatif,  ce  i|ili  ne  se  peut  tant  tpie  *,  fi,  y....  sont  de> 
ipiantilés  réelles;  doue,  ete. 

Or,  puisque  l’équalion 

s =_  O 


a toutes  ses  raeines  réelles,  il  est  elair  que  eliaeune  des  équations  trans- 
formées, eoinme  i^  = o,  aura  aussi  toutes  ses  raeines  réelles:  ear,  ii 
eaiise  de 


X 


I X -I  / 

P P p~ 


17 ).  on  aura  xy,  e’est-ii-dire  rineonnue  de  réqnatiuii 


égali-  à 


dotie  la  ipiantilé  z^ 
réqnalion 


ne  pourra  jamais  devenir  un  ininiimiin;  doue,  si 


n'aspi'une  seule  raeine  positive  égale  à />,  et  qu'on  fas.se.  sueeessivenient 
Xf,  O,  I , a....  jusqu'il  étant  le  nondtre  entier  (|ui  est  imnie- 

dialement  moindre  (|ue /)},  il  est  elair  ipie  la  valeur  de  z^  doit  on  aller  en 
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iliininuiitil,  un  bien  aupTicnler  (rabord  cl  diminuer  ensuite:  d’oii  il  s'en- 
suit que  la  plus  petite  valeur  de  î,  répondra  m-eessairemenl  ou  à jr»  = <» 
ou  à (Tj  = si  r(>quation 

— O 

a plusieurs  racines  positives/»,  r/,  r il  l'audra  prendre  sueeessiveineiil 

pour  les  iiuiidires  entiers  (|ui  sont  immédiatement  nioindn's  (|ue  elia- 
eune  de  ecs  racines  (n"  19,  Mèmoirr  sur  la  résolution  des  équations  numé- 
riques), et  l’on  en  eoneltira  de  même  (|tu;  la  plus  petite  valeur  de  sera 
néeessairemeut  une  de  celles  (|ui  répondent  à 

= o ou  -e. 

P |6  _ô  -H 

or,  la  valeur  de  z^  étant  toujours  ('('ale  à un  nombre  entier  lorsque  .r,  est 
un  nombre  entier,  il  (*sl  (dair  (|u’elle  ne  pourra  devenir  éjçale  à ± i.  à 
moins  (|u'elle  ne  devienne  la  plus  petite  pos.sible;  donc  on  aura  néees- 
sairenient  dans  ee  cas  = o ou  x^  = ce  i|ui  donnera  ou 

/ = I.  = 

ou 

^ ~ \-*-i  ^ “*  -n  ’ 

de  sorte  que  les  nombres  / et  L ne  pourront  être  i|ue  des  terme;'  des  sé-- 
ries  /j,  et  L,,  bj,  L,,...;  donc,  etc,  (1 1). 

.Maintenant,  si  l’on  suppose  en  général 


il  est  facile  de  voir,  parce  que  nous  avons  dit  dans  le  Corollaire  précé- 
dent, que  l’on  aura 

I’, = p/;‘+  qÇ‘  t,  H/;  ■ l;  + zi,,, 

de  sorte  que  la  valeur  du  coellicient  sera  (*gale  à ce  i|ue  devient  la 
(juantité  ï,  en  y mettant  /p  à la  place  de  «,  et  à la  place  de  v. 

De  là  il  est  aisé  de  conclure  que,  pour  résoudre  l’équation 
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dans  !<■  cnis  du  présent  Corollaire,  il  n’y  aura  (|u’à  l'aire  attention  au  eoet'- 

lirient  du  premier  terme  de  ehaque  éi|untion  transformée 


î,  mu, 


et  si  la  proposée  Ç = i est  résoluble,  on  trouvera  néeessairement,  dans 
«lueliprune  de  ees  équations  transformées  eomine  Zp  — o,  le  premier 
eoellieient  - i (piaud  n est  pair,  ou  ==±1  quand  n est  impair;  alors 
on  aura 

« = ± >•  — ± I-,, 

P P 

les  signes  ainliigus  étant  à volonté  lors(|ue  n est  pair;  mais  ils  doivent 
répondre  à eeux  de  l'équation 

P,m±., 

lorsque  n est  impair,  eomme  dans  le  Oirollaire  préeédent. 

19.  CoiioLLAiiiK  III.  — .\u  reste,  (pielles  tpie  soient  les  racines  de 
l'équation  z ~ o,  je  dis  «|u'on  parviendra  toujours  néeessairement  à une 
tninsformée  telle  qu<^  Zp  = a,  dans  laipielle  la  (juantité  n’aura  aucun 
minimum  du  enté  des  ,r^  positives,  et  que  la  même  elin.se  aura  lieu  pour 
toutes  les  transformées  .suivantes 


de  sorte  que.  quand  on  sera  arrivé  à une  telle  transformée,  alors  on  sera 
dans  le  cas  du  Corollaire  préeédent,  et  la  résolubilité  de  l’équation 

C = ' 

ne  dépendra  plus  que  du  eoellieient  ilii  premier  terme  de  chaque  trans- 
formée. 

Pour  pouvoir  démontrer  cette  proposition,  il  faut  commencer  par  dé- 
montrer celle-ci,  savoir,  que  lorsque,  dans  une  équation  i|uelcon(|ue, 
comme  z ~ o.  il  y a des  racines  réelles 

a,  p,  y,... 
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et  d(*s  racines  imaj;inairi‘s 

fi  -H  V v'  — ( 1 fi  — V V — ' ' ra  -c  ï ^ — I , m — ï V — ' 

et  ((lie  ecs  dernières  sont  telles.  (|iie  les  (|iianlités  a,  rs,...  sont  ii(';j;ativ<‘s. 
(•I  (|iie 



la  quantité  z ne  peut  jamais  devenir  un  minimum  du  e(>t(‘  des  j-  posi- 
tives. 

t^ar  on  aura  d'ahord,  comme  dans  le  n"  18. 

I f/s’  I f/’j  I I I . 

7’  77  ~ 7 ,t,,  - ix-ïi'  (7  -Jf 

+ * -h  ' ' ' 4- 

(>  — 11  — .y/— I (r  — utvy  l)’  (j— O— cji  l)'  (j'  - + I )’ 

OU  liieii,  en  réunissant  deux  à deux  les  termes  imaftinaires, 

I il  Z'  I tl' Z I I I 

Z’  dx'  Z dx'  ~~  {X  — xÿ  ^ {X  — p)'‘  [X  — yy  ' 

, ^ (j  — y)’— y' ^ (ar— 

(a’ — afia -i- fi’-e  v'P  (x- — ibijt -i- bi’ 

Or  il  est  clair  que  si  ix,  s,...  sont  iiegatil's  et  tels  que  ;/’  >•  v’,  iz''  > 7* 

les  quantités 

( X — U J'  — vS  (x  — ro  ]'  — T‘, . . . 

seront  toujours  positives  tant  i|ue  x sera  positif;  doue  le  second  memlire 
de  l'équation  précédente  sera  aussi  tout  positif;  par  eoiisé(|urnt  il  sera 
impossilde  que  z devienne  un  minimum  numéro  cité). 

Delà  posé,  considérons  ré(|uation  primitive  ; = o,  "et  supposons  i|ue 

cette  équation  ait  des  racines  réelles  a,  j5,  y et  des  racines  imaginaires 

repre.sentées  par  les  <|uantit('s 

fl  -i-  V V — I > fl  — V I,  la-ray  — I,  bt— i,...; 
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/ .r  ^ _ 

(lii'iin  mette,  (Ihiis  ,^-r — f—  ' “ l**  |)laee  de  a-,  et,  iiiultipliani  ensuite 

par  1,5X5  l,^_,  élevé  à la  puissanee  n,  on  aura  l’expression  de  (17  j; 

d'oii  il  est  aisé  de  voir  que  eliaque  laeteur  simple  et  réel  de  z,  eomme 
■r  — a,  donnera  dans  z^,  un  facteur  aussi  réel,  tel  que 

f — aL,  . X — / — *L  , 

\ ù p,  P p— 1 p-i 

et  que  eliaipie  facteur  donhle  à racines  imaginaires,  tel  ipie  fx — aj’-f- v’, 
donnera,  dans  z^,  le  facteur  douhie 

r ' 'f  - > J ^ P 'f  - . - '-P  - . ] ’ f '-5  - 1 1‘- 

lei|uel,  en  faisant,  pour  abréger, 

\ « 1,  V'  I,- , 

P ' p/  P 

“ -Cfi- '-p 

c = - O L^_,  1' EJ 

se  réduit  à cette  forme 

\x!  + ïltx  t-  0. 
p P 

Or  ce  facteur  donne  ces  deux  racines 

— Ve  _h_^b_vï; 

V ’ \ ‘ 

où  je  remarque  : 

1“  Que  ,\  est  toujours  nécessairement  positif: 

0iB‘  B >'era  positif  lorsque  les  deux  quantités 

/.—  al,,  cl  — ul,,_, 

p p p— I . p — I 

/.  , L 

siM-ont  de  même  signe.  i''est-.i-dire  lorsque  li-s  Iractions  et  j-''  seront 

*'p~'  *'p 

toutes  deux  plus  petites  ou  plus  grandes  (|uc  ;j.;  or,  comme  les  fractions 
îr:,!  , convergent  constamment  vers  la  racine  n.  en  sorte  i|ue  la 

différeliee  devient  continuellement  |>lus  petite,  il  est  clair  que  lursipie  la 
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ilitïï'reiice  entre  — - et  « sera  devenue  plus  petite  que  relie  entre  ui  et  «, 

S-' 

alors  toutes  les  (|uaiitités 

L ■ — O L,  , , /,  — U I.,, . . . 

f-i  . f-i’  f . f.’ 

seront  néressaireinent  de  inéine  Sicile,  et  par  ronséquenl  la  (piatitilé  H 
sera  toujours  positive;  or  la  dill'érenre  entre  la  l'rartion  -r—  et  « est 

S-' 

moindre  (|ue  f-î  donr  la  rondition  dont  il  s'afjil  aura  sûrement  lieu 

S-'  S 

lors(|ue  la  quantité 


sera  moindre  que  la  dilFérenre entre  a et  ;ji.  Il  ne  pourrait  y avoir  de  dif- 
firiillé  ([ue  lorsque  a — fx;  car  dans  ee  ras  les  quantités 


et 

seront  toujours  néeessaireinent  de  signes  diHérenls;  mais  alors  on  eonsi 
dén’ra  (|u’on  a 


de  sorte  que,  eomme  la  différence  entre  — - et  a,  de  même  qu’entre 

et  a,  va  eontinuelleinent  en  diminuant,  il  arrivera  nécessairement 

que  le  produit  de  ees  deux  dilférenees  deviendra  moindre  que  v“,  et  alors 
il  le  sera  toujours  de  plus  en  plus:  de  sorte  que  la  quantité  B se  trouvera 
aussi  positive:  c’est  ee  i|ui  arrivera  sûrement  lorsque  la  quantité 


sera  moindre  que  v’.  De  plus,  il  est  facile  de  voir  que  la  quantité  B, 
quand  elle  sera  devenue  une  fois  positive,  ira  nécessairement  en  aug- 


II. 
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iiiftiliiMl  parce  que  les  iiomhiTs 


'p-‘'  ‘f ''p-i' 


aujtmenteni  cunlinuellement. 

Jeremarque  que  la  i|uantité  B’  — AC  est  é{?ale  à y*:  car,  en  sul)- 
sliluant  les  valeurs  de  A,  B,  C et  effaçant  ce  qui  se  détruit,  on  trouve 
d’abord 

AC-B'  = y(/,L,_.-/^_,L^)'; 

. . K 

mais,  par  la  nature  des  fractions /)rm«/ya/es  y — > on  a (13) 

'-p-i  S 


donc  AC  — B'  = y’,  et  par  conséquent 


v B>-  AC  = y v'-i . 


de  sorte  que  les  deux  racines  trouvées  ci-dessus  seront  imaginaires  et 
exprimées  par 


£ 

A 


B 

A 


V 


Or,  piiisi|ue  y est  constantet  que  B doit  aller  en  augmentant,  il  est  visible 
(|u’il  arrivera  nécessairement  que  B’  surpassera  y*,  et  alors  ces  deux  ra- 
cines imaginaires  auront  les  conditions  énoncées  plus  haut;  de  sorte 
que,  quand  toutes  les  racines  imaginaires  d'une  équation  transformée, 
comme  Sp  = o,  seront  dans  le  même  cas,  alors  îp  ne  pourra  plus  devenir 
un  minimum,  ainsi  que  donc,  etc. 

20.  CoRULLAiHE  IV.  — Nous  avoiis  suppcKse,  dans  les  Corollaires  pré- 
cédents, que  la  racine  a était  une  des  racines  de  l'équation 
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ronsiiItTons  maiiili‘iiuitt  le  cas  où  elle  en  sera  une  lie  celles  <!<•  l’équalion 


dz  _ 

dx 


Pour  (|ue  ce  cas  ail  lieu,  il  faut  que  celle  racine  réponde  à z égal  à un 
luininium;  c’est  île  quoi  l’on  pourra  s’assurer  aisément  en  examinant  si 

x = a rend  z et  de  même  signe;  si  était  nul  en  même  temps 

faillirait,  comme  on  sait,  que  le  fût  aussi,  et  la  con- 
d>2 

dilion  du  minimum  serait  que  z et  fussent  de  même  signe,  et  ainsi 
de  suite. 

Supposons  donc  i|u’on  ait  trouvé  que  la  racine  a de  l’équation 


fh 

tix 


r=  U 


rend  z égal  à un  minimum,  et  soit  celte  valeur  de  z égale  à Z;  je  dis 
qu’on  ne  pourra  jamais  prendre  dans  l’équation  (F)  le  nomlire  v plus 

grand  que  car  nous  avons  vu  (16)  qu’il  faut  qu’en  faisant  3--=—  on 
vZ  y 

ail  z = Or  je  vais  prouver  que  ne  pourra  jamais  être  plus  petit 

que  Z.  En  effet,  supposons  i|u’il  existe  une  valeur  de  u et  de  v telle,  que 

X = -^  rende  z = et,  comme  x = a rend  s égal  à un  minimum , la 

valeur  île  a ne  fera  que  diminuer  depuis  ^ ^ jusqu'à  x — a (nuinéro 


cite);  mais  un  a,  lorsque  x—a,  z=-Z\  donc  il  faut  que  suit  plus 

grand  que  Z,  ou  au  moins  ne  soit  pas  moindre  que  Z;  donc  un  ne  saurait 

avoir  -^<Z  ou  et  de  là  y > 7^.*  abstraction  faite  des  signes 

I '■  ■'  V Z 

de  Z et  de  y. 

Donc,  puisqu’on  ne  peut  prendre  pour  les  nombres  u et  que  les  nu- 
mérateurs et  les  dénominaleimi  des  fractions  des  séries  (D)  ou  (E)  con- 

87. 
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(i!»2 

vcr}{t“ntes  vers  la  racine  a (numéro  cilé),  il  sullira  d'essayer  dans  l’équa- 
lion  (F),  pour  « et  y,  les  termes  des  fractions  dont  les  dénominateurs  ne 

surpasseront  pas  le  nombre  de  sorte  que  dans  ce  cas  le  nombre  des 
v'Z 

essais  à faire  sera  toujours  limité,  au  lieu  qu'il  peut  être  infini  ilans  le  cas 
où  a est  une  racine  de  l'équation 

Z = O, 

comme  nous  l'avons  vu  plus  haut. 

De  là  on  voit  aussi  que  les  racines  de  l'é(|ualion 

ih 

ne  peuvent  jamais  fournir  (|u'un  nombre  de  soluticuis  limité;  taudis  que 
les  racines  de  l'équation 

Z —,  O 

peuvimt  en  fournir  une  infinité. 

Or.  lorsque  l'équation 

Z O 

n'a  que  des  racines  imaginaires,  l'équation 

ils 

dï 

aura  nécessairement  des  racines  répondantes  à des  minimums,  et  l'on  ne 
pourra  prendre  pour  a que  ces  mêmes  racines;  donc,  dans  ce  cas,  l’équa- 
tion (Fj  ne  poiiiTa  jamais  avoir  qu'un  nombre  limité  de  solutions. 

•21 . Sroi.iK.  — Si  la  quantité  : avait  un  diviseur  rationnel  tel  que 

pjc“-^qx“  'S 

et  i|ue  le  (|Uolieilt  fût 

s-  4-. . . , 

/),</,  r,...  et  w,  f , ù,...  étant  des  nombres  entiers,  alors  il  est  clair  (|ue 
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le  premier  memlire  de  l'équation  (F)  se  déeom|)OM‘rait  aussi  en  ei-s  <leux 
l’aeleiirs 

P ir  -t- 1/1^  -'r  -H  ruT  ')•' 
inH” -■  -t-  J-' 

de  sorte  que.  eomme  eliaeiin  de  ecs  facteurs  est  égal  il  un  nonilire  enlier 
et  que  leur  produit  doit  être  égal  à l’unité,  il  faudra  que  chacun  d’enx  en 
particulier  soit  égal  à ±i;  ainsi  l’on  aura  deux  éipialions  par  lesipielles 
on  pourra  déterminer  les  deux  inconnues  u et  v:  et,  si  les  valeurs  de 
ces  inconnues  se  trouvent  égales  k des  nombres  entiers,  on  aura  la  sidu- 
tion  de  l’équation  proposée:  sinon  il  en  faudra  conclure  que  cette  équa- 
tion n’est  pas  résoluble  en  nombres  entiers. 

Donc,  lorsque,  parmi  les  racines  de  l’équation 

Z = O, 

il  s’en  trouvera  une  qui  donnera  une  fraction  continue  tinie  un  pério- 
dique, on  pourra  trouver  les  nombres  u et  v sans  aucun  tâtonnemeiil; 
car  ilans  le  premier  cas  l’équation  aura  un  diviseur  d’une  ilimension,  et 
dans  le  second  cas  elle  en  aura  un  de  deux  dimensions  (iioyez  le  § Il  des 
Additions  au  Mémoire  sur  Ut  résolution  des  équations  numériques). 

Ph()BI,KME  III. 

ttésoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

A — B/“  -t-  Cr~'«  -t  . . -e  Kl/*, 

.\,  U,  C,...  étant  des  nombres  entiers  donnés,  et  t.  u étant  deux  indéter- 
minées qui  doivent  être  aussi  des  nombres  entiers. 

Il  est  d’abord  évident  i|ue,  si  les  nombres  B,  C K avaient  un  divi- 

seur commun  à tous,  ce  diviseur  devrait  l’étre  aussi  du  nombre  A,  pour 
que  les  nombres  t et  u pussent  être  entiers,  et  alors  il  s’en  irait  de  lui- 
méme  par  la  division  actuelle;  ainsi  l’on  peut  toujours  supposer  ipie  les 
nombres  B,  C,...,  K n’ont  aucun  divis/mr  commun. 

De  plus,  si  les  nombres  t et  u avaient  un  commun  diviseur  r,  il  est 
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clair  (|uc  le  siTond  membre  de  l’équation  proposée  serait  tout  divisible 
par  r";  donc  il  faudrait  que  le  premier  A le  lut  aussi  : d’où  l’on  voit  que 
ce  cas  ne  peut  avoir  lieu  à moins  que  le  nombre  A ne  soit  divisible  par 
une  puissance  n d’un  nombre  queIcon(|ue:  si  cela  n’est  pas,  on  sera  sûr 
que  les  nombres  cliercbés  l et  u seront  nécessairement  premiers  entre 
eux.  C’est  ce  qui  arrivera  toujours  lors<|ue  A si'ra  un  nombre  premier: 
mais,  lors(|ue  A est  un  nombre  composé,  il  faudra  voir  d’abord  si,  parmi 
s»*s  <liviseurs,  il  eu  a quelqu’un  qui  soit  une  puissance  n"”'.  Supposons 
que  r"  soit  ce  diviseur,  alors  les  nombres  t et  u pourront  être  ou  premiers 
entre  eux  ou  divisibles  l'un  et  l’autre  par  r;  ce  qui  formera  di'ux  cas 
ipi’il  faudra  traiter  séparément;  dans  le  second  cas  on  fera 

t = rf,  u = ru!  et  A = r"A', 

et,  substituant  ces  valeurs,  on  aura,  après  avoir  divisé  toute  l’équation 
|)ar  r",  une  nouvelle  équation  en  /'  et  u',  dans  laquelle  ces  nombres 
s*u-ont  premiers  entre  eux.  Ainsi  l’on  peut  toujoui's  ramener  l’équation 
proposé‘c  au  cas  où  les  deux  indéterminées  sont  des  nombres  premiers 
entre  eux. 

Supposons  donc  l’équation  proposée  déjà  réduite  à wl  état. et  il  pouri-a 
encore  arriver  (|ue  le  nombre  u ait  un  diviseur  commun  avec  le  nombre  A; 
supposons  (|ue  s soit  le  plus  grand  diviseur  commun  de  u et  A;  il  est  clair 
qu’il  faudra  que  le  terme  B/",  qui  est  sans  u,  soit  divisible  par  s;  mais 
i ne  saurait  l’étre  parce  (ju’il  est  (iremier  à u (bypotlièsej;  donc  il  faudra 
(pie  B le  soit:  donc  .t  devra  être  un  diviseur  commun  de  A et  B. 

Ain.si,  si  et  B sont  premiei's  entre  eux,  on  sera  assuré  que  A et  « le 
seront  aussi.  Mais,  si  A et  Bout  un  commun  diviseur*,  aloi-s  u pourra 
être  multiple  de  s ou  non:  ce  qui  fera  deux  ras  qu’il  faudra  considérer 
siqiarément;  dans  le  premier  un  fera 

11=:  su'  et  \=jA', 

et  l’on  aura  une  transformée  qui  sera  toute  divisible  par*,  cl  où  A' et  u' 
■seront  premiers  entre  eux:  dans'Ie  second  cas  A et  u seront  déjà  pre- 
miers entre  eux. 
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l)f  cette  manière,  l'équation  à résoudre  sera  toujours  réduite  à la 
l'orme  et  à l’état  de  l’équalion  (A)  du  Proldème  I;  et  par  eonséquenl  elle 
sera  suseeplilde  de  la  méthode  de  ee  Proldème.  On  eoinmeiicera  doue, 
suivant  eette  méthode,  parehereher  une  valeur  de  t positive  ou  néf-ative, 

mais  moindri-  que  la(|uelle  rende  la  quantité 
B/"-+-  Cf- ' -t-  l>f->  + . . . + k 

divisible  par  A;  et  si,  parmi  h»  nombres  entiers  moindres  que  pris 
positivement  et  négativement,  on  n'en  trouve  aueun  de  eette  (jualité,  ou 
en  conclura  sur-le-chainp  que  l'équation  dont  il  s'agit  n'admet  aucune 
solution  en  nombres  entiers  (6);  mais,  .si  l'on  en  trouve  un  ou  plusieurs 
qui  aient  la  qualité  re(|uise,  on  nommera  chacun  de  ces  nombres  5,  et 
l'on  substituera  dans  l'équation  proposée  Su  — \y  h la  place  de  /; 
movennant  quoi  elle  deviendra  divisible  par  A,  et,  la  division  faite,  elle 
si!  trouvera  dans  le  cas  de  l'équation  CFj  du  Proldème  II;  ain.si  il  n'y  aura 
plus  qu'a  y appliquer  la  méthode  de  ce  dernier  Problème. 

:23.  SœuK.  — Il  est  bon  de  remarquer  que  le  premier  ineiniire  de 
l'équation  (H),  que  nous  avons  suppose  égal  à s (IR).  peut  s'exprimer 
ainsi 

B(6x  — A J*  -t-  C(Üx  — A)^'x-e  D(6x  — A p-’x’  4-.  Kx" 

^ - 

d'où  l'on  voit  que  les  racines  de  l'équation 

z = o 

ilépendent  de  celles  de  l'équation 

Bf4-C/"-4  I)f  ‘4-...+ k =o, 

de  sorte  que,  par  cette  équation,  on  pourra  juger  d'aboni  de  la  nature 
des  racines  de  l'équation 

2 = 0. 

qui  est  souvent  plus  compliquée;  car  si  t',  t“,  sont  les  racines  de 
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Z ~ O 

MTlMll 

A \ A 

c-r’  e-r’ 

d'oii  l'on  voit  (|u’il  y aura  dans  l'une  et  «laits  l'autre  le  iiiénie  uumlire  de 
rarines  réelles  et  d'imagiuaire.s. 

.Mais,  i|iiant  aux  inaxiinuiii  cl  niiniinuin  de  la  <|uantité  z,  ils  ne  eurres- 
|mndent  pas  à ceux  de  la  (|uantité 

Br-t-C/"-'  P/-’ + K. 

••oniine  il  est  laeile  de  le  voir;  de  sorte  «(u’il  l'audra  alisoluinent  les  dé- 
lerniiner  par  l'équation 

dz 

i/x  =“• 

Pbobi.kme  IV. 

24-.  <h>  propose  de  résoudre  en  nombres  entiers  l’équation  du  premier 
dcffré 

A = B/  — Cu. 

Je  suppose  d'aliord  «|ue  R et  C n'aient  aucun  diviseur  coniinun  (Pro- 
Méine  III J ; or,  A et  C pouvant  avoir  un  cuinniun  diviseur  D,  soient 
k .A'D  et  C;  C'D,  A'  et  C'  étant  maintenant  premiers  entre  eux,  et 
ri'-quation  propos«>e  pourra  se  ramener  sur-le-cliamp  à celle-ci  (4j 

I = B r — C'  » . 

dont  il  sullira  même  de  ronnaitre  une  seule  solution. 

Or,  cette  équation  étant  dans  le  cas  du  Prohlèuie  II,  on  aura  |«‘n  fai- 

.sant  J = .rj» 

Bx  — C — j: 

et,  «•oinme  : = o lionne  on  aura  ici  une  seule  valeur  de  a <|ui 
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sera  en  prciiaiil  C i‘t  B positivcmcnl  ; doiic  (18  . on  sera  sur  île  trou- 
ver les  valeurs  de  rel  s parmi  les  termes  d’une  des  fraetions  prineipales 
C* 

eonvergentes  vers  -jj;  or,  eette  l'raelion  élani  rationnelle  et  réduite  déjà 
à ses  moindres  termes,  sera  néeessairement  la  dernière  des  l'raetions 
prineipales  de  la  série  (Cj  (11):  doue,  si  -p  est  ravanl-tlernière  l'raelion 
de  la  même  série,  on  aura  (13, 

C'L^— B/^=;ti, 

le  signe  supérieur  élani  pour  le  ras  où  le  i|uanliême  p est  impair,  et  l’iii- 
rérieur  pour  relui  où  p est  pair;  ainsi  il  n'_v  aura  i|u’à  prendre 

et  i = 

si  l'un  des  nomlires  B,  C on  tous  les  deux  étaient  négatifs,  on  les  regar- 
derait rommr  [lositifs,  et  l’on  prendrait  r on  s,  on  tous  les  deux,  aver 
des  signes  rontraires. 

.\yant  ainsi  trouvé  des  valeurs  parlirulières  de  r et  s,  on  aura,  pour 
les  valeurs  générales  de  / et  ti  (4j, 

l \r-t-/nC,  « = 

m élani  un  nomiire  (|uelr.onque  entier  positif  on  négatif. 

•2b.  là)ROLi.AiRE.  — Le  prinripal  usage  de  re  Prolilême  est  pour  re- 
soinlre  les  ipiestions  où  l’on  demande  de  trouver  un  nomlire  (|iii,  étant 
divisé  par  autant  dt^  nondtres  donnés  qu’on  voudra,  laisse  des  restes 
aussi  donnés;  rar,  soient  «,  h,  c,...  les  diviseurs  donnés,  «,  )S,  y,...  les 
restes,  et  t,  u,  x,...  les  i|Uolients  inronnus,  il  est  clair  que  le  noinhre 
rlierriié  devra  être  exprimé  également  par 

o/  -t-  a , hu  ex  -¥  y 

re  i|ui  donnera  autant  d’é(|ualions  qu'il  y aura  de  diviseurs  donnés, 
moins  un. 

II.  8« 
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Oii  dura  (lotie  d’aliord  réi|uatioii 

at  a — bu  -4-  Pt 

l;ii|(i(dlf  se  rediiil  il  relie  du  Proltièine  ppi^rédenl  en  faisanl 

\ ^ — a,  11  = (Z,  C — ht’ 

ainsi  l’on  Ironvera  rexpression  g(‘ii(*rale  de  t et  u. 

La  seconde  (Hjualion  sera 

a/  + a = car  y ; 

or 

t = A r -I-  Cm, 


OÙ  A,  r et  C sont  donnés  et  m est  un  nonibrc  indéterminé;  donc  on  aura, 
en  snlislilnant, 

ai'.m  -t-  a \ r X — ex  -t-  y, 

éipiation  qu'on  résoudra  roinme  la  précédente,  en  regardant  m et  x 
eoinine  indéterminés,  et  le  reste  comme  donné. 

El  ainsi  de  suite. 


26.  Scoi.iE.  — Pourri'duire  (>n  fraction  continue  toute  fraction  ration- 
nelle telle  que  il  n’y  a (|u'à  praliipier  .sur  cette  fraction  la  même  opé-- 
ralion  qu’on  emploie  pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  C 
et  H;  c’est-à-dire  ipi’on  divis<*ra  C par  B,  B par  le  reste  de  la  première 
division,  ce  reste  par  celui  de  la  .seconde,  et  ainsi  de  suite,  jus(|u’à  ce 
i|ue  la  division  se  fasse  exactement,  et  les  quotients  de  ces  dilférenles 
divisions  seront  les  nombres  /,,  À,,...  de  la  fraction  continue  cber- 

ebée  11;,  à l’aide  des(|uels  on  formera  les  fractions  P-*'"  les 

formules  du  même  article. 

M.  Bacbel  est,  comme  nous  l’avons  déjà  reinar()ué,  le  premier  tpii  ail 
résolu  le  Problème  précédeni  ; sa  uiétbodc.  (|uui(|ue  indépendante  des 
fractions  continues,  revient  cependant  au  même  pour  le  fond  que  celle 
(|ue  nous  venons  d’exposer;  et,  en  général,  tonies  celles  que  d’antres 
(iéomèires  ont  imagiin'*es  apiès  lui  se  réduisent  aux  mêmes  principes. 
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Exbmi’I.e  I. 

27.  Ou  ttemuude  tous  les  nombres  entiers  i/ni  peiieent  ftre  pris  /lOtti  t 
et  II  dans  !' équation 

lui  = 4>  / — io5«. 

PiiiMjiif  les  iiiiinbi-es  .'41  el  loii  sont  |ireiniers  entre  eux,  réqiuilimi  est 
résolulile  et  n’a  liesoin  iraiieuiie  rédiirtion. 

On  fera  clone 

\=ioi,  B = 4o  t'»io5, 

et  eiiniine  loi  et  io5  .sont  alis.si  prcnniers  entre  eux,  on  aura 
I)  = i,  A'  = A,  C'  = (;: 

clone  la  fraetiuii  à iTcluire  en  fraction  cutitinue  sera 


C io5 

B ~ ^1 

Divisant  clone  lo.'i  |iar  un  aura  le  c|uotient  u et  le  reste  a’4:  clivi.sant 
il  par  a'j,  on  aura,  etc.  Ainsi  l'on  aura  cette  suite  cie  i|uutients  a,  1 , 1 , 
!4,  I , I , a,  lesquels  clonneront  les  fractions  principales 


2,  1 , 1 , 3,  I,  1,  2, 

0 I 2 3 5 iB  23  4'  'u5 

1 O I I 3 7 ()  l(>  4' 

.Ainsi  la  fraction  sera  celle  que  nous  avons  cli‘sipni*e  par  ^ où  ft  sera  (>. 
et  par  conséquent  pair,  de  .sorte  qu’on  aura 

r=ii,  i = ifi. 


et  de  là 


t = loi  X 4'  + io5«i.  Il  = 101  X it>  4> 


où  rn  pouiTa  être  un  nombre  quelconque  entier  positif  ou  négatif:  et  ct:s 
l■xprl‘Ssions  renfermeront  toutes  les  valeurs  entières  de  t et  de-  a qui 
peuvent  satisfaire  à réi|uatiun  proposée. 


88. 
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l’tlOBI.iiME  V. 

28.  nésoudre  en  nomhres  entien  l’équalion 

(I)  V=;  + <;<« -I- ll«>. 

Supposons  <'olle  é()uation  (lojà  réiluilc  à l’élal  qu’exigo  notre  inélliode. 
e’est-à-dire  <|iie  H.  <;,  D n'aicnl  luieiin  diviseur  eoninuin,  et  que  A et  it 
.soient  premiers  entre  eux  (Prohlêine  III J.  On  eliercliera  d’abord  un 

nombre  entier,  positif  ou  négatif,  mais  moindre  que  lequel  étant  pris 

pour  t rende  la  (pianlité  B/’  -t-  (]/-(-  D divisible  par  .\. 

Si  l’on  n’en  trouve  aueuu  de  eette  (|ualité,  il  en  faudra  eonelure  ijiie 
la  proposée  n’admet  point  de  solution  en  nombres  entiers;  mais,  suppo- 
sons que  l'oii  en  ait  trouvé  un  ou  plus  d’un  (pii  ait  la  eonditiun  requise, 
on  les  désignera  par  5,  et  l'on  fera  les  mêmes  opérations  sur  ebaeiiii 
d'eux  en  les  prenant  successivement  à la  place  de  5. 

Or,  comme  les  racines  de  ri'-(piatioii 

3 =11 

dépendent  23)  de  celles  de  l’écpiation 

Bt’-eCr-i-  I»  = o, 

il  »e  présente  ici  deux  cas  (|u’il  faut  examiner  séparément;  riiii  est  celui 
oit  cette  é(|uation  a deux  racines  réelles,  l’autre  celui  où  elle  a deux  ra- 
cines imaginaires,  à quoi  l’on  peut  ajouter  un  troi.sième  cas,  poitr  les  ra- 
cines égides. 

211.  PiiEMiEH  CAS,  i.onsgi  E — .'|Bl)'><>.  — Qu’on  siibstitin*  dans 
rc(|uation  proposée  On  — v à la  place  de  l,  et  la  divisant  ensuite  par  A , 
elle  deviendra  celle-ci 

(h')  I’h’ -e  yt/r -(- B_»  ’ = I, 
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i)il 

P _ I) 

Q=-aBfl-C. 

R = \B. 

(le  sorte  <|u’oii  aura  (t<!) 

P j'  4-  Q J 4 R = 1. 

Mainti’iiaiit.  l'oniine  réi|uation 

î zr  O 

ii'est  iii  ((lie  du  .secund  degré,  elle  aura  toute.s  ses  raeines  réelles.  |>ai*ee 
<|ue  nous  supposons  <jue  relies  de  ré(|ualion  en  l le  sont;  doue  on  aura 
le  eas  du  n”  18;  de  sorte  (|u'il  n’y  aura  i|u'à  (briiier  les  écpiatioiis  trans- 
Ibrniées 

2,=:  O,  2j  = o 

et  voir  si  l'on  en  trouve  une  où  le  eoelfieieni  <lu  premier  ternie  soit  égal 
il  l’unité  pri.se  posilivemeiit,  à cause  qu’on  a ici  n = a. 

Ür,  les  racines  de  l’éqiialion 

2 = 0 

seront  rationnelles  ou  non,  selon  que  le  nomlire 
Q--4PR  = C>-4BI) 

.sera  un  carré  ou  non. 

Dans  le  premier  cas,  la  quantité  z sera  composée  de  deux  facteurs  ra- 
tionnels du  premier  degré,  de  sorte  qu’on  aura  le  cas  du  n"  21 , qui  est 
très-facile  à résoudre. 

Il  n’en  est  pas  de  même  de  l’autre  cas  où  t^’  — 4DB  n’est  pas  carre,  et 
où  par  conséquent  les  racines  sont  incunimensuraldes;  il  faudra  donc 
dans  ce  cas  réduire  les  racines  en  fractions  continues,  et  pour  cela  on 
pourra  se  servir  de  la  méthode  que  nous  avons  donnée  dans  la  Re- 
mar(|ue  II  du  § II  des  Additions  au  Mémoire  sur  la  résolution  des  i quations 
numériques. 

Pour  pouvoir  employer  cette  méthode,  nous  réduirons  d’ahord  la 
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2 à la  foriiic 
l'ii  faisan) 


E,  X'—  2«x  — E. 


E = - R = - AB, 

P _ P B 5’  -4-  C 0 D 


( =-S=B9+-, 

1 s 


i‘ii  sorte  que  réqiialiuii  à résoiulre  soi) 

*•  Ex’— JEX — E — ZrüO, 


sur  i|Uoi  il  faut  reiiiar<|iier  (|ue  K et  E,  setoii)  tuujuurs  des  nuiiilires  en- 
tiers, mais  que  e ne  le  sera  que  lorsque  E sera  divisible  par  a;  ainsi, 
pour  que  ■ soi)  aussi  toujours  entier,  eomine  la  méthode  le  demande, 
dans  le  ras  où  C sera  un  nombre  impair,  on  aura  soin  de  multiplier 
d’avance  toute  l'équation  (I)  |iar  a,  ce  t|ui  ne  la  change  point,  c’e.st-à- 
dire  qu’un  mettra  partout  dans  les  formules  précédentes  a A,  a B,  aC, 
af)  à la  place  de  A,  B,  C,  D. 

Maintenant,  comme  rt’quatiun 


2=0 


a les  deux  racines 


en  faisant 


^=.’+EE,=(jy- 


BD 


je  ilésigne  ici  par  jS  ce  (|ue  j’ai  appelé  II  ilans  l’endroit  ciléj,  il  faudra 
les  considérer  succE-ssivemeiil  et  faire  la  même  (q*ération  sur  l’une  (|iie 
sur  l’autre. 

Sup|iusuns  que 

désigné  en  général  une  quelconque  de  ces  deux  racines  (le  radical  y ^ 
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|miiviinl  éliv  positif  ou  néjjatif);  si  elle  était  iiéptive,  il  faudrait  d'abord 
la  rendre  positive  en  prenant  2 et  avee  des  signes  eoniraires,  après 
<|lloi  nn  eliangcrail  aii.s.si  le  signe  du  nombre  ii  (16);  regardant  doue 

E, 

eoinine  positive,  on  formera  d’après  cette  racine  les  trois  séries  sui- 
vantes, où  le  signe  dénote  (jn’il  faut  toujours  prendre  le  nombre  en- 
tier qui  est  immédiatement  au-dessous. 


e,  - ).i  E,  — t. 

c,  = >,  E,  — {„ 

C.  7 X.  El  — Ci. 

Os  séries  doivent  être  poussées  jusqu’à  ce  (pie  deux  termes  correspon- 
dants comme  K„  et  t.,  riqiaraisseni  ensemble,  en  sorte  (|ue  l’on  ait,  par 
exemple. 

car  alors  tous  les  termes  suivants  dans  chacune  des  trois  séries  seront 
les  ménms  (pie  ceux  qu’on  aura  déjà  trouvés,  en  sorte  qu'en  général  les 
termes  ipii  auraient  pour  exposant  ;j.  4-  7;  -f-  nv  (n  étant  un  nombre  entier 
positif  (|uelcoiKpie)  seront  égaux  aux  termes  d(‘s  mêmes  si-ries  donl 
l’exposant  serait  a -h  ra. 

Maintenant  nous  avons  vu.  dans  l’endroit  cité,  ipie  les  eipiations  tran.s- 
formées  sont 

E,  JÎ—  2£.J.  — El  - O. 

E,  X J — ï e,  X,  — E,  — (1, 


on  il  faut  retnaripier  que  nous  avons  supposé  que  les  signes  de  cliaipie 
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tiaii>rormrc  Hlaicnl  ('liiing<‘s;  d’où  il  s'ensuit  qu’un  aura  ici 


c(  en  général 


E,  J-’— -Jtjr  — E = î, 
t’  — 7.  Cl  4T.  — E.  = — î.. 

E,  Æ-;  — 2 e,  J-,  — E,  — 


■ ’ — K.  = i ■ 

PP?  P 


le  signe  supérieur  elani  |iuur  le  cas  où  ç,  est  impair,  cl  riiilérieur  pour  le 
cas  de  p pair. 

I)mn’,  pour  que  l'équation  proposc-e  (K;,  c’esl-ii-dire 


E,  h’  — 2 e «r  — E r‘  = t , 


puisse  se  résoudre  en  nonihres  entiers,  il  faudra  (IS,  (|iie  dans  la  suite 
des  nonikires  K,  K,.  E,,...  il  se  trouve  un  terme  comme  Ea^.,,  lequel  soit 
égal  il  ± I.  en  prenant  le  signe  supérieur  lorsque  s+  i est  impair,  et 
rinlérieiir  lorsque  4 + 1 est  pair,  et  alors  on  aura,  si  la  racine  .r  était 
positive, 

— ,r  - ±L,. 

et  si  elle  était  négative,  en  sorte  qu’on  ait  pris  i avec  un  signe  contraire. 


:t0.  (àiKni.L.UHK  I.  — Donc,  puisi|u’un  a en  général 
E =:  E , 


ipiel  ipie  soit  le  nomlire  n,  pourvu  i|u’il  soit  entier  positif,  il  s’ensuit  : 

1“  Que  .si,  dans  toute  la  .si'*rie  E.  E,,  E,....  jusqu’il  E^_,,  il  ne  se 
trouve  aucun  terme  qui  soit  égal  à l’unité,  on  en  doit  conclure  ipie 
riinité  ne  paraîtra  jamais  dans  la  même  suite  poussée  à rintini,  et 
ipi’aiiisi  la  racine  qui  a donné  celte  suite  ne  fournira  aucune  Solution  eu 
iiomlires  entiei-s  de  l’équation  proposée; 

a"  Que  si,  dans  la  suite  E.  E,,  E,,...  jusqu’à  E^_,.  il  se  trouve  un  ou 
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pliisicurs  liTnics  tels  ijuc  E,  fs  - i claiil  plus  petit  <|uc  fi)  i)ui  soient 
éfîattx  à runité  positive  ou  négative,  suivant  (pie  o sera  impaii-  ou  pair, 
alors  ehaetin  de  ees  termes  donnera  une  .solution  de  ré(|iiation  ( Kj  : mais 
nous  démontrerons  pitts  Itas  (34  vers  lu  lin  i|ue  ee  eus  ne  sauraij  jamais 
avoir  lieu; 

4"  Que,  si  dans  ta  suite  E,.  E^  + ,,..,  ju.squ'à  Ejan-.-i.  il  trouve  un 
ou  plusieurs  termes  tels  ipte  Is  étant  pins  petit  (|ue  v)  (]iii  soient 

éÿ'utix  à l'nnilé  positive  ou  négative,  alors  eliaettn  de  res  termes,  ou  don- 
nera une  inlinité  de  s(dutioiisde  réquation  ' Kj,  ou  n'eti  iloniieru  aueiine. 

(^ur  ilest  elair  i|iie  le  même  terme  E„^a  repuraitru  une  inlinité  de  lois 
dans  lu  même  série  aux  plai-es  ^ — v/'"',  (oL-^-  a av)''"',...,  et 
en  général  dans  eliaque  plaee  a-r-Ts  + nv/'"':  or.  il  faut  ici  distinguer 
deux  ras,  suivant  t|Ue  le  nomlire  v qui  exprime  le  nombre  des  termes  de 
eliaque  période  sera  pair  ou  impair. 

Supposons  pretnièrement  v pair;  en  ee  eus  il  est  elair  que,  quelque 
valeur  (|u’on  donne  il  n.  les  nombres  ii-h^  -h  nv  seront  tous  également 
pairs  ou  impairs;  de  sorte  que,  si  le  terme  est  égal  à i lorsque 

a -t-  ST  est  itiipair,  et  égal  à — i lorsque  jr  -t  sr  est  pair,  tous  les  termes 
suivants  dont  l’exposant  du  rang  seru  a ^ rs  + nv  seront  aussi  de  la 
même  qualité,  et  par  eonsé(|uent  ebaeun  de  res  termes  pourra  rournir 
une  solution  de  l'équation  dont  il  s'agit.  Ainsi  l'on  (lourra  faire  dans 
ee  eas 

i ^ y.  -I-  n V J-  m — i , 

et  prendre  pour  n tel  nombre  entier  positif  qu'on  voudra.  Si  au  eon- 
traire  le  terme  était  égal  à i lorsi|ue  a +-  sr  est  pair,  ou  égal  à — i 

lorsque  p sr  est  impair,  alors  ni  ee  ternie,  ni  aueiin  des  suivants  dont 
l'exposant  serait  o.  nv  -+-  sr.  ne  saurait  fournir  de  solution  de  l'eqtia- 
tion  proposée. 

Supposons  en  seeoud  lien  i|ue  v suit  impair;  alors  il  est  visible  que  les 
nombres  a -F  >3  >-  nv  seront  tous  de  même  espère  (c’est-à-dire  pairs  ou 
impairs)  que  le  nombre  a ~ rs  lorsipie  n sera  pair,  et  qu'au  eontraire 
ils  seront  d'espèce  dillereule  loi.sque  n sera  impair.  Donc,  si  le  terme 
II. 
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7or, 

''Si  !>  ' lorsque  a -t-  n est  impair,  ou  égal  à — i lorsque  fx-t-a 
est  pair,  parmi  tous  les  termes  qui  auront  fx-t-w-f-nv  pour  exposant,  il 
n'v  aura  que  ceux  où  n sera  pair  qui  seront  de  la  même  qualité,  et  qui 
pourront  par  conséquent  donner  des  solutions  de  l’équation  (K).  Ainsi 
l’on  fera  dans  ce  cas,  comme  ci-dessus, 

P = U -h  ny  m — i, 

mais  il  ne  faudra  prendre  pour  n que  des  nombres  positifs  pairs.  Au  con- 
traire, si  le  terme  E^-n,  est  égal  ai,  u o étant  pair,  ou  égal  à i , 
IX  ■+■  îT  étant  impair,  alors  tous  les  ternies  ipii  auront  fx  + nv  -t-  ur  pour 
exposant,  et  où  n si‘ra  impair,  seront  égaux  à i lorsque  l’exposant  sera 
pair,  et  à — i loi-srju’il  sera  impair;  ainsi,  ces  termes  ayant  la  qualité  re- 
quise pour  la  solution  de  l’équation,  on  pourra  encore  prendre  en  général 

p=u-l-nv-l-ra  — I. 

pourvu  que  n ne  dénote  que  des  nombres  entiers  positifs  impairs.  Au 
reste,  ce  cas  peut  aussi  se  ramener  au  précédent  en  prenant  le  terme 
au  lieu  du  terme  rar  il  est  évident  que  le  terme  E^^.,^o 

dans  ce  cas  sera  égal  à -t-  i ou  à — i,  sidon  que  son  exposant  si-ra  im- 
pair ou  pair. 

En  général,  le  cas  de  v impair  peut  se  réduire  à celui  de  v pair,  car 
pour  cela  il  n’y  aura  qu'à  continuer  la  série  E,  E,,  E,,...  jusqu’au  terme 
E„.,,„  et  ensuite  prendre  av  h la  place  de  v,  tout  le  reste  demeurant  le 
même. 

Eonnaissant  ainsi  l’exposant  p,  on  pourra  trouver  les  valeurs  de  et 
Le  d’où  dépendent  celles  de  u et^  (numéro  précédent)  par  les  formules 
du  ir  II;  pour  cela,  il  faudra  continuer  la  série  des  nombres  À„... 
jusqu’au  terme  Xç,  ce  qui  est  facile;  car  ou  aura 

elenRcnéral 

Mais,  quand  on  aura  une  fois  calculé  les  nombres  /, L,,  L,, 

L,,...  jus(|ii’à  L„,  on  pourra  trouver  les  expressions  générales  de  el 
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Hk  Lp,  en  su|)|>usanl  eomnie  ci-dessus  p — jj.  ~ nv  ^ o — i:  car  il  it'y 
aura  qu'à  employer  les  Idrmules  données  dans  le  n"  44  des  AMitions 
eilées,  en  ayant  attenliou  de  mettre  dans  ces  formules  c — i à la  place 
de  7s,  parce  que  nous  y avons  supposé  p = a t-  nv  • bt. 


3t.  (à)HiiLL.\iuE  II.  — Maintenant,  ayant  trouvé  n et  y.  on  aura  t par 
la  formule 


t = 0ii  — Ay; 


ainsi  l’on  eunnaitra  les  deux  inconnues  / et  u de  l’équation  proposée  (I). 
Or,  lorsque  la  racine  x est  positive,  on  a (29) 


« = ±./p,  r = ±'-p. 


et,  lorsqu’elle  est  négative,  il  faut  prendre  « et  i avec  îles  signes  con- 
traires. De  plus,  on  a en  général  (n"  45  des  mémes  Adrlitio/is  déjà  citées) 


C 


Donc,  puis(|ue  (29) 

E = — AB  et  £ = B6 
si  l'on  fait,  ponr  abréger, 

on  aura,  dans  le  cas  de  la  racine  — positive, 

« = ±/,,  t = ± g . 

et,  dans  le  cas  de  la  nicine  ‘ ^ négative, 

tfp  ï 'p 

« = 3:/p.  r = ± -g-  -■ 

Os  formules  sont  surtout  très-commodes  pour  trouver  les  premières  va- 

8n. 
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l<-iii's  (If  7 cl  m;  car,  (lès  (|ue  dans  la  M'ric  K,  K,,  Kj....  on  s»*ra  parvenu  à 
un  ternie  , = i ou  — i,  selon  ([ue  p sera  pair  ou  impair,  il  n’v  aura 
plus  (|u’à  calculer  les  valeurs  de  /.  /,,  jusqu'à  /^,  et  l'on  aura  sur-le- 
cliainp  les  valeurs  chercliées  de  / et  u. 

Mais,  si  l'on  veut  avoir  les  expressions  {'cnérales  de  u et  t,  alors  il 
i'audra  calculer  encore  l(‘S  noinhres  jns(|u’à  H,  par  les  Idrmnies 

suivantes 

Il  =o, 

11=1, 

H,  = >^^jll,+  II,, 

II,  = II,  ~e  II,, 


et  faisant . pour  aliréper. 


f - -*■  / 

J u b-  * •/  I » 

II,-.' 


on  aura,  par  rnne  des  Ibnniiles  du  n"  fi  des  AMirio/is  citées, 
ou  liien,  en  supposant  encore 


He  ■*  '.  V 


/.vi. 


9 — — I ' P ■■■  * 

I 

I /•  u “ ' 

I 


on  aura  cette  forinnle 


, / , H.viîV 

(o I V^j  - — -j  -g,  ( /^^3, 
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d'oii,  H ciiusw  ()(•  ramhi^uïté  iialiircllr  ilii  sifiiii'  de  v(5,  il  aisr  de-  (im- 

f?  + + V?)  (k,  + + (?  ~ + (k,- 

“ 5 

(v  + + v?)  ^K.-^ 

“■  2v3 

Si  l'on  l'ait  tlaiis  ces  expressions  n — o.  un  aura 

Sf  = 9 '-I  'p='}': 

ainsi  y et  seront  les  premières  valeurs  de  el  /p,  de  sorte  (|ue  si  l’on 
avait  déjà  trouvé  ces  valeurs  de  la  manière  <|ue  nous  avons  eiisei(j;née  ci- 
dessus,  on  pourrait  d’abord  les  prendre  à la  place  de  ^ el  'i,  el  alors  il  ne 
resterait  plus  (pi’à  trouver  la  valeur  de  H,  el  de  K,.  Au  reste,  pour  pou- 
voir faire  n = o,  il  faut  que  n puisse  être  un  nombre  pair;  or,  c’est  ce 
(ju’on  peut  toujours  supposer  (30;. 

32.  Corollaihk  III.  — On  peut  déduire  de  là  une  méthode  très-simple 
el  très-élégante  pour  résoudre  les  équations  de  la  forme 

A = f>—  A«‘, 


A étant  un  nombre  entier  positif  non  carré,  el  A un  nombre  enlier  posi 
tif  ou  négatif, 
tàir  ayant,  dans  ce  cas, 


on  fera 


B = i,  C = o,  l)=:-A, 


Ainsi  l’on  commencera  par  chercher  un  nombre  entier  i moindre  tpie 


A 

9 


lequel  soit  tel  que  £*  — A soit  divisible  par  .V,  et,  si  je  n’en  trouve  aucun 
de  cette  qualité,  on  en  conclura  que  la  prvposée  n’est  pas  résoluble  en 
nombres  entiers.  Supposons  donc  qu’on  ait  trouvé  une  valeur  convenable 
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ilf  ::  il  est  clair  qu'elle  pourra  être  également  positive  ou  négative,  mais 
il  t'ainlra  la  prendre  telle,  que 

£ *»•  y' A A 

E.  " 

soit  un  noinlire  pusitil',  en  donnant  au  radical  \A  le  signe  pusitil'  on  né- 
gatif à volonté:  après  quoi  on  fera  le  calcul  suivant,  où  le  signe  < dé- 
note (|u’il  faut  prendre  le  nonilire  entier  qui  est  immédiatement  au-des- 
sous. 

E = - A . 


E,;= 

A-c‘ 
E ' 

)„< 

t,  = X,  E,  -£, 

E,= 

A -cl 

C,  . 

E,  ’ 

E.= 

A~e; 
E,  ’ 

' < sr  ’ 

£f  SS  A]  Itr]  Ej  t 

cl  il  suMira  de  pousser  ces  séries  jusi|u’à  ce  que  deux  termes  correspon- 
dants E„.  reviennent  ensemble,  en  sorte  qu’on  ait,  par  exemple. 


car  alors  ùn  aura  aussi 


E„ 


, - E .. 


"/t  > * t I “'a  1-1  * -f-  -T- 1^1  I — '■m-M  * 

et  ainsi  de  suite. 

Or  . si  l'équation  proposée  est  résoluble,  on  doit  arriver  à un  terme  de 
la  première  série,  comme  Ep-i-i>  lequel  soit  égal  à i si  l'expo.sanl  p -h  i 
est  impair,  et  égal  à — i .si  cet  exposant  est  pair;  alors  un  fera 

/.  = I. 

/,■  l, 

-e  1, 

4 

/.  = >.,/,  4-/.. 


, 4-  _ I 
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Pi  l'on  luiFH  sur-lp-cliiimp 

Kiisiiiic,  nommant  T et  U ce»  premières  valeurs  de  t et  «,  on  aura  en 
général  (numéro  précédent) 

(T  + ü vP)  ^K,  ^ + (T-  U v3)  j 

? 

-(T  tIv?j(^K, 

»V? 

Si  l’équation  proposée  était 

A = BU  — Am-, 

il  n’y  aurait  d’autre  changement  à faire  à la  solution  précédente,  sinon 
qu’il  faudrait  faire 

E=-AB,  3 = BA  et  £ = B5, 

5 étant  un  nombre  entier  moindre  t|ue  et  tel  i|ue  B5’— A fut  divisilile 

par  A;  ensuite  un  mettrait  partout  Bt  et  BT  à la  |ilace  de  / et  T. 

Quant  aux  signes  de  u et  t,  il  est  vi?ilde  qu'ils  peuvent  être  i|uelcon-  • 
t|ues,  parce  que  l’équation  ne  contient  que  les  carrés  de  ces  quantités. 

Il  est  lion  de  remarquer  que  quand  ,\  est  un  nombre  premier,  on  ne 
pouiTa  trouver  qu’une  seule  valeur  de  0;  car  chaque  valeur  de  5.  pou- 
vant étie  également  positive  et  négative,  équivaudra  toujours  à deux  va- 
leurs; or,  lorsque  A est  premier,  nous  avons  démontré  (|ue  le  nombre 
des  valeurs  de  5 ne  peut  pas  passer  l'exposant  du  degré  de  l'éipialion . 
lequel  est  ici  3 (10);  donc,  etc. 

33.  tàinot.LAiRE  IV.  — Par  les  principes  établis  jusqu’ici,  ou  peut  dé- 
montrer ce  théorème,  que  toute  équation  de  la  forme 

E,=  ituy—  E_»‘, 


(T-eUv'A) 
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ou  K i‘l  li,  sont  (les  iiomlii'i'S  ciiliers  quelcoii(|Ucs,  »-sl  lüUjoiirK  rt'so- 
liihle  i-n  iionihrcs  fiilicfs  il'imi'  infinitt*  dp  iiianierps,  lorsqup  K pI  E,  somI 
dp  iiipiiip  si)(iip. 

• àir  nous  avons  dp i n"  il  des  Additions  an  Mémoire  sur  ta  réso- 

lution lies  éifiiations  numériques \ (|u<‘,  dans  pp  ras.  la  sjo'ip  E,  E,.  Ej,... 
spra  npppssairpnipiil  |ipriodiqup  dès  1p  prpraipr  on  1p  second  tprinc;  pii 
sortp  qn’oii  sera  sur  qup  Ip  Iprinp  E,  revipiidra  necPSsaii’enipnt  à cliaqiip 
période;  ainsi  rmi  aura,  par  exeinple. 


or.  de  PP  «pip  nous  avons  vu  pi-des.sus  dans  les  n"  18  et  2!t,  il  est  l'acile 
de  pourlure  qu’oii  a en  peneral 


^ E, 


E II 


El.;. 


le  Mpne  supérieur  élaiil  |>our  le  pas  où  ç,  est  pair,  p|  rinréripiir  pour  le 
ras  où  6 est  impair;  donc,  si  l’on  l'ail  s = nv.  pl  qu'on  pmuip  pour  n un 
noinltre  quelconque  enlier  positif,  de  maniéré  (jiie  »v  soil  pair,  on  aura 


E,*  E./;-7c/,L,-EL., 

. ili’  sorte  cpip  H = ± 4 el  v = ff,. 

Si  l’éijualion  à ré.soudre  était 

- E — E,  «•—  -XI U f — El',. 


il  est  elair  qu’elle  serait  aussi  résoluble  d’une  iiitinite  de  inaiiières  si  v 
était  impair;  ear  aloi-s.  en  prenant  n impair.  n>  serait  aussi  impair. 

Si  l’on  lait  E,  = i et  £ = o,  on  a le  cas  du  Problème  de  .M.  Fermât  dont  ' 
nous  avons  parlé  an  eouimencemeilt  de  ce  Mémoire.  De  grands  Géomè- 
tres avaient  déjà  donne  des  méthodes  pour  résoudre  ee  Problème  f eqvrr 
V Alfiébre  de  Wallis,  cliap.  .\CVII1,  et  surtout  son  Commervium  e/ustoli- 
rum;  royez  aus,si  les  Commentaires  de  Pélersbotirg.  tome  VI  des  Anciens 
et  tome  XI  des  : mais  nous  eroyons  être  les  premiers  qui 
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ayons  ilt'inoiitrô  rifîmirnisomeiil  (|in‘  Ip  Prolilèmc  psI  Imijours  lu'-res.sai- 
rpiiHMil  ri'-soliililc  en  nonilires  entiers  (t'orez  le  tome  IV  des  Mfnwircs  de 
Tunii  et  !(•  volume  de  l’un  née  i -jG-  de  eeiix  de  relie  Aeademie,  |i.  27  a)  f). 

34.  Scoi.iE.  — Il  n’est  pas  inutile  de  renian|uer  (|iie  les  i|nantilés  K, et 

II 

- ■ (|ui  entrent  dans  les  expressions  générales  di-  /,  et  I,,,  (31),  sont 
toujours  telles  (|lle 

•'J-? 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  lorsfjue  v est  pair,  et  rinl'erienr  lorstpie  v 
est  iin|>air. 

Pour  tiéniontrer  eette  proposition  dans  toute  sa  généralité,  il  l'aul  iv- 
monleraux  formules  tlu  n"  44  des  Additions  citées,  et  l’on  verra  ipie  la 
quantité 

. H.v? 

Iv,  * E 

n’est  autre  etios<'  que  la  (|uantilé 

ll,_,. 

dans  la<|uelle  on  a snlistitué  poiirx„  s^i  valeur 

(on  iloit  se  souvenir  que  la  quantité  que  nous  non ns  ici  jî  est  celle 

(]ue  nous  avons  nommée  U dans  l’endroit  cité).  Or  la  (|iiantité 

ll,.r„*  H, 

est  égalé  n"  25  des  mêmes  Additions]  à 


(*)  tthut'rc-i  tir  tjiiirmi^et  t.  t.  p.  Ü71.  cl  I.  tl.  p.  I77. 

II. 
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<lc  stirh'  i|u'oii  aura,  en  siilislitiiani  pour  , ,,  leurs  valeurs. 

H^  Vp  V + ï V?  Vi^ 


E. 


I 

T 


E„ 


E.. 


iloitc,  prenant  \ (i  eu  moins,  ensuite  multipliant  ensemhie  lesileux  é(|ua- 
tioiis.  on  aura 

..  ,/  H.  Y_  tU.-3 '.U,-? 

.Mais  on  a n"  33  des  Additions  filées) 

Doue,  f'aisaiil  res  sulistiliitiuns  et  ellaçant  les  <|uanlités  eounniines  au 
numérateur  et  au  deiiominatimr,  il  viendra 


±1. 


Lelle  démonstration  a lieu,  fomme  un  voit,  suit  que,  dans  la  série 


E..  E_ 


il  M‘  trouve  uii  terme  fomme  E^^-a  qui  >«Jil  fgal  ii  l’unité  ou  non;  mais 
!<•  ras  où  n =n;  I a de  plus  relie  propriété  que  les  nomlires 


k et 


H 


sont  néressairenieni  entiers.  Oir,  puis<)ue 

r r »•  — • ^ 

il  est  flair  (|u'on  aura 
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Or  lin  |ii‘itl  prouver,  romnie  lions  le  n“  25  des  Additions  eilees,  i|n'en 
r»is»nl 

I*  - II, 

l>  - I, 

I’.— > l*„ 

--  I’.-  1*.. 

P-  + 

on  onrii 


- Ofi»  — I ■ / 


Donr,  mrltiiiM  |>oui*  sii  valeur  ^ 

, ‘'.v?  Pv‘.^=,-. 


I un  aura 


— 1. 

E ^ E 


ilonr.  à raiisi'  de  l'irralionnelle  \j5,  on  aura 

P •'  P. 

.«  C **  « «f  t *'/ll  -*•  O 


mais  liypollièse;  el  P,.  soni  loiijonrs  des 

noinlires  enliei-s;  doue.  ele.  • 

Nous  avons  vu  30)  ipi'on  peut  toujours  supposer  i|ue  v suit  pair; 
ainsi,  les  noinlires 

H 

L ...  ■* 


seroni  toujours  lelsipie  l'exige  le  Prolilème  de  M.  Feruiul:  d'oii  ron  voil 
ipie  la  solution  de  ee  Proliléme  est  neeessaire  pour  la  solution  générale 
de  tous  les  Prolilénies  indéterminés  du  seeond  degré  (lyjvrs  le  Ionie  VT 
des  Anciens  Mcrnoi.-es  de  Ptùenliottrg  c\  le  tome  IX  des  Wii/eertitr  j. 

Nous  reinari|Uerons  eneore  ipie  les  mêmes  noinlires 

il 

O"- 
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iir  «It'-pviiileiil  (|Ui‘  (lu  nombre  jS,  de  sorte  ((u’ils  sont  toujours  les  mi'-uies 

pour  toutes  les  ('(luntions  où  ^ a une  m(»ine  vab'ur. 

Car,  puis(|ue 

) < 

'■*(  -+  CT  I ^ P 

« ^ O -r  - * 

il  r»U(lra 

CT  V ? ^ 

X-TCT-^.  ’ 

niais,  à catisr  di* 

^ ^ O ^ O * O ^ I * 

mi  a 

O V CI 

v5  — 

donc,  à cause  de  ==*=  ' ( livj)otlièse),  il  faudra  (|iie 

- =-! >i; 

de  sorte  cjue  ^ ne  pourra  ('Un'  que  le  nombre  entier  (|ui  sera  immé- 
diatement plus  petit  ou  plus  grand  (|tie  \ fi,  suivant  (pi’on  aura 

E ,„  , O î 

ainsi  et  K„+  o seront  donnés;  par  eunsé(|uenl.  les  ternies  suivants 
le  seront  aussi  par  les  formub‘s  du  n"  :i!).  aussi  bien  i|iie  les  nombri's 
>-.»-ea-et.  V-ho-ei."-:  doilf,  ete. 

Il  s’ensuit  aussi  de  eette  démonstration  qu’en  général  tout  terme  de 
la  série  K,  E,,  E„...  qui  est  égal  à i est  nécessairement  periodi(|ue; 
car,  soit  Eo^.,  ce  terme,  dotie  sera  égal  au  nombre  entier  qui  est 
imimniiatement  au-dessous  ou  au-dessus  de  y^,  selon  que  E^,,-,  sera 
égal  à 4-.I  ou  égal  à — i;  donc,  à cause  de 

il  est  visible  (|ue  Ec^i  et  E,  + j seront  néeessairemeiit  l'un  et  l'autre  de 
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iiiciiif  sigm*:  dune  i-elui  de  ce»  deux  lerines  (|ui  ,s«‘r»  nioimlre  que 
sera  iiceessaimiieiil  un  des  tenues  périodiques  (lé’  il  des  AiMitwns 
eilée.sj;  mais  E»,,  = ±i  (liypolhè.se),  donc,  etc.:  dcuie  4 -t- i sera  né- 
cessairement é^al  à a ou  plus  ^rand  que  u. 

d5.  Skcom»  c»s,  i.oHsgi  K (?  — .'ilJD  v^o.  — Ayant  fait  la  sulistitu- 
tiun  de  îu  — .-V  V à la  place  île  /.  comme  dans  le  n"  2!).  on  aura  à ré- 
soudre l'équation  K ) 

l*«'-e  g«r^  R )’=|, 
qui  sera  telle,  ipie  l'équation 

Vx'  -h  (Jx  -I-  R =:  Î J=  Il 

n'anra  que  des  racines  iniaf;inaires  f2I  ::  de  sorte  qu'on  aura  nécessaire- 
ment le  cas  du  n“  20.  ' 

On  fera  donc  l'equation 

^ a fx  (J  — U, 

<fx 

laquelle  duuue 


et  comme  l'équaliiin 

u’a  que  deux  racines  imaginaires,  on  .sera  sur  que  la  racine  que  nous 
veuous  de  trouver  portera  nécessairement  à un  minimum.  Or,  sulisli- 
tuant  cette  valeur  de  ,r  dans  l'expression  de  z,  on  aura 

ce  sera  la  |dus  petite  valeur  de  : que  nous  avons  désigné  dans  le  numéro 
cité  par  Z,  de  sorte  qu'en  substituant  les  valeurs  de  P,  Q,  R du  u"  29,  ou 
aura 

y - _ 

, B9'-i-C6  H-  I»’ 

4 
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cl  lii  valeur  île  v ne  |muiTa  jamais  surpasser  le  lUiiiiiire 
le  iiiimbre 


— Il 

n — A — 


V 4 ni)  - O 


e'esl-â-ilire 


Maiiileiiaiil  il  ne  s'agira  ijiie  île  reiluire  eu  rraeliiin  eonliuue  la  l'rae 
liiiu  — l ’esl-ii-ilire  eelle-i  i 


• n 5 ~ C 

liy-eCCi-  !)■ 


ee  ijiriiu  peiil  faire  aisément  pai'  la  iiiétiiiiile  iluiil  nous  avons  parie  ilans 
le  U'*  26;  eiisuile  on  formera  (leux  séries  de  fraelions  eonvergenles  ana- 
logues à celles  (|iie  nous  avons  ilésijjnées  par  (D)  et  (Ej  dans  le  n”  II. 
qu’il  snIlinMie  eonlinuer  jusi|u*ii  ee  qu’on  parvienne  à une  fraction  doni 
le  dénominateur  surpasse  la  limite  trouvée  ci-dessus;  et  les  termes  de 
ces  fractions  donneronl  les  nomlires  qn'on  pourra  admettre  pour  « et  v. 
de  sorte  qu’il  n’y  aura  plus  qu’à  les  essayer  successivement  pour  trouver 

ceux  qui  pourront  satisfaire  ii  l’equation  proposée.  Désiffiions  par  ~ clia- 

cnne  de  ces  fractions,  et  si  l’eqnation  fKj  est  résidulile  en  nomlires  en- 
tiers. on  aura  nécessairement  ' 

L. 


L. 

lorsque  celte  racine  est  ne{;alive  10  . 

Au  reste,  il  serait  peut-être  encore  plus  court,  pour  résoudre  le  cas 
présent,  d’essayer  d’aliord.  dans  l’équation  proposée  (G),  à la  jilace  de  u 
tous  les  nomlires  entiers  moindres  ipte 

' 4Hii-  i;>‘ 


Il  - r;.  /.  >•  -X. 

lorsque  la  racine  — ^ est  positive,  et 

Il  — -3:  /.  y — x:. 
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< :ir  cil  imilli|ili;iiil  ccitc  c(|iiiitîon  pur  !\  B,  clic  dcviciil 
j AU=  {711/  4 i;«)>  + (4BII  - 1;’)«'. 

il’oii.  il  ciiiisc  (|uc  ^ Hl)  — (i*  csl  suppose  positil',  il  csl  cliiir  ipic  u ne  sni- 
r;iil  jiiniiiis  sucpiisscr  lu  racine  carrée  de 

.■Jfi.  Tiiiiisikmk  cis,  i.<>Ksi.>i  K C‘ — '|BI)  = <>.  — O cas  |•elll|•e  iialiirel- 
leiiieiil  dans  le  pteinier.  on  nous  avon.s  supposé  réelles  les  racines  de 
réi|iia(ioii  : = o;  niais,  piiisi|ue  ces  racines  son!  de  plus  égalés  dans  le 
cas  pre.sent.  on  peut  simpliiier  lieaueinip  la  résoliilioii  de  l'eiinalion  I 
du  Proldi'ine;  car  il  est  clair  qu'elle  peni  se  inelire  sons  celle  rorinc 

I aBf  + i:«  i’ 

iB'  ’ 

on  liieii 

4AB  — (7B/  c c«)’; 

d’oii  l’on  voil  que,  pour  que  requalion  soit  resoluhle,  il  l'aiil  que  .VB  soil 
un  carre;  supposons  donc 

A Br-  E-. 

el  liranl  la  racine  carrée,  on  aura 

7 B / > (i  n = ± J E. 

eqiialion  réduite  au  cas  du  Proidéine  IV, 

Exkmple  II. 

H7.  Soit  profMm  ilr  rrfondrv  iètiimlioii 

loi  — />  — i3«>, 

ipii  est,  comme  on  roit.  dans  te  rus  du  tioi'ollaire  III,  en  faisant  \ = loi 
e/  A = I ï. 

OiVehercliera  d’abord  un  nombre  entier  i inoindre  que  . el  Ici  «pie 


7211 
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s*—  l'i  soit  divisible  pjir  un,  <‘t  l’on  trouvera  {=  Hî:  or,  loi  étant  un 
nonibre  ineniier,  on  sera  déjà  sur  qu'il  n'y  aura  point  d'autre  noinbre 
que  relui-ei  qui  puisse  elj-e  pris  pour  s.  Or.  eoiiime  on  a ici  A (losilif  et 
« > \ A.  il  est  évident  (|ue.  pour  que 

\ 

2 - \ A 

soit  positif,  il  suilil  que  i le  soit:  ainsi  il  faudra  prendre  ; positif  et  \ A 
sueeessiveinent  positive  et  né^tative. 

On  fera  doue  en  premier  lien 


E — loi,  t - 15. 


E,  •- 

1 1 - 15‘ 

— lüi 

1 !>, 

>•< 

35  - ^ 1 3 
12 

- 3. 

e,  3. 1 — 35  . 

E,- 

i3  - 1 

).< 

LT-LL* 

-4- 

e ; 1 , 1 

1 7 

— * » 

1 

tj  41  — 1 J, 

E,= 

i3-., 

1 

>.< 

3-vT3 

4 

- 1. 

£,*—1.4  — 3 — I * 

E.= 

1 5 — 1 

-3, 

/.< 

I ^ 1 3 

3 

rr;  1 , 

t . 3 — 1 — 2, 

g _ 

.3-  j 

- 3 

‘1  ^ 

7 - V 1 3 

^3, 

■3 

3 

E.- 

i3  — 1 

I-I-X13 

r 

h 

1 

II 

3 

4 

* * 

E--- 

_ 1 

>T< 

3 

- (ï, 

1 

II 

Je  m'arrête  d'abord  iei  paree  que  je  \ois  que  E,  est  éfçal  à i avec  un 
exposant  impair;  de  sorte  que  j'àurai 

s-'i. 

ainsi  je  n'aurai  plus  qu’à  ealeiiler  les  nombres  /,,  jusqu’à  /,  de  la 
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inainèn-  siiivanlt* 

V,  = 3, 

4/,  ^ I i3, 

I,-  /.-+-/,=  .6, 

• 

el  j’aurai  sur-lu-cliain|i 

« = 74>  < = 5'74  + 45  ®*’7- 

t>  soin  là  lus  pmiiÜTcs  valeurs  île  t et  h;  pour  Irouver  iiiaiulenant  les 
expressions  générales  de  ees  nombres,  on  reinar(|uera  que  l’on  a dans 
les  séi’ies  préeédenles 

E--  E,  et 

doue  (îi!(, 

tt  = ?.,  tt  V =-  7, 

d’où  y = 5;  el  eoinine  on  a en  même  temps 


on  aura 
el  de  là 


E.  = i, 


M -e  BT  = 7, 


BT  = 


de  sorte  qu’on  aura,  en  général. 


|>  = U + n y 4-  ET  + I = (i  -I-  '!«. 


où,  à eause  de  y impair,  il  ne  faudra  prendre  pour  n que  des  nombres 
pairs.  Un  eaiculera  doue  les  nombres  H,  H,,  H,,...  jusqu’à  H,  par  les 
formules  du  n“  31 , el  comme  ix  = a el  y = ,i,  on  aura 

H = O. 

U,=  I, 

H.=  X,H,=  i, 

H,-  ll.=  ï, 

H.  = /,Il,-e  U,  = 3, 

= H.  = 7ü  = I1,;. 

II.  91 
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diilic 

Il  H II 

- - jp'  =5,  K,  = IP  - -4  ll,_,  rr  5 1,  + II.  — i8; 

diHH’ 


I _ V * - y 1 3 )*  -t-  f :»l)7  ^74  V ' 3 J (i8  — ®_V  îi.)',  • 

a 

_ (aE;  -4-  74  y 73)  ( 5 - (^67  - ?4  y'TsH'H  ^ y'Ts/. 

a y i3 

F.nisons  pii  scpoiid  Iîpu 


E = — loi. 


É =3S, 


■ 3-35' 

x.< 

35  — V ' ^ 

i,  =_  9..I2  — 35  — 

— 101 

19. 

i3—  ii> 

-m-v'“3 

c,  _ — 1 1 7, 

15! 

[h 

-9 

■ 3-4 

— tj 

--I. 

>.< 

a — y 1 3 
1 

= U 

il 

1 

1 

II 

1 

'3  — 9 

).< 

1 

1 

il 

£*=  — 4'^^  — — '■ 

— 1 

-4 

i3  — 1 

— - 3, 

- I - \ '3 

-4 

-3 

■ 3-4 

= - 3, 

/-.< 

— 2 — ^i3 

1.  = — 3 + 1 — — 1, 

- 3 

-3 

i3—  1 

- “ 

; 

- I - yTS 

1 

II 

1 

II 

- 3 

— 4 

1 3 — <) 

>.< 

-3-yÏ3 

I.  = - li  4-  3 = - J, 

-4 

— 1 

I, 


Ou  voit  ici  i|ue  K,  PSl  Pfjal  ii  — 1 avec  un  exposant  pair;  par  riiiisp- 
(liii'nl  lin  |)Piil  prrnilrp  .5  -■  1 = R,  c'est-à-ilirp  0 = 7:  ainsi  l'on  calcnlpra 
iIp  nmivrau  les  nombres  /,  jusqu'il  l,  île  celle  inaniÎTe 


/.-  a, 

^ 4 1=3, 

I,--  /.+  /.-  i3, 

/.=  /.-t-  /.=  ai, 

/,=  /,4-/-34=^/,. 
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cl  l'nn  atii"i  (abstraclion  faite  des  sipnes) 

« =r  34’  ^ — —3.34  — 1 1 = I 23. 

.Maillicnaiil,  |uiisqiie 


on  aura  ici 


E.  =rE,  cl  t.  2-  £i. 
« = 3 cl  V = 'i 


coMiiiic  plus  haiil,  lie  soric  que  n devra  être  pair;  or  nous  avons  déiuoii- 


II. 


Ire  :U)  i|ue  les  nomhres  K,  el  ^ sont  loiijoiirs  les  iiiémcs  pour  une 
meme  valeur  de  \ donc  on  aura  aussi  dans  le  cas  prcsenl 


II 

K =iK. 

V.C. 

coininc  plus  haut;  doue,  prenani  inainlcnant  pour  T cl  U les  premières 
valeurs  ilc  t et  <le  « (|ue  nous  venons  de  trouver,  on  aura,  en  général, 

^ _ (1 34  V ij)  ( +.5  v'T3)"  -i-  f 123  - 34  v'TsH'H  - 5 vV3)"  ^ 

~ 9. 

(i23  -■  34  V i3J  (18  -e  5 y i3j“  — fi23  — 34  V '3^  fiR  — 5 V i3J* 

2 y 1 3 

cl  CCS  l'onnules,  eoinliinées  avec  celles  que  nous  avons  trouvées  plus  haut, 
renl'ermeronl  néeessaireinent  toutes  les  solutions  possildesen  noiiilires 
entiers  de  l'équation  proposée. 

Exrwpi.k  III. 


IW.  On  pni/Mtsc  rie  résoudre  rérfuation 

^ 101  32  /*  — 7on’* 

Celle  équation  étant  aussi  dans  le  eus  du  11“  1)2.  ou  opérera  eoinnie  on 
a fait  dans  l'exemple  précédent.  On  conimeiieera  doue  par  elierelier  un 

nombre  entier  i uioindre  (|ue  el  tel  que  s'  — 7q  .soit  divisible  |iar  101. 

!»'• 


Digitized  by  Google 


724 


MÉTHODE  POÉK  IIÉSODDRE  LES  PHOBLÉMES 


l'I  l’on  trouvera  s=  13;  cl  roinnie  loi  est  premier,  on  sera  assure  (|in- 
ee  iioinlire  sera  le  seul  île  eetle  (jualilé. 

Or,  eoinme  e > \ 71),  et  (|u’il  faut  que 

toi 

‘ — ^7'.) 

soit  un  nombre  positif,  il  fandra  prendre  : positivement,  et  le  radiral  \ 7<) 
pourra  être  positif  ou  négatif. 

On  fera  doue  en  premier  lieu 


E — 

— loi. 

£ 1^33, 

E, . . 

= 10, 

— loi 

>..< 

33  V 7!>—  e 

10  ' 

ti  =;  .i  . 10  — 33  = 7 

E,— 

II 

/.< 

7 \ 79  _ c 

3 

t,  — 5. 3 — 7 = K, 

E - 

7il  - '>4  _ r 

î - ’ 

h< 

^ V 79  1 

5 

£,  — 3.5  — Hz.  7, 

E — 

À.< 

i±_ûÿ  - , 

j.zzî.ti-  7zz5, 

5 

c. 

p:  = 

‘-0  — 75 
■ -!>. 

v(7L*  _ , 
!) 

c,  - 5-  j, 

E.— 

7i*  - . 

•» 

4 -*-t79  _ , 

- 7 — » 3, 

E- 

> < 

10  ' 

J.  rr:  lü  — 3 7, 

Je  m’arrête  iri  parce  que  je  vois  que  E,  = E,  et  c,  = s,  ; et  rumine,  dans 
toute  la  .stu'ie  des  nombres  E,  E,.  Ej,.,.  ju.squ’à  E,,  je  n’tm  trouve  aurun 
(|ui  ,soit  égal  à l’unité,  j’en  ronrius  (30)  (|iie  la  proposée  n’est  pas  réso- 
luble, au  moins  d’après  la  niriiie 

loi  • 

î3-v:n’ 

Reste  doue  à examiner  l'autre  racine 

toi 

33  y 7JI 
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<■)  |j>iiir  ccli)  (III  li>ra  en  sim'oihI  liini 


K = — loi . 

£ =33. 

— loi 

lU, 

1,  = 3>.  1 0 — 33  = — i3. 

— \h 

>„<-3-V79_,, 

£.  = — a.(}-i-  i3=  — 5, 

7»)  - 

Zlil 

£,=  — ». 6 5r-  — 

E,  = — 3.5-i-'j  = — B, 

— 9 

■1  _ 79  - 4<l  _ 

5; 

_6 

-fi  - 

— 79  ~ _ 

r.._  _ 

P _ 79  - 49, 
»-<—  1 — 

-3. 

c.  = -3.5-p8 T. 

— 10, 

e,=  — 10 -(-':  = — 3, 

P _ 79  - 9 _ 

-, 

>,<-3-V7Ü^  I, 

7~*~3==  — 4. 

P _ 71,  - 16  _ 

X.<-4-V79_,, 

£.=  — g-i-4  = — 5. 

Or,  puisque  je  voi.s  que  [i,  = Kj  el  s,  = t,,  et  que  dans  luiile  la  .série  E, 
E,,...  jusqu’il  E,  il  ii'y  a aucun  terme  éjjal  à l’unité,  j’en  eoiieliis  de 
niéiiie  que  la  prupusée  n’est  pas  résoluble  d’après  la  seconde  racine. 

D'où  il  s’ensuit  i|ue  r(‘quation  dont  il  s’agit  n’admet  absolument  au- 
cune solnliun  en  nombres  entiers. 


Exemple  IV. 

39.  Qu'on  propose  maintenant  I et/ualion  suwunte 

lüQ  = /*  -h  7 «*, 

qm  est,  convnv  on  voit,  dans  le  cas  du  n" 

Ou  aura  donc  ici  ; 28 , 

A = 109,  B = I , (j  — O,  D = *;; 
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fl  il  ratidrii  d’alioi'd  flifrfhfi-  un  iiombrf  fiilier  5 moiiidi-f  qiir  fl 
Ifl  4|Uf  5’+  7 soit  divisildf  par  loi);  on  inmvfra 

0 ± 'jo; 


fl,  à faiisf  (|Uf  KKj  fsi  prfmiff,  on  sera  d’al)oril  assuri’  (|ii'il  n'v  aura 
poiul  d'auli’fs  noinlirfa  (10^  <|u'on  puisse  prendre  pour  5.  On  siihstitufra 
iloilf  tlalis  la  proposée  ± ;îo«  — loq  v à la  place  de/,  et  la  divi.sion  étani 
l'aile  par  loq.  on  aura  la  réduile 


Done (35) 


ioo«v  -e  lop  V'  =:  1 . 
I’=2îî,  0=iipioo,  H = i«>; 


fl,  à caust'  de  C = O,  B = I , la  limite  de  v sera 


lie  sorte  (|uc  >-  ne  pourra  être  que  o ou  i ; ain.si  il  ne  sera  pas  iiiêine  neees- 
.saire  de  ehereiier  les  fractions  eonverm-ntes  vers  la  fraction  -H;  = 
pour  trouver  les  valeurs  de  « et  v;  car,  en  faisant  V = i.  on  a 


i3u‘=p  Kx>«  -t-  io()  = i: 


d'où 


« = ±î  fl  / = lOO  — I CK)  = — •): 

fl  faisanl  y=  - i , on  aura 

H = fl  t—  — lOO  -c-  ICM)  Ç); 

donc  en  fîénéral 

U±->.  fl  f ~ zïl  C), 

les  sij/iifs  ambigus  étant  à volonté. 


FIN  DU  TOME  OEU.VIKMK. 
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